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Zusammenfassung

Kommunizierende Systeme bestehen aus Komponenten bzw. Agenten. Agenten haben
sowohl eingehende, als auch ausgehende Kanile, iiber die sie miteinander kommunizie-
ren konnen. Im einzelnen stellt ein Agent jeweils eine Beziehung zwischen empfangener
Eingabe und produzierter Ausgabe her. Dem steht auf der formalen Seite die Moglich-
keit gegeniiber, Agenten durch Relationen zwischen Eingabe- und Ausgabestrome zu mo-
dellieren. Der deterministische Fall ist durch den Ansatz von Gilles Kahn, Agenten als
stromverarbeitende Funktionen und Systeme als Stromgleichungssysteme zu interpretie-
ren, weitgehend beherrscht. Die Verallgemeinerung auf stromverarbeitende Relationen fiir
den nichtdeterministischen Fall ist wegen des Verlustes der Kompositionalitdt nicht ohne
weiteres moglich. Die vorliegende Arbeit hat einen kompositionalen Ansatz zur Spezifikati-
on und Verfeinerung kommunizierender Systeme mit stromverarbeitenden Relationen zum
Ziel.

Aus der Sichtweise des ddmonischen Nichtdeterminismus und des wp-Kalkiils ergibt
sich, dafl Kompositionalitdt durch Einschrénkung der Modellierung auf beziiglich der
Stromordnung nach oben abgeschlossene Relationen erhalten werden kann. Ziel dieser Ar-
beit ist nach der Entwicklung des Beschreibungsformalismus auch die Angabe eines Ver-
feinerungskalkiils und insbesondere eines wp-Kalkiils fiir kommunizierende Systeme. Der
Beschreibungsformalismus und der zugehorige Verfeinerungskalkiil werden auf eine kom-
plementére semantische Grundlage gestellt, denn fiir das entworfene denotationelle Modell
wird die Ubereinstimmung sowohl mit einer operationellen, als auch mit einer axiomati-
schen Semantik nachgewiesen.

Die Vorstellung des beschriebenen Ansatzes erfolgt mit der Relationenalgebra nach
Tarski als dem logischen Hilfsmittel, denn die Relationenalgebra formalisiert das Rechnen
mit bindren Relationen, wie sie stromverarbeitende Relationen darstellen. Die Relationen-
algebra bietet einen Kalkiil, der in Formulierung und Beweisfiihrung einen hohen Grad an
formaler Prizision zu erreichen erlaubt.
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1. Einleitung

Die formale Konstruktion verteilter Systeme liegt im Interesse der gegenwirtigen Forschung
innerhalb der Informatik. Ausgangspunkt des Bestrebens ist die Tatsache, daf} die Korrekt-
heit verteilter Systeme, sobald sie einen groflen Umfang erreicht haben, nur unzureichend
ausgetestet werden kann. Aus diesem Grund wird als Alternative die Aufgabe gestellt, ein
verteiltes System unter Zuhilfenahme formaler Methoden stufenweise zu entwickeln und
zu einer korrekten Implementierung zu verfeinern. Diese prinzipielle Vorgehensweise ei-
ner formalen Entwicklungsmethode fiir verteilte Systeme hat sich bereits im sequentiellen
Fall bewahrt. Sie erfordert eine sorgfiltig ausgewihlte semantische Modellierung, die die
einfache Aufschreibung von Systemspezifikationen und die leichte Handhabung eines dazu
passenden Verfeinerungskalkiils erlaubt.

Eine solche formale Entwicklungsmethode ist im sequentiellen Fall etwa durch die
Guarded-Command-Notation von Dijkstra und der damit verbundenen Semantik der
schwéchsten Vorbedingungen (,, wp-Kalkiil“) entwickelt worden [Dijkstra 75, Dijkstra 76,
Dijkstra, Scholten 90]. Dieser Formalismus zielt auf die Spezifikation und Verifikation to-
tal korrekter Programme ab. Eine Weiterentwicklung der Guarded-Command-Notation
fiir kommunizierende Systeme, das sind Systeme, deren Komponenten iiber Kanéle, jedoch
nicht iiber globale Variable kommunizieren, wird durch die Prozefalgebra CSP von Hoa-
re vorgestellt [Hoare 78|. Fiir CSP hat die semantische Modellierung jedoch einen anderen
Weg genommen als wie in Richtung auf einen wp-Kalkiil; &hnliche Versuche sind zu keinem
befriedigenden Ergebnis gekommen, wir erwidhnen hier nur [Elrad, Francez 84]. Die beson-
dere Behandlung von Lebendigkeitseigenschaften, wie sie fiir totale Korrektheit notig ist,
fithrt zu dem semantischen Modell der Bereitschaftsmengen (engl. readiness sets) [Hoare 81,
Francez et al. 84] oder der Verweigerungsmengen (engl. refusals) [Brookes et al. 84]. Die
semantische Modellierung durch Bereitschaftsmengen ist zwar als Grundlage einer denota-
tionellen Semantik fiir CSP geeignet [Olderog 85, Olderog, Hoare 86|, jedoch fiihrt sie als
Spezifikationsformalismus zur Aufschreibung uniibersichtlicher Spezifikationen schon bei
kleinen Beispielen, so dafl der Anwender keine Kontrolle iiber Fehlerfreiheit oder Konsi-
stenz der erstellten Spezifikation hat.

Eine wesentliche Idee, die sich aus der Erstellung von Semantiken fiir CSP gewinnen
148t, ist die des chaotischen Abschlusses, d.h. des Abschlusses nach oben beziiglich der
Informationsordnung auf dem Resultatbereich, und die Verfeinerung mit konverser Men-
geninklusion (“Chaos-Semantik”) [Brookes et al. 84, Olderog 85, Olderog, Hoare 86]. Die
Einbeziehung des chaotischen Abschlusses 148t sich jedoch einfacher fiir eine pradikative
Semantik erreichen, weil fiir flache Resultatbereiche der Abschlufl nach oben bedeutet, dafl
das Verhalten bei Nichtterminierung als beliebig, quasi im Sinne eines ex falso quodlibet,
unterspezifiziert wird [Hoare 85, Hoare et al. 87b|. Ein entsprechender Formalismus ist von
Hehner vorgeschlagen worden, in dem Spezifikationen als Priadikate bzw. als bindre Rela-
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tionen auf Zusténden notiert werden [Hehner 84a, Hehner 84b|. Dieser Ansatz fithrt im
Fall der kommunizierenden Systeme in dieselbe Problematik, wie bei Fortfiihrungen der
Spezifikationsmethode nach Kahn mit stromverarbeitenden Funktionen [[Kahn 74] in Rich-
tung auf nichtdeterministisches Verhalten. Die ad-hoc-Verallgemeinerung auf stromverar-
beitende Relationen ist nicht kompositional, wenn ein Riickkopplungsoperator in der je-
weiligen Spezifikation verwendet wird [Brock, Ackermann 81]; das angegebene Beispiel 148t
sich leicht auf pradikative Spezifikationen hin ausdehnen [Broy, Lengauer 91]. Ein weiteres
Problem fiir den Ansatz von Hehner ist der leicht festzustellende Konflikt zwischen Mono-
tonieforderung und Fairness, der sich etwa in der Nichtausdriickbarkeit des nicht-strikten
fairen Mischens durch eine Menge stromverarbeitender Funktionen zeigt [Broy 89).

Obwohl die Sperzifikation mit stromverarbeitenden Relationen nach den obigen Aus-
fiihrungen stark anomalienbehaftet ist, besticht dieser Ansatz durch seine einfache Hand-
habbarkeit: Das Systemverhalten ist von der Spezifikation unmittelbar ablesbar, denn jeder
Eingabe wird direkt eine Menge von Ausgaben zugeordnet. Diese Arbeit will aus dem Mo-
tiv der Unterstiitzung eines einfach handhabbaren Ansatzes heraus dazu beitragen, einen
kompositionalen Ansatz zur Spezifikation und Verifikation basierend auf stromverarbei-
tenden Relationen zu erstellen. Im Gegensatz zu Problemhierarchien, die das Problem
des nicht-strikten fairen Mischens als Ausgangspunkt annehmen und daher die Modellie-
rung kommunizierender Systeme auf Behandlung von Zeitabhédngigkeit ausdehnen miissen
[Park 83, Broy, Stglen 94|, ist daher in der vorliegenden Arbeit der zentrale Punkt die Ver-
meidung der Brock-Ackermann-Anomalie. Dazu wird fiir die in dem vorzulegenden Ansatz
auftretenden relationalen Spezifikationen, dhnlich wie bei der Chaos-Semantik von CSP,
die Abgeschlossenheit nach oben gefordert und die konverse Mengeninklusion als Verfei-
nerungsordnung herangezogen. Der Zusammenhang zum wp-Kalkiil ergibt sich aus dem
Zusammenhang zwischen Abschlufl nach oben und dem ddmonischen Nichtdeterminismus
und zwischen Verfeinerung gemifl konverser Mengeninklusion und robustem Korrektheits-
begriff [Broy 83, Broy 85]. Robuste Verfeinerungen entstehen ndmlich auf Grundlage einer
mittels dem wp-Operator definierten Ordnung nach Art von Back [Back 78], wie man durch
einen Aquivalenzbeweis nachvollzieht.

Spezifikationen mit stromverarbeitenden Relationen finden als Spezifikationen binérer
Relationen statt: Eingabestrome werden auf Ausgabestréme bzw. Vorgéngerzustédnde
auf Folgezustédnde abgebildet. Aus diesem Grunde erscheint es als geeignetes Vorgehen,
den auf Présentationen von Tarski [Tarski 41] basierenden Kalkiil der Relationenalge-
bra einzusetzen. Die Relationenalgebra bietet einen notationellen Rahmen, der es er-
laubt Funktionen beliebiger Ordnung, Mengen, Ordnungen und Aquivalenzen einheit-
lich darzustellen und zu verwenden. Ferner bietet die Relationenalgebra einen Kalkiil,
der in Beweisen einen hohen Grad an formaler Prizision zu erreichen erlaubt. Aus die-
sen Griinden wird die Relationenalgebra bereits seit den Siebziger-Jahren intensiv in
der Informatik eingesetzt. Sei dieser Zeit sind Bestrebungen im Gange, die Relatio-
nenalgebra als formale Grundlage fiir die Bearbeitung von Systemspezifikationen anzu-
nehmen. In [de Roever 74] befindet sich die relational basierte Sprache der rekursiven
Programmschemata, die bereits ein Konstrukt fiir explizite Parallelitdt besitzt, und fiir



die die Relationenalgebra als Grundlage fiir ein Verifikationssystem eingesetzt wird. Ar-
beiten von Hoare und He beziehen sich auf die Konstruktion von Spezifikationen mit
relationenalgebraischen Methoden [Hoare, He 86, Hoare et al. 87al, insbesondere werden
schwéchste Vorbedingungen in Form der Verallgemeinerung zu “weakest prespecificati-
ons” betrachtet. Die Relationenalgebra als Grundlage fiir Semantik von Programmier-
sprachen wird auch in [Schmidt 81, Berghammer, Zierer 86, Gritzner, Berghammer 93| be-
handelt, wobei Programme als Relationen zwischen Eingabe- und Ausgabewerten model-
liert werden. Die Verwendung der Relationenalgebra im Zusammenhang mit einem be-
reichstheoretischen Ansatz zur denotationellen Semantikbeschreibung wird in den Arbeiten
[Zierer 83, Zierer 88, Zierer 91] dargestellt.

Ein relationenalgebraischer Ansatz fiir die Spezifikation des Entwurfs kommunizieren-
der Systeme ist bisher lediglich im Bereich des VLSI-Entwurfs und lediglich indirekt vorge-
schlagen worden. In der Arbeit von Mary Sheeran wird dazu die relationale Sprache RUBY
beschrieben, die die formale Beschreibung von Hardware-Systemen in der Art von kom-
munizierenden Systemen zum Ziel hat, siehe etwa [Sheeran 90]. Die RUBY-Entwicklerin
beruft sich nicht selbst auf die Relationenalgebra, sondern bei der Suche nach einer ge-
eigneten Implementierung fiir RUBY werden relationenalgebraische Methoden verwendet
[Hutton 93]. An dem Ansatz in [Sheeran 90] ist bemerkenswert, daf§ der Riickkopplungs-
operator mit einem Ansatz des beliebigen Fixpunkts behandelt wird: In der Semantik der
Riickkopplung wird jeder Fixpunkt der jeweiligen Relation zugelassen. In der vorliegen-
den Arbeit wird ein dhnlicher Ansatz verfolgt: gesetzt den Fall, die stromverarbeitende
Relation 148t sich ausschopfend in stromverarbeitende Funktionen zerlegen, dann enthélt
der Abschlufl der Menge der kleinsten Fixpunkte dieser Funktionen nach oben die Menge
aller Fixpunkte jener Relation; die Gemeinsamkeit zu dem Ansatz von Mary Sheeran be-
steht dann darin, dafl wir letzlich von einer solchen Zerlegbarkeit einer stromverarbeitenden
Relation abstrahieren werden.

Wir haben nun den Zielbereich der vorliegenden Arbeit abgesteckt. Konkret befaft sie
sich mit:

— Bereitstellung der relationenalgebraischen Grundlagen

— Darstellung der Relationenalgebra als Spezifikationssprache fiir kommunizierende Sy-
steme

— Entwicklung des relationalen Spezifikationskalkiils fiir kommunizierende Systeme und
eines dazu passenden wp-Kalkiils

Jedem der aufgefiihrten Punkte entspricht einem Kapitel der vorliegenden Arbeit:

Das sich anschlielende, zweite Kapitel enthélt die Grundlagen der Relationenalgebra,
die fiir das Schlieflen im relationenalgebraischen Kalkiil benotigt werden. Dabei stiitzen
wir uns auf die Konzeption von [Schmidt, Strohlein 89] ab. Obwohl eine &hnliche Grund-
lagenvorstellung etwa in [Zierer 88| existiert, dient dieses Kapitel dazu, die vorliegende
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Arbeit moglichst in sich abgeschlossen zu halten. Zur Vorbereitung auf die spiteren Ka-
pitel ist die Einfiihrung in die Relationenalgebra um die Behandlung des Fixpunktsatzes
fiir monotone Funktionen und die Darstellung der relationenalgebraischen Grundlagen fiir
die Einbeziehung von Nichtdeterminismus und die damit zusammenhéngende Erweiterung
des Monotoniebegriffs von Funktionen auf Relationen ergédnzt worden.

Das dritte Kapitel verdeutlicht, dafl die Relationenalgebra als Spezifikationssprache
fiir kommunizierende Systeme geeignet ist. Dazu wird zunéchst die relationenalgebraische
Konzeption um die entsprechenden Elemente erweitert. Zunéchst wird die relationenal-
gebraische Charakterisierung von Stromen erarbeitet. Ferner werden Kompositionsformen
zur Konstruktion von Netzen aus stromverarbeitenden Agenten in relationenalgebraischer
Form vorgestellt. Dies erlaubt die Diskussion der Brock-Ackermann-Anomalie. Im Zusam-
menhang mit der Anomalie wird eine operationelle Semantik kommunizierender Systeme
nach [Broy 88] fiir einen spéteren Vergleich mit dem anzugebenden denotationellen Ansatz
betrachtet.

Nachdem die relationenalgebraische Spezifikationssprache vorgestellt worden ist, stellt
sich die Frage nach der Verfeinerung von Spezifikationen, die die Implementierung spezi-
fizierter kommunizierender Systeme zum Ziel hat. Daher wird im vierten Kapitel ein An-
satz der robusten Verfeinerung stromverarbeitender Relationen entwickelt. Die Inanspruch-
nahme des Konzepts der Abgeschlossenheit nach oben und der damit zusammenhédngen-
den Verfeinerung nach dem robusten Korrektheitsbegrift wird zur Vermeidung der Brock-
Ackermann-Anomalie vorgenommen. Der vorgestellte Ansatz wird auf eine denotationelle
Grundlage gestellt, deren unterliegendes Modell auf Ubereinstimmung sowohl mit der im
Abschlufl des vorstehenden Kapitels vorgestellten operationellen Semantik, als auch mit
einer axiomatischen Semantik gepriift wird. Es wird auflerdem untersucht, welchen Modifi-
kationen das denotationelle Modell unterworfen werden muf}, um die semantische Beschrei-
bung rekursiv definierter kommunizierender Systeme zu ermdoglichen. Unter der Pramisse,
dal Vorbedingungen Annahmen {iber die Eingaben und Nachbedingungen Pridikate iiber
die Ausgaben sind, wird das angegebene Modell der robusten Verfeinerung im Zuge der
Uberpriifung der Ubereinstimmung mit einer axiomatischen Semantik in Bezug zu einem
wp-Kalkiil und zu “specification statements” in der Art von [Morgan 88| gesetzt. Das vierte
Kapitel schliefit mit der Betrachtung der Auswirkungen der Anomalie des nichtstrikten fai-
ren Mischens auf den denotationellen Ansatz und auf den Verfeinerungskalkiil, um sowohl
die Handhabbarkeit, als auch die Grenzen des Verfeinerungsansatzes festzustellen.

Das abschlieflende fiinfte Kapitel enthélt eine kurze Zusammenfassung der Resultate,
sowie eine Diskussion moglicher Erweiterungen und Ergdnzungen.
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2. Relationenalgebraische Grundlagen

Dieses Kapitel tragt der Absicht der vorliegenden Arbeit Rechnung, als formale Grundla-
ge die Relationenalgebra zu verwenden. Das Kapitel gibt daher eine Einfiihrung und eine
Ubersicht iiber die Elemente der Relationenalgebra. Da bereits dhnliche und detailliertere
Einfiihrungen dieser Art existieren, wird die Darstellung verkiirzt. Genauer stiitzt sich die
vorliegende Arbeit im wesentlichen auf die Schreibweisen und Eigenschaften des Relatio-
nenkalkiils, die in [Schmidt, Strohlein 89] dargestellt werden. Fiir etwaige fehlende Beweise
verweisen wir daher etwa auf [Schmidt, Stréhlein 89] und [Zierer 88|; ansonsten werden die
dargestellten Beweise hauptséchlich skizzenhaft eingefiigt.

Die Einfithrung in die Relationenalgebra wird in der vorliegenden Arbeit in vier Staffeln
vorgenommen. Die erste Staffel enthélt zunédchst die Definition des Begriffs der Relatio-
nenalgebra, weil dadurch die Grundmenge der im relationenalgebraischen Kalkiil zu ver-
wendenden Axiome genau beschrieben wird. An die Definition schlieflen sich grundlegende
Folgerungen aus den dargestellten Grundaxiomen an, die sich im prinzipiellen Umgang mit
der Relationenalgebra bewéhrt haben. Die zweite Staffel fa3t spezielle Eigenschaften von
Elementen einer Relationenalgebra, wie die Formalisierung von Begriffen wie Funktionen,
Ordnungen, Aquivalenzen und Pridikaten, und zugehérige niitzliche Regeln zusammen. In
der dritten Staffel werden die relationenalgebraischen Operationen um spezielle Funktio-
nale, das sind ein- oder mehrstellige Abbildungen einer Relationenalgebra in sich selbst,
erweitert, die eine weitere Vereinfachung der Notation erlauben. Insbesondere umfassen die
dargestellten Funktionale sowohl Residuen und symmetrische Quotienten, die als Losungen
gewisser Inklusionen zwischen Relationen auftreten, als auch Funktionale zur Bestimmung
von Schranken und Extrema als Formalisierung ordnungstheoretischer Begriffe. Die vier-
te und letzte Staffel befafit sich mit der méglichen Strukturierung der Anwendungs- und
Zielbereiche der Relationen wie etwa durch Tupelbildung, als Potenzmengen oder sogar
als Relationenrdume durch Bereichskonstruktionen. Solche Bereichskonstruktionen wer-
den vermittelt durch relationale Systeme und der Angabe zugehoriger Axiome dhnlich zur
Konzeption universeller Algebren, algebraischer Spezifikationen oder kategorieller Univer-
salkonstruktionen.

Die Darstellung der relationenalgebraischen Grundlagen ist in der vorliegenden Ar-
beit mit zwei Konzeptionen erweitert worden. Zwischen dritter und vierter Staffel ist die
Behandlung der relationenalgebraischen Fassung des Begriffs der monotonen Funktion zu-
sammen mit dem relationenalgebraischen Beweis des Fixpunktsatzes fiir monotone Funk-
tionen in einem eigenen Abschnitt eingefiigt worden. Nach der vierten Staffel befindet sich
als dieses Kapitel abschlieflender Abschnitt die Darstellung der relationenalgebraischen
Grundlagen fiir die Informationsordnungen bei Einbeziehung von Nichtdeterminismus und
die damit zusammenhéngende Erweiterung des Monotoniebegriffs von Funktionen auf Re-
lationen.
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2.1 Relationenalgebra

Die Relationenalgebra formalisiert das Rechnen mit bin&ren Relationen. Zusdtzlich zum
Mengencharakter von Relationen, der durch die Einbeziehung der booleschen Algebra
ausgedriickt wird, werden relationale Operationen wie Identitédtsrelation, Komposition
und Transposition betrachtet. In der vorliegenden Arbeit steht die heterogene Relatio-
nenalgebra im Vordergrund. Daher ist die im folgenden angegebene Definition der von
[Schmidt, Strohlein 89, A.2.1] entlehnt. Durch die von der Heterogenitét erzwungene Par-
tialitdt der meisten der betrachteten Operationen l&t sich die Definition einer heterogenen
Relationenalgebra als algebraische Struktur auch auf den Kategorienbegrift abstiitzen. Ei-
ne solche Definition wird etwa in [Freyd, Séedrov 90] mit dem Begriff der Allegorie (engl.
allegory) angegeben. Jedoch wird fiir den Allegorienbegriff nicht die boolesche Algebra,
sondern nur ein unterer Halbverband herangezogen, so dafi im folgenden eine alternative
Definition vorgeschlagen wird. Die in [Schmidt, Strohlein 89, A.2.1] unterbliebene Bezug-
nahme auf den Kategorienbegriff wird hier deswegen vorgenommen, um eine moglichst
genau gefaffite formale Grundlage der heterogenen Relationenalgebra zu gewéhrleisten. Es
sei jedoch zugegeben, dafl nach der Definition der Relationenalgebra kein Bezug auf weitere
kategorientheoretische Begriffe genommen wird, weil der Zweck der Bezugnahme auf den
Kategorienbegriff lediglich auf die Partialitédt der relationalen Operationen abzielt.

Fiir heterogene abstrakte Relationenalgebren sind die Objektklassen, die Quelle und
Ziel von Morphismen bestimmen, uninteressant, es wird ndmlich in der Relationenalgebra
gerade von Quelle und Ziel als konkrete Objekte abstrahiert. Aus diesem Grunde stiitzt

sich die Definition der Relationenalgebra auf dem Begriff der objektfreien Metakategorie
aus [MacLane 71| ab.

2.1.1 Definition. (a) Eine Struktur C = (C,U, o) heifit objektfreie Metakategorie
genau dann, wenn

e (' ist eine nicht-leere Klasse, U ist eine Teilklasse von C' und o ist eine partielle
Operation von C' x C' nach C

e zu jedem c € C gibt es u,v € U, so dal uoc und cowv definiert sind;

(Identitdtsaxiom:) fiir alle u € U, ¢ € C' gilt: Ist uoc definiert, dann gilt uoc = ¢, und
ist cou definiert, dann gilt cou = ¢;

fiir alle a,b, ¢ € C gilt: Sind aob und boc definiert, dann ist auch (aob)oc definiert;

(Assoziativitdtsaxiom:) fiir alle a, b, ¢ € C gilt: Ist einer der beiden Ausdriicke (aob)oc
oder ao(boc) definiert, dann sind alle beide definiert und es gilt (aob)oc = ao(boc).

Ist C = (C,U, o) eine objektfreie Metakategorie, so heifit jedes ¢ € C' Morphismus von C
und sind u, v € U gegeben, dann wird die Klasse {d € C|uodov definiert} eine Hom-Klasse
von C genannt,.

(b) Eine objektfreie Metakategorie C = (C, U, o) heifit objektfreie Kategorie, falls
die Kleinheitsbedingung erfiillt ist: Jede Hom-Klasse von C ist eine Menge, die dann als
Hom-Menge bezeichnet wird. &
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2.1.2 Definition. Eine Struktur H = (H, U, N, ,-, 1) heit heterogene abstrakte Re-
lationenalgebra oder kurz Relationenalgebra genau dann, wenn

(i) H ist eine Klasse, in der eine Teilklasse .J existiert, so dafl (H, .J,-) eine objektfreie
Kategorie ist, wobei Elemente aus J mit I bezeichnet und Ausdriicke der From
R-S zumeist verkiirzt als RS geschrieben werden; als Hom-Mengen von H werden
genau die Hom-Mengen von (H, J,-) bezeichnet;

(17)  und T sind totale Operationen von H nach H, wihrend U und N beide partielle
Operationen von H x H nach H sind;

(74) Hom-Mengen von H sind genau die Teilklassen der Form {S € H|R U S existiert}
fiir ein R € H;

(iv) jede Hom-Menge C' von H bildet einen vollsténdigen atomaren booleschen Ver-
band (C,U,N, ) mit O, L als universale Schranken und C als Ordnung;

(v) (Dedekind-Regel:) fiir alle @, R, S € H gilt: ist einer der drei Ausdriicke Q RN.S,
QN SR oder RN QTS definiert, dann sind alle drei definiert und es gilt:

QRNS C(QNSRN(RNQ'S).

(vi) (Tarski-Regel:) fiir alle R € H gilt:

R#0 < LRL=L. &

Generell gilt, daf verschiedene Relationen, fiir die die konstanten Operationen O, I und
L stehen koénnen, wie fiir die Tarski-Regel mit demselben Symbol bezeichnet werden. Ferner
werden wir oft der Kiirze wegen auf die besondere Erwdhnung von Definiertheitsaussagen
verzichten und stattdessen mit der Notation der Terme die geeignete Verkniipfbarkeit der
beteiligten Relationen voraussetzen.

Die Bezugnahme auf die Kategorientheorie hat, wenn man die Forderung der Klein-
heitsbedingung betrachtet, zusitzlich den Effekt, dafl es ein grofites darstellbares, volles
Modell einer heterogenen abstrakten Relationenalgebra gibt, ndmlich die Kategorie REL
der Relationen, die als Morphismen alle bindren Relationen zwischen jegliche zwei Men-
gen besitzt. Dies ist fiir den klassischen Fall der homogenen Relationenalgebra, wie sie bei
Tarski [Tarski 41, Jénsson, Tarski 51/52, Tarski, Givant 87] betrachtet wird, unmdoglich.
Die Kategorie REL der Relationen 14t sich damit auch als prototypisches Modell ei-
ner heterogenen Relationenalgebra betrachten; alle angegebenen Axiome und damit die
in diesem Kapitel dargestellten Regeln sind in REL erfiillt, wie in [Schmidt, Stréhlein 89]
bewiesen worden ist.

Anstelle der Dedekind-Regel kénnen fiir die Definition der Relationenalgebra die zur
Dedekind-Regel #dquivalenten und ebenso héufig verwendeten Schréder-Aquivalenzen
herangezogen werden:

QRCS < Q'SCR < SR'CQ.
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Neben den bekannten Gesetzen der booleschen Algebra kénnen aus den angegebenen
Axiomen folgende grundlegende Regeln abgeleitet werden:

(RS)T = STRT (R)T =R

OR=0, LL=1L 0T=0,1"=L LT=L
RCS = RTCST R =RT

RCS = QRCQS RCS = RQC SQ
(RUS)Q =RQUSQ (RNS)Q C RQNSQ

(RUS)T=RTU ST (RNS)T=R™NST

Da die Relationenalgebra die Struktur wollstindiger boolescher Verbédnde einschliefit,
kénnen die zwei letzten Zeilen auf unendliche Vereinigungen bzw. Schnitte, die wir U; R;
bzw. N); R; notieren, verallgemeinert werden:

(Ui Ri)Q =U; RiQ (N R)Q C N; R:Q
(Ui Ri)T =U; RiT (ﬂi Ri)T = RiT

2.2 Spezielle Relationen

a) Funktionen

Ist R Element einer Relationenalgebra, dann heif}t

<= R'RCI1 <= RS CRS,;
R total <= RL=L < ICRR" < RS D RS,
R Funktion < R eindeutig und total <= RS = RS;
R injektiv (surjektiv, bijektiv) :<= R eindeutig (total, Funktion).

R eindeutig

Der Begriff der eindeutigen (engl. univalent) Relation formalisiert also den der partiel-
len Funktion im relationalen Rahmen. Die {ibrigen Begriffe, die gew6hnlich Attribute von
(partiellen) Funktionen bezeichnen, lassen sich in natiirlicher Weise auch auf beliebige Re-
lationen erweitern. Den Beweis fiir die angegebenen Definitionsvarianten findet man in
[Schmidt, Strohlein 89]. Aus den Definitionsvarianten kann man folgende, in der Relatio-
nenalgebra hiufig auftretende Begriffskombinationen ableiten:

R'™R =1 < R eindeutig und surjektiv RR" =1 < R total und injektiv

Eindeutigkeit von Relationen l&8t sich auch als Distributivitdtseigenschaften von
Schnitten gegeniiber der Komposition formulieren:

R eindeutig < R(N;Q:) =N; RQ; < QRNS=(QNSRR
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Die erste Aquivalenz ist wohlbekannt [Zierer 88, S.14], man setze fiir die Riickrichtung

(Q:;) = {I, I}, wihrend die Riickrichtung der zweiten Aquivalenz mit Q@ = R und S = I
folgt: R'"TRNI1 = R'R.
Weitere Regeln sind:
R eindeutig = (S C RQ <= R'Sc @ A SLC RL)
R, S Funktionen = (S C RQ <= R'SCQ < RC SQ")
R eindeutig = (Q CR AN QLD RL <= @Q =R)
R eindeutig = RN (RNS)L=RNS

b) Ordnungen und Aquivalenzen

Ist R ein homogenes Element einer Relationenalgebra, d.h. das Kompositum RR ist
definiert, dann heif}t

ICR < SRR" D SR;

RRCR < SRR' C SR;

R reflexiv und transitiv <= SRR = SR;
RNRTCI;

R Priordnung und antisymmetrisch;

RCR" &< R=RT;

R Prdordnung und symmetrisch.

R reflexiv

R transitiv

R Praordnung

R antisymmetrisch
R Ordnung

R symmetrisch

Trrrese

R Aquivalenz

Die oben erwéhnten Aquivalenzen der Definitionsvarianten sind noch nachzuweisen: Aus
I C R folgt unmittelbar SR C SRRT, wihrend die Riickrichtung mit S = I iiber
R C RRT C1 folgt. Die Transitivitit RR C R fiihrt zu (SR)R C SR und dann iiber
die Schroder-Aquivalenzen zu SRRT C SR. Die Umkehrung folgt demzufolge sofort mit
S = 1. Die restlichen Aquivalenzen sind leicht zu errechnende Resultate.

Zusétzlich zu den obigen Begriffen benotigen wir den Begriff der linearen Ordnung als
Ordnungsrelation und der Kette als Teilordnung: Ist R homogen, dann heifit

R lineare Ordnung ;<= R Ordnung und RUR" = L;
R Kette beziiglich Q <= R totalund R"TRC QuUQT.

c) Vektoren, Pridikate und Punkte

Sind v, b, e, p Elemente einer Relationenalgebra, dann heifit

v Vektor <= v =Lu;

b Pradikat — b=0L;

e coreflexiv <= e CI;

p Punkt <= p Vektor und Funktion.
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Vektoren, Priadikate und coreflexive Relationen sind drei gleichméchtige Begriffe zur Forma-
lisierung des Teilmengenbegriffs. Interpretiert man Elemente der Relationenalgebra durch
boolesche Matrizen, dann sind Vektoren spalten-konstant, Pridikate zeilen-konstant und
coreflexive Relationen Diagonalrelationen, weswegen sie jeweils Teilmengen des Quell- oder
des Zielbereichs kennzeichnen. In [Schmidt, Strohlein 89] sind die Begriffe Vektor und
Pradikat nicht getrennt, sondern bezeichnen simultan die Formalisierung zeilen-konstanter
Relationen. In Anlehnung an [Zierer 88] ist die Konzeption des Vektorbegriffs so vorgenom-
men worden, dafl vR, falls v Vektor, denjenigen Vektor bezeichnet, der die Anwendung der
Relation R auf den Vektor v bezeichnet. Die vom Vektorbegriff abgetrennte Verwendung
des Prédikatbegriffs entstammt der Absicht, bewachte Relationen bL N R betrachten zu
konnen. Fiir den dritten Begriff haben wir nicht den in [Zierer 88] verwendeten Begriff
der Diagonalrelation, sondern den der coreflexiven Relation aus [Freyd, Sc¢edrov 90] aus
Vereinfachungsgriinden herangezogen.

Fiir Vektoren und Préddikate sind die Ausblenderegeln niitzlich:

QRNLy)=QRnNlv  (QN)R=Q(RNv'L) (QNbL)R=QRNIL
QRNLy)=QRNLlv (QNLv)R=Q(RNvTL) (QNIL)R=QRNIL

Als Folgerung aus der Dedekind-Regel ergeben sich die folgenden Beziehungen:
(QRNS)L=(QNSRML LQRNS)=L(RNQTS)
Coreflexive Relationen haben folgende Eigenschaften:

e coreflexiv = eNR=e¢(INR)=(enR)T=enR" und RNLle=Re.

Vektoren sind als mengenwertige Funktionen interpretiert konstant, Punkte sind daher
konstante Funktionen und modellieren so Elemente des Zielbereichs. Obwohl der relatio-
nenalgebraische Kalkiil gerade die Elementfreiheit als Anliegen hat, ist es im Hinblick auf
ausgezeichnete Elemente wie z.B. grofite Elemente von Vektoren beziiglich einer Ordnungs-
relation sehr wohl interessant, die besonderen Eigenschaften eines Punktes relationenalge-
braisch zu charakterisieren. Die einfache Formalisierung des Punktebegriffs als Vektor, der
zugleich Funktion ist, gelingt mit Hilfe der Tarski-Regel. Die Forderung der Tarski-Regel
hat als Konsequenz, dafl heterogene abstrakte Relationenalgebren nicht mehr gleichungs-
definierbar sind, da die Negation einer Gleichung Bestandteil ist. Mit der Einfiihrung ei-
nes Hilfspriadikates &~ und einer zusétzlichen Trédgermenge BOOL kénnte zumindest eine
Hornklausel-Gleichungsdefinierbarkeit gewonnen werden. Anderenfalls mufl man beim Ver-
zicht auf die Forderung der Tarski-Regel die Konzeption des Punktebegriffs modifizieren,
wie in [Gritzner 91, 3.2.5], wobei man sich allerdings an der Stelle der Verwendung des
Atombegriffs das Verlassen einer Hornklausel-Gleichungsdefinierbarkeit einhandelt. Fiir die
Beibehaltung der Tarski-Regel spricht die Erfiillung durch die Kategorie REL der Relatio-
nen.

Fiir Punkte p und ¢ gelten die Regeln:

pp’ =L p#q <= p¢' =0 p'¢gC R < ¢CpR.
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Gerade mit Hilfe der Tarski-Regel lassen sich die folgenden Eigenschaften, die unter dem
Begriff Atomaritiat der Punkte bekannt sind, beweisen:

p Punkt,v Vektor = (v Cp <= v=0 V v =)
p,q Punkte = (RCp'qg &= R=0V R=17p"q)

Vektoren bilden innerhalb ihrer Hom-Menge einen vollstdndigen booleschen Verband, deren
Atome gerade die Punkte sind. Die zweite Aussage bedeutet gerade, dafi Ausdriicke der
Form p'q, p, ¢ zwei Punkte, das Verhalten derjenigen Relationen, die nur aus einem einzigen
Paar bestehen, relationenalgebraisch wiedergeben.

2.3 Spezielle Funktionale

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle Abbildungen von Relationen auf Relatio-
nen, die wir Funktionale nennen. Die dargestellten Funktionale erweitern den Bestand der
relationalen Operationen im Hinblick auf die niitzliche Verwendung bei speziellen Sachver-
halten.

a) Residuen und Symmetrische Quotienten

Sind R, S Elemente einer Relationenalgebra, dann seien die Relationen RI>S und S<IR wie
folgt definiert:

R>S :=RTS S<R := SRT

Dabei heifit R>S das Rechtsresiduum von S iiber R, wihrend S<R als das Linksre-
siduum von S iiber R bezeichnet wird. Mit Hilfe der Residuen lassen sich sodann die
Schroder-Aquivalenzen formulieren als:

RQRCS <— RCQ@QrS < Q C SR

Damit ist das Rechtsresiduum R>S (bzw. Linksresiduum S<1R) die inklusionsgrofite oder,
damit dquivalent, die “schwichste” Losung der Inklusion RX C S (bzw. XR C S). Die
Einfiihrung von Residuen, deren Formulierung historisch auf [Birkhoft 67, ch.XIV, §14]
zuriickgeht, erscheint damit gerade im Hinblick auf die relationenalgebraische Charakteri-
sierung von schwichsten Vorbedingungen u.d. wie etwa in [Hoare, He 86, Hoare et al. 87a]
gerechtfertigt.

Ferner existieren fiir Residuen verschiedene Schreibweisen, vgl. [Zierer 88, S.22|. Ei-
ne zumeist verwendete, auf die Erfiilllung der Inklusionen ausgerichtete Schreibweise
ist R\ S fiir Rechtsresiduen und S / R fiir Linksresiduen, siehe etwa [Jénsson 82,
Schmidt, Strohlein 89, Freyd, S¢edrov 90]. Die hier stattdessen vorgeschlagene Notation
ist bewuft davon abweichend gewidhlt worden, um den Zusammenhang zur klassischen
Logik besser zu verdeutlichen und die Lesbarkeit von Residuen zu erhéhen. Interpretiert
man ndmlich Residuen durch gewohnliche Relationen, erhélt man universell quantifizierte
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Implikationen in den durch die Notation veranschaulichten Richtungen: Die Erfiillung der
jeweiligen Inklusion RX C S oder XR C S durch die Residuen ist ndmlich Bestandteil
der Anwendung des klassischen Modus Ponens; dariiberhinaus entstehen damit aus den
Schroderdquivalenzen gerade Spezialisierungen der Regel des natiirlichen Schlieflens

ANB=C(]| <= [A= (B=C)] <= [B= (A= C)|.

Man koénnte auch nur mit einem der beiden Residuenbegriffe auskommen, da folgende
Beziehungen zwischen Rechts- und Linksresiduen bestehen:

R>S = (STaRr")T R>S =RT<S™.

Ferner gilt, wobei das Symbol > ohne Verlust der Giiltigkeit auch durch < ersetzt werden
kann:
[C R>R (Q>R)(R>S) C QS Rr>R ist Préordnung.

Allgemeiner als die mittlere Beziehung gelten

(Q>R)S C Qr>(RS) Q(R<S) C (QR)<S.

Nach der relationenalgebraischen Charakterisierung gewisser Implikationsaussagen
stellt sich auch die Frage nach derjenigen entsprechender Aquivalenzaussagen. Dies fiihrt
auf das Analogon zur symmetrischen Differenz der booleschen Algebra, ndmlich auf den
sogenannten symmetrischen Quotienten. Sind daher R, S Elemente der Relationenalgebra,
dann wird die Relation syq(R,S) definiert durch:

syq(R,S) = RTSNR'S = (R>S) N (R<ST)
= (R>S)N(S>R)" = (R>S) N (R>S)

syq(R, S) heifit dann der symmetrische Quotient von R und S. In [Freyd, S¢edrov 90]

wird die Schreibweise £ verwendet, die syq(RT, ST) in unserer Schreibweise ersetzt. Die Be-
deutung des symmetrischen Quotienten liegt vor allem in der Formalisierung von Bereichen
hoherer Ordnung wie Potenzbereichen.

Fiir symmetrische Quotienten gilt folgender Regelsatz:

syq(R, S) = syq(R, S) syq(R,S)T =syq(S, R)
syq(R, S) C syq(QR,QS) F Funktion = F'syq(R, S) = syq(RFT,S)
Rsyq(R,S) = SN Lsyq(R,S) syd(R, S) ST = R Nsyq(R, S)L
syq(@, R)syq(R, S) = syq(@,5) Nsyq(Q, R)L = syq(@Q,5) NLsyq(R,S)
I Csyq(R, R) Rsyq(R, R) =R

syq(R, R)syq(R, S) =syq(R, S) R>R Ordnung <= syq(R,R) C I
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b) Schranken und Ezxtrema

Ein wichtiges Gebiet, in dem Funktionale auftreten, ist das der ordnungstheoretischen
Begriffe. Weil der Abschlufl nach oben in der vorliegenden Arbeit eine zentrale Rolle spielt,
werden zunéchst die relationenalgebraischen Formulierungen der Abschliisse nach oben
und auch nach unten betrachtet: Seien @), R Elemente einer Relationenalgebra, wobei ()
als homogen vorausgesetzt wird, dann definiert man die Funktionale upcy und docg wie
folgt:

upco(R) := RQ docg(R) := RQT

Von @ ist die Ordnungseigenschaft nicht verlangt worden. Daher kann man die Préord-
nungseigenschaft wie folgt formulieren:

Q Priordnung <= (RQ)<Q = RQ
<= docg(upcy(R)) = upcy(R)

= upc,, Hiillenoperator

Die ersten beiden Aquivalenzen sind Umschriften der Definitionsvariante, die letzte Aquiva-
lenz folgt so: erstens ist ) reflexiv genau dann, wenn R C uch(R), zweitens ist ) transitiv
genau dann, wenn upcq(upcy(R)) C upcy(R) und drittens ist upcy unabhéngig von den
Eigenschaften von @) monoton beziiglich der relationalen Inklusion. Da es sich bei upcg(R)
und docg(R) nur um Komposita von Relationen handelt, die ausgeschrieben kiirzer notiert
werden konnen, werden wir die Bezeichnungen upc, und docg nur beschrinkt einsetzen.

In der Ordnungstheorie verwendet man grundlegend Begriffe wie untere bzw. obere
Schranken, minimale bzw. maximale Elemente, kleinste bzw. grofite Elemente, grofite unte-
re bzw. kleinste obere Schranken einer Teilmenge der zugrundegelegten geordneten Menge.
Die relationenalgebraische Charakterisierung fiihrt zu den folgenden Funktionalen: Sind
@, R Elemente einer Relationenalgebra, so dafl RQ) definiert ist, dann heif}t

mag(R) = R'>Q Gesamtheit der oberen Schranken
mig(R) = R'>QT Gesamtheit der unteren Schranken
maxg(R) = RN m Gesamtheit der maximalen Elemente
ming(R) = RN R(QNT) Gesamtheit der minimalen Elemente
gro(R) = RnNmag(R) Gesamtheit der gréfiten Elemente
leg(R) = RN mig(R) Gesamtheit der kleinsten Elemente
lubg(R) = leg(mag(R)) Gesamtheit der oberen Grenzen
glbo(R) = gro(mig(R)) Gesamtheit der unteren Grenzen

Intuitiv stellt @ die Ordnungsrelation und R die Teilmenge dar. Weder wird jedoch von @)
die Ordnungseigenschaft verlangt, noch mufl R ein Vektor sein. Ist allerdings R ein Vektor,
dann sind alle sich aus der Anwendung der aufgefiihrten Funktionale ergebenden Resultate
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selbst wieder Vektoren, die die gegebene Bezeichnung zu Recht tragen. Wenn R kein Vektor
ist, dann erh&lt man bei Interpretation durch boolesche Matrizen z.B. gerade zeilenweise
gebildete Schranken usw. wie in [Zierer 88].

Folgende Regeln gelten fiir die angegebenen Funktionale, ohne dafl @) eine spezielle
Forderung erfiillen muf:

R C mag(mig(R)) R C mig(mag(R))

gro(R) = RN lubg(R) leg(R) = RN glbg(R)
mag(mig(mag(R))) = mag(R)  mig(mag(mig(R))) = mig(R)
lubo(R) = gro(mig(mag(R)))  glby(R) = leg(mag(mig(R)))
RLAmao(R) C RQ RN mig(R)L C mig(R)Q

maxq(R) = grge (k) ming(R) = les7, (R)

QTuI
Ferner gelten die nur auf Préordnungen verallgemeinerbaren Beziehungen:

@ Priordnung = mag(RQ") = mag(R) = mag(R)Q
@ Priordnung = mig(RQ) = mig(R) = mig(R)QT
Q Priordnung = lubg(RQ") = lubg(R) und glb,(RQ) = glby(R)

Die Antisymmetrieeigenschaft wird in folgenden Aussagen einbezogen:

Q antisymmetrisch = gry(R),leg(R),lubg(R), glby(R) sdmtlich eindeutig
Q Ordnung = gro(RQ") = gry(R) und leg(RQ) = leg(R)
Q Ordnung = gro(R) = syq(QRT,Q) und leg(R) =syq(Q'R™,QT)
Q Ordnung = leq(R)Q = RQ Nleg(R)L und glb,(R)Q O RQ Nglby(R)L
Die letzte Zeile ergibt sich dabei wie folgt: Der erste Teil der Konklusion folgt aus der

syq-Darstellung von leg der vorhergehenden Zeile, wahrend der zweite im wesentlichen mit
der leg-Darstellung von glbg, erhalten wird.

Die folgenden Aussagen hidngen mit der wichtigen Eigenschaft zusammen, dafl ein
Punkt, der unter allen Elementen einer Menge liegt, auch unter der grofiten unteren Schran-
ke dieser Menge liegen muf3:

Q reflexiv, R eindeutig = (S C RQ = glby(S) C mag(R))
Q reflexiv, R Funktion == (S C RQ == glby(S) C RQ)

ming und maxg sind schwer beherrschbare Funktionale, die man lieber auf leg bzw. grg
zuriickfiihren méchte, denn QT U1 ist, falls @ Ordnung, i.a. nur reflexiv und nicht selbst

eine Ordnung. Man erhilt jedoch lediglich die folgenden Aussagen:
@ antisymmetrisch = gro(R) C maxp(R) und leg(R) C ming(R)
Q Ordnung == maxq(R) Ngro(R)L = gro(R) und ming(R) Nleg(R)L = leg(R)
Q@ lineare Ordnung == maxq(R) = gro(R) und ming(R) = leg(R)
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Falls Q antisymmetrisch ist, gilt QT NI C @, woraus Q C QT U1 folgt. Daraus ergibt sich
leg(R) C legr  (R) = ming(R). Es geniigt fiir die zweite Beziehung, die Giiltigkeit von
ming(R) Nleg(R)L C leg(R) nachzuweisen:

ming(R) Nleg(R)L = RnNleg(R)LNR(QNT)
leo(R)Q N R(Q NT)

R(QNT)
leq(R)(QNT) UT) N R(QNT)
C (R(QNT)Uleg(R))NR(QNT) C leg(R).

N

Ist Q lineare Ordnung, folgt sofort QT UT = Q und damit die Giiltigkeit der dritten
Beziehung.

2.4 Monotonie und Fixpunktbildung

In diesem Abschnitt geht es letztlich um relationenalgebraische Formulierung und Beweis
des Knaster-Tarski-Fixpunktsatzes. Dazu werden ein Konzept des Monotoniebegriffs, wenn
auch noch beschrankt auf Funktionen, und zwei Fixpunktbildungsfunktionale eingefiihrt.
Der Fixpunktsatz wird jedoch in Anwendung frither und insbesondere im vorhergehenden
Abschnitt eingefiihrter Konzepte formuliert und bewiesen.

2.4.1 Definition. Sind @)1, @), R Elemente einer Relationenalgebra, dann heif}t

R bzgl. Q1,Q, monotone Funktion :<= R Funktion und RTQ:R C Q,. <

Mogliche Definitionsalternativen sind in den folgenden Aussagen angegeben, vgl. dazu
auch [Zierer 88, Abschnitt 3.2

2.4.2 Faktum. Sind @1, @), R Elemente einer Relationenalgebra, dann gelten:

R eindeutig — (RTQRC @y =— (QRC RQ, und QIR C RQJ)
— @1 C RQyRT)
R Funktion — (RTQ\RC @y, <= Q.RC RQy — QTR C RQT
< Qi C RQyR") O

Da wir zunéchst nur an der Existenz von Fixpunkten interessiert sind, definieren wir
anschliefend ein Funktional, daf§ zu einer gegebenen Relation den Vektor aller ihrer Fix-
punkte berechnet.

2.4.3 Definition. Sind @, R Elemente einer Relationenalgebra, dann wird das Funktional
U definiert durch:
Uo(R) :=L(RNI). &
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Zwar ist Wg unabhéngig vom Parameter (), aber diese Form der Definition ist im
Einklang mit spéter definierten Fixpunktbildungsfunktionalen g und ¢, die Bezug auf
den als Ordnung vorgesehenen Parameter ) nehmen werden, gewéhlt worden.

Es gelten die Beziehungen
Uo(R") = Uo(R) Vo(R) C ¥o(R)R

Es muf} nur die zweite Beziehung gezeigt werden, die besagt, dafl die Menge aller Fixpunkte
unter der Anwendung der zugehorigen Relation tatséchlich invariant bleibt:

Uo(R)=L(RND) = L(RNI)(RNI) C L(RNI)R = U,(R)R.

2.4.4 Satz. Sind @), R vorgegebene Relationen und wird dazu der Vektor = definiert durch
E:=L(INnmag(R)), dann gilt

@ Ordnung, R bzgl. @ monotone Funktion, glby(Z) total == glby(Z) C ¥q(R).

Beweis. = stellt intuitiv die Menge der Préfixpunkte, d.h. derjenigen x mit f(x) C x,
falls R durch f und @ durch C symbolisiert werden, dar. Der Fortgang des Beweises hat
entsprechend der Aussage des Satzes das Ziel, den Punkt glb,(Z) als Fixpunkt der Funktion
R nachzuweisen. Es gilt nun:

E=L{INmag(R)) = LINRQ)Ngby(=E)Q

(
= LINRQNQglby(Z ) )
L(IN RQ N RQRgl (E)T) { R monoton }
( T
(

N

= LINR(QNQ"RTglb,(Z)TL))
LIN (RN Lglby(2)RQ)Q)
C gIbQ(E)RQ

Da glby(Z)R Funktion ist, folgt glby(Z) C glbg(Z)RQ. Daraus ergibt sich zusammen mit
der Monotonie von R:

glbg(E)R C glbg(E)RQR C glby(E) RRQ.
Weiter erhélt man
glbg(E)R C glbg(Z)R N glbg(E)RRQ C glbg(Z)R(IN RQ) C = C glbg(2)Q.
Man folgert sofort glb,(Z) C glby(Z)RQT und mit der Antisymmetrie von @ folgt
glby(2) C glb,(Z2)RQ Nglby(Z)RQT = glb,(2)R(Q N QT) C glby(2)R.
Schlielich erhélt man das gewiinschte Ergebnis:

glby(Z) C glbg(Z) Nglbg(E)R C glby (2) (1IN R) C Yo(R). O
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Der vorstehende Satz ist nur ein Teil des Fixpunktsatzes, der die Existenz kleinster
Fixpunkte monotoner Funktionen betrifft. Zur Behandlung des ganzen Fixpunktsatzes wird
zundchst anschliefflend ein Funktional eingefiihrt, das kleinste Fixpunkte einer gegebenen
Relation berechnet.

2.4.5 Definition. Sind ), R Elemente einer Relationenalgebra, dann wird das Funktional
(g definiert durch

po(R) = leg(¥q(R)). %
2.4.6 Satz. Unter denselben Voraussetzungen von 2.4.4 gilt

@ Ordnung, R bzgl. @ monotone Funktion, glb,(Z) total = pug(R) = glby(Z).

Beweis. Der Beweis vereinfacht sich mit Hilfe von 2.4.4 zu:

Uo(R) C ¥o(RQ) =Z Cglby(5)Q
= Uu(R)Tglbe(Z) C QT
—  glbg(Z) C mig(Vo(R))
= glby(E) C Yo(R) Nmig(Vo(R)) = ng(R).

Daher ist p1g(R) total und somit Punkt. Die Atomaritét der Punkte fiihrt dann sofort zu
glbo(Z) = ng(R), der zu beweisenden Aussage. O

2.5 Relationale Bereichskonstruktionen

Um mit Tupeln oder Mengen umgehen zu kénnen, miissen wir darlegen, wie die entspre-
chenden Bereichskonstruktionen in der Relationenalgebra zur Verfiigung gestellt werden
kénnen. Es ist dabei jedoch zu beachten, dafl solche Konstruktionen die Modellwahl fiir
heterogene abstrakte Relationenalgebren einschrinken, da ihre Existenz im allgemeinen
nicht fiir beliebige Relationenalgebren garantiert ist. Einerseits ist jedoch darauf geachtet
worden, dafl jede der dargestellten Konstruktionen zumindest in der Kategorie REL der
Relationen existiert, andererseits fiihrt die Verwendung von Bereichskonstruktionen auch
zu einer erheblichen Erhohung der Ausdrucksstérke der Relationenalgebra und ist fiir den
praktischen Einsatz der Relationenalgebra relevant.

a) Homomorphismen

Bereichskonstruktionen werden in der Regel als Familie von Elementen einer Relationenal-
gebra, die bestimmte, vorgegebene Eigenschaften erfiillen sollen, formuliert. Damit erhélt
man eine Ubereinstimmung der Spezifikation von Bereichskonstruktionen mit dem in der
universellen Algebra geldufigen Begrift des relationalen Systems, siehe etwa [Tarski 54/55],
und mit dem der mit relationenalgebraisch notierten Gesetzen behafteten relationalen Spe-
zifikation aus [Berghammer, Schmidt 93], wenn die Trigermengen der Relationen aufler
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Acht gelassen werden. Unter einem relationalen System verstehen wir in dieser Arbeit
also eine indizierte Familie von Relationen. Sowohl der Homomorphie- als auch der Iso-
morphiebegriff aus [Schmidt, Strohlein 89] sind auf relationale Systeme erweitert worden.

2.5.1 Definition. Seien R = (R;);cr und & = (S;);c7 zwei relationale Systeme, wobei Z
eine nicht-leere Indexmenge darstellt. Sei weiter § = (®;),cs eine Familie von Funktionen,
derart daf

e J eine weitere nicht-leere Indexmenge ist;

e es zwei Funktionen j,k : Z — J gibt, so daf} fiir alle z € Z die beiden Komposita
R;®(;) und @;(;)S; definiert sind und in derselben Hom-Menge liegen.

Dann heift
§ Homomorphismus von ‘R nach & — VjeJ [Rj(I)k(j) - @i(j)Sj] :
§ Isomorphismus zwischen R und & <= Vi€ 7 [, bijektiv] und
Vi €T | Rj®ug) = BiyS;|.  ©

Bei einelementigen Indexmengen ersetzen wir in der Sprechweise die Familien eher
durch ihre einzigen Elemente. Damit ergibt sich aber als Beispiel fiir den Homomorphie-
begriff der Monotoniebegriff: Ist R eine bzgl. @)1, Q)2 monotone Funktion, dann ist R ein
Homomorphismus von ); nach @)5. Ebenso wie fiir den Monotoniebegriff bestimmt 2.4.2
Definitionsvarianten fiir den Homomorphiebegriff.

Isomorphismen werden vor allem bendtigt, wenn es gilt, die Vollstéindigkeit (“Mono-
morphie”) der Charakterisierung einer Bereichskonstruktion nachzuweisen, derart dafl der
konstruierte Bereich bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

b) Injektionen, direkte Produkte und direkte Summen

Neben Vektoren, Pridikaten und coreflexiven Relationen, die man auch in der homogenen
Relationenalgebra verwenden kann, gibt es die Moglichkeit, Teilmengen auch durch in-
jektive Funktionen darzustellen. Injektive Funktionen haben in der intuitiven Vorstellung
einen gegeniiber dem Zielbereich im allgemeinen verkleinerten Quellbereich und konnen
daher nur in heterogenen Relationenalgebren aufgesucht werden. Ist ¢ eine solche injektive
Funktion, dann ist Lz die zugehorige Vektorreprésentation der dargestellten Teilmenge. Die
Umkehrung ist nicht allgemein moglich, sondern erfordert die Betrachtung einer Bereichs-
konstruktion.

2.5.2 Definition. Ist v ein Vektor, dann heifit (v) eine Injektion von v genau dann,
wenn gilt:
(Iny) (v) injektive Funktion, (Iny) v = Lu(v). &

Es stellt sich die Frage, wieviele Injektionen eines gegebenen Vektors existieren. Zur
Beantwortung 148t sich nachweisen, dafl Injektionen durch (In;) und (Ins) eindeutig be-
stimmt bis auf Isomorphie sind. Allgemeiner 148t sich dies sogar fiir das relationale System
(v,2(v)) zeigen, d.h. wenn sogar v nur bis auf Isomorphie eindeutig vorgegeben ist.
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2.5.3 Behauptung. Sei (v,(v)) als relationales System vorgegeben. Sind Y eine bijektive
Funktion und »" ein weiterer Vektor, so dafi v Y = v’ gilt, und ist ¥ definiert durch ¥ :=
1(v)Y2(v")T, dann ist (¥, ) ein Isomorphismus zwischen (v,4(v)) und (v',2(v")).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf§ (¥, Y) ein Isomorphismus zwischen «(v) und 2(v’) ist,
denn Y ist bereits als Isomorphismus zwischen v und v' vorausgesetzt worden.

Nach (In;) gilt 2(w)T(w) C I und nach (Iny) gerade 2(w)Te(w) C Li(w) = w. Ferner
gilt unter Anwendung von (Iny) und der Dedekind-Regel: TN w = I N Ly(w) C 2(w) To(w).

Daraus folgt nacheinander:

(V)Y = 2(v)e(v)T(v)T = o(v)(INv)T
= (v)(YNv') =1 (v)TINV") = Vu(v)
T = ()Y To(v)Ta(v)Ya(v")T
= 2()YTINv))Ye(v)T
1(v")

= (@) NL @) = w0 )()T = 1.

UWT =1 148t sich analog beweisen. O

Jeder der in dem gesamten Abschnitt noch besprochenen Bereichskonstruktionen
ist aus der relationenalgebraischen Literatur bekannt [Zierer 88, Schmidt, Strohlein 89,
Freyd, Séedrov 90]. Daher verzichten wir auf eine ausfiihrliche Darstellung und geben je-
weils lediglich die Isomorphismen der Monomorphienachweise an.

Direkte Produkte: Innerhalb des Rahmens der abstrakten Relationenalgebra ist
es iiblich, direkte Produkte mittels der kanonischen Projektionen zu charakterisieren. Dies
geht historisch bereits auf Tarski zuriick, bei der Absicht, eine punktfreie Mengentheorie nur
durch Relationen zu konstruieren, wobei Tarski sich nur auf einen, fiir den Fall der homoge-
nen Relationenalgebra, relevanten Teil der Anforderungen bezieht, siehe [Tarski, Givant 87]
unter dem Begriff der Quasiprojektionen (engl. quasi projections). Eine vollstindige Cha-
rakterisierung des direkten Produkts wird in [de Roever 74| gegeben, die aber fiir zwei-
stellige direkte Produkte hinsichtlich der Modellwahl der Relationenalgebra eine stérkere
Einschrinkung darstellt als die in [Zierer 88, Schmidt, Strohlein 89] verwendete Fassung,
die in dieser Arbeit deshalb bevorzugt wird. Man erhélt also folgende Spezifikation des
zweistelligen direkten Produkts: Sei B = (7, p) ein relationales System. Wir nennen B ein
(binires) direktes Produkt genau dann, wenn gilt:

(P) n'm =1, pTp=1 (P) ©'p=1L (P) mx’ Npp" =1.

Innerhalb der Kategorie REL der Relationen 18t sich leicht zeigen, dafl die kartesischen
Projektionen die Bedingungen (P;) mit (P3) erfiillen. Ferner folgt aus den angegebenen Be-
dingungen, dafl 7 und p beide surjektive Funktionen sind und das direkte Produkt eindeutig
bis auf Isomorphie charakterisiert wird: Sind ndmlich T, Ty zwei bijektive Funktionen und
ist Q = (0,7) ein weiteres direktes Produkt, so da der Ausdruck ¥ := 7Y0" N pYy7"
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existiert, dann 148t sich das Paar der T durch die als bijektive Funktion nachweisbare Re-
lation ¥ zu einem Isomorphismus zwischen 3 und 2 ergénzen. In der vorliegenden Arbeit
werden dennoch gelegentlich mehrstellige direkte Produkte verwendet, fiir die die mit den
Mitteln einer Theorie zweiter Stufe (Quantifizieren iiber Relationen) formulierte Charak-
terisierung nach [de Roever 74| angenommen werden muf}, damit der Monomorphienach-
weis gelingt: Ein relationales System P = (74 )1<k<, mit n > 2 heifit (n-ares) direktes
Produkt genau dann, wenn gilt, wobei (Ry)i<x<n, und (Sk)i<k<n geeignet verkniiptbare
Familien von Relationen darstellen:

(Py) Nizymemg =1 (P5) (Mi=y Rimd )Ny 7Sk) = Ny RiSke -

Direkte Summen: Die Charakterisierung von direkten Summen wird in Analo-
gie zu direkten Produkten durch die kanonischen Injektionen vorgenommen, wie etwa in
[Zierer 88]. Man erhilt nun folgende Spezifikation, wobei die Verallgemeinerung auf n-
stellige direkte Summen betrachtet wird: Sei & = (i1)1<r<, ein relationales System. Wir
nennen G eine n-are direkte Summe genau dann, wenn gilt:

(S1) et =1 (S2) j#k = iy =0 (S3) Up_ it =T1.

Auch hier gilt, daf} die Injektionen der mengentheoretischen direkten Summe die Bedingun-
gen () mit (S3) erfiillen. Ferner sind gemdfl den Bedingungen alle ¢, injektive Funktionen.
Die Monomorphie der angegebenen Charakterisierung der direkten Summe zeigt sich wie
folgt: Sind Yy, 1 < k < n, sdmtlich bijektive Funktionen und bilden ¢} eine weitere direkte
Summe &', so daf§ alle Ausdriicke ¢} Yt} existieren und in derselben Hom-Menge liegen,
dann wird die Familie der Y, durch die Relation ¥ definiert durch ¥ := U}_, tf ¢, zu
einem Isomorphismus zwischen & und &’ ergidnzt.

c) Potenzmengen, Relationenrdume und Funktionenrdiume

Die Relationenalgebra erlaubt es auch, relationale Systeme zu betrachten, die Bereiche
hoherer Ordnung spezifizieren. Die hier vorgestellten Bereichskonstruktionen hoherer Ord-
nung basieren auf der Formalisierung der Elementrelation €. An erster Stelle steht daher die
Beschreibung der Potenzmengenkonstruktion. Dafl man fiir die monomorphe Charakterisie-
rung der Elementrelation € mit einem geringen Teil der Zermelo-Fraenkel-Mengentheorie
auskommt, ist bereits in der Kategorientheorie durch Arbeiten von Lawvere mit dem Be-
griff des Topos (engl. topos, pl. toposes oder topoi) bekannt gewesen: Ein Topos ist eine
Kategorie, in der jedes Objekt ein Potenzobjekt besitzt. Eine darauf basierende relatio-
nenalgebraische Charakterisierung findet man mit dem Begriff der Potenzallegorie (engl.
power allegory) in [Freyd, Scedrov 90]. Eine dazu #quivalente, aber davon unabhingige
Entwicklung der Potenzmengenkonstruktion 148t sich zuerst in [Zierer 83] nachweisen; die
hier vorgestellte Form der Potenzmengenkonstruktion basiert auf der in [Zierer 88|, weil
der dortige und der in der vorliegenden Arbeit gewihlte Vektorbegriff miteinander iiber-
einstimmen.
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Potenzmengen: Wir nennen das einelementige relationale System (€) eine Potenz-
menge genau dann, wenn gilt:

(PS1) syq(ee) C 1 (PSy) syq(RT,e)L = L fiir jedes geeignete R.

Die gewohnliche Elementrelation € bildet ein Modell der genannten Bedingungen: (PS;)
ist das Extensionalititsaziom, wihrend (PSy) dem Komprehensionsprinzip entspricht. Um-
gekehrt geniigen die Bedingungen (PS;) und (PS;), um Potenzmengen monomorph zu
charakterisieren: Ist Y eine bijektive Funktion and (¢’) eine weitere Potenzmenge, so
dafl €T Y¢ existiert, dann ist (T, ¥) ein Isomorphismus zwischen € und €, wenn ¥ durch
U = syq(e, Ye') definiert wird.

Ist (¢) eine Potenzmenge, dann erhilt der Term syq(RT, ¢) eine herausragende Bedeu-
tung, so daf} er in der Kategorientheorie eine eigene Bezeichnung AR erhalten hat, vgl.
etwa [Freyd, Scedrov 90]. (PS;) und (PS;) sind genau die Eigenschaften der Eindeutigkeit
und der Totalitét von syq(RT,e€) fiir jede geeignete Relation R; tatséchlich ist der Term
syq(RT,¢) in der konkreten Interpretation gerade die Gestalt der Relation R als mengen-
wertige Funktion. Insbesondere beschreibt syq(v', €) fiir Vektoren v denjenigen Punkt der
Potenzmenge, der dieser Teilmenge entspricht. Die Umkehrung des Darstellungswechsels
basiert auf der Beziehung syq(RT,¢)e’ = R.

Nach (PS;) und Eigenschaften von Residuen ist C' := e>¢ eine Ordnung. Es handelt
sich dabei in der konkreten Interpretation um die Inklusionsordnung von Mengen. (PSs)
sorgt dafiir, dafl C' die Ordnung eines vollstindigen Verbands ist, wenn man die Beziehung
lubc(R) = syq(eRT,¢) ausnutzt, denn dann ist fiir jede Relation R die Gesamtheit der
kleinsten oberen Schranken lubs(R) total, was bekanntlich die Existenz kleinster oberer
Schranken fiir jede beliebige Teilmenge in der konkreten Interpretation beinhaltet.

Relationenrdume: Wenn man die Gesamtheit aller Relationen zwischen zwei vor-
gegebenen Mengen relationenalgebraisch beschreiben will, verleiht man dem Exponenten
einer Potenzmengenkonstruktion eine Paarstruktur, wenn man Relationen als Paarmengen
ansieht. Daher erhilt man folgende Konstruktion: Das relationale System (7, p, €r) heifit
ein Relationenraum genau dann, wenn gilt:

(RSy) (m,p) ist ein direktes Produkt,

(RS3) (eg) ist eine Potenzmenge,

(RS3) 7'ep und pep sind definiert.
Funktionenrdume: Die Gesamtheit aller Funktionen zwischen zwei vorgegebenen Men-
gen kann relationenalgebraisch auf zwei Weisen beschrieben werden. Der Ausgangspunkt
der ersten Beschreibung ist der Relationenraum (7, p,eg): Die Gesamtheit aller Funktio-

nen kann demnach als Teilmenge des Relationenraums in Form des folgenden Vektors f
beschrieben werden:

f=[ehneR(zrT N ppT)]L N (epm<l).
Es ist allerdings schwer erkennbar, dafl die beiden Konjunkte gerade Eindeutigkeit und To-

talitdt bedeuten. Fiir die zweite Beschreibungsweise benutzt man die Moglichkeit, eine Ele-
mentrelation zu spezifizieren, die die Deutung einer Funktion als Paarmenge voraussetzt:
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€ C (X xY) x YX. Man erhilt folgende Konstruktion: (7, p, €r) heift Funktionenraum
genau dann, wenn gilt:

(FSy) (m,p) ist ein direktes Produkt, so da 7'ep und p'ep definiert sind.

(F'Sy) syq(ep,ep) C 1,
3) Syq ,€r)L =L genau dann, wenn Crant U pp un m = L gelten.
FS RT L=L d R'R T T und R L gel

Die beiden Beschreibungsmethoden des Funktionenraums haben jedoch eine Diskrepanz,
die sich daraus ergibt, daf§ fiir die injektive Funktion syq(ep,er) nur die Inklusion
Lsyq(er, €g) C f relationenalgebraisch bewiesen werden kann, wihrend der Nachweis der
Gleichheit und damit von «(f) = syq(ep, €g) bisher nur in konkreten Modellen der Rela-
tionenalgebra durchgefiihrt werden kann. Diese und dhnliche Diskrepanzen zwischen Vek-
torspezifikationen von Teilmengen einer Potenzmenge und “direkten” Spezifikationen der
Elementrelation werden in [Zierer 83, Zierer 88, Zierer 91| diskutiert, die aber jeweils bei
Verwendung von konkreten Modellen wie etwa der Kategorie REL der Relationen ver-
schwinden. Gerade wegen der letztgenannten Tatsache schidtzen wir die Bedeutung der
Diskrepanz zwischen f und e als gering ein und werden daher die “direkte” Spezifikati-
onsmethode als gleichwertig akzeptieren.

2.6 Nichtdeterminismus

Die vorliegende Arbeit beschridnkt sich nicht auf kommunizierende Systeme, deren Ver-
halten deterministisch ist, da dann der Ansatz von [Kahn 74] als Semantikbeschreibung
ausreichend ist. Dieser Abschnitt dient daher dazu, die relationenalgebraische Grundlagen
fiir eine Beschreibung der Semantik von Nichtdeterminismus bereitzustellen.

Nichtdeterminismus bedeutet, daff als Resultat eines Programmschrittes im allgemei-
nen nicht mehr ein einzelner Wert, sondern eine Menge von Werten vorliegt. Insbesondere
stellt sich die Frage nach dem Ubergang von einer Informationsordnung auf der Gesamt-
heit der Werte zu einer geeigneten auf der Gesamtheit der Mengen von Werten, also der
Potenzmenge des Wertebereichs. Es sind drei Arten von Nichtdeterminismus in der Li-
teratur bekannt worden, nach denen sich die Informationsordnung auf der Potenzmenge
bestimmt. Wir {ibernehmen die Bezeichnungsweisen von [Broy 85] unter Beriicksichtung
von [Plotkin 76, Smyth 78], wenn wir im folgenden die Arten des Nichtdeterminismus kurz
und informell beschreiben, wobei E;, Ey jeweils als Mitteilungszeichen fiir Ausdriicke ste-
hen sollen und E[|E, die entsprechende nichtdeterministische Auswahl zwischen E; und
E5 darstellt:

Angelischer Nichtdeterminismus: Diese Art des Nichtdeterminismus entspricht derje-
nigen Auswertungsstrategie, die die durch die Auswertung von £y und E; auftreten-
den Moglichkeiten des Berechnungsfortschritts parallel verfolgt und, falls mindestens
eine Moglichkeit zur Terminierung fiihrt, das Resultat aus denen der terminierten
Moéglichkeiten auswéhlt.
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Damonischer Nichtdeterminismus: Diese Art des Nichtdeterminismus entspricht der-
jenigen Auswertungsstrategie, die die durch die Auswertung von E; und F, auftre-
tenden Moglichkeiten des Berechnungsfortschritts zur Génze verfolgt, so daf eine
nichtterminierende Moglichkeit insgesamt zur Nichtterminierung fiihrt.

Erratischer Nichtdeterminismus: Diese Art des Nichtdeterminismus entspricht derje-
nigen Auswertungsstrategie, die genau eine der durch die Auswertung entweder von
Ey, oder von E, auftretenden Moglichkeiten des Berechnungsfortschritts verfolgt und
genau dann terminiert, wenn die ausgewéhlte Moglichkeit terminiert.

In einer nichtdeterministischen Berechnung gibt es zwei Dimensionen des Berechnungs-
fortschritts: einerseits miissen gewisse Auswahlschritte wéhrend der Berechnung durch-
gefiihrt werden, andererseits wird darauf abgezielt, immer bessere Approximationen des
intendierten Resultats zu erhalten. Die erste Dimension wird durch die Mengeninklusion
erfafit, die zweite durch die Informationsordnung von Bereichen. Potenzbereiche sind der
Versuch, beide Dimensionen in einer einzigen Ordnung zusammenzufassen, was jedoch im
allgemeinen nur partiell moglich ist. Formal definiert man die zu den Arten des Nicht-
determinismus zugehorigen Informationspriaordnungen nach [Plotkin 76, Smyth 78] unter
Verwendung einer Potenzmengenkonstruktion wie folgt:

2.6.1 Definition. Sind @ eine homogene Relation, (¢) eine Potenzmenge, dann definiert
man die Relationen C§,C},CH™ durch

Ch = e>(Qe) Cy = (Q)e’ coM=cincy O

Die Schreibweisen der Relationen sind in Anlehnung an die Notationen von [Broy 85]
und unserer Notation C' = e>e der Mengeninklusion gewdhlt worden: C’g ist die Ord-
nung des angelischen, C’g diejenige des ddmonischen, sowie CSM diejenige des erratischen
Nichtdeterminismus. Man sieht schnell ein, daB die Relationen C5, ¢ und C5M simt-
lich Praordnungen sind. Obwohl die Ordnungseigenschaft fiir beliebiges @ im allgemeinen
nicht erfiillt ist, kann man mit dem bisher definierten relationenalgebraischen Formalismus
Aussagen zu den drei Arten des Nichtdeterminismus treffen.

Wenn man fiir die Semantikbeschreibung von Funktionen auf Relationen iibergeht,
interessiert es, den Monotoniebegriff ebenfalls zu {ibertragen. Geméafl der drei Arten des
Nichtdeterminismus definieren wir folgende drei, spater zu rechtfertigende Begriffe der Mo-
notonie von Relationen, die zunédchst als bestimmte, auf beliebige Relationen erweiterter
Ausschnitte der Definitionsvarianten einer monotonen Funktion geméfl 2.4.2 erscheinen:

2.6.2 Definition. Sind @4, @), R Relationen, wobei nur verlangt wird, dafl ()1, @2 homogen
sind, dann heif}t

R bzgl. Q, Q, angelisch monoton <= QR C RQJ;
R bzgl. Q;, Qs damonisch monoton :<— QR C RQy;
R bzgl. 1, Q5 erratisch monoton = QIRC RQ) und QR C RQ,. <
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Werden an @y, Q> mehr Bedingungen gestellt, dann erhélt man Definitionsvarianten
mittels der leicht zu beweisenden Beziehung

Q1 reflexiv, @y Priordnung = (QR C RQ)y <= RQ; = Q1RQ>).

Die folgende Behauptung erlaubt die Rechtfertigung der obigen Verallgemeinerungen
des Monotoniebegriffs und zugleich die Erlduterung des Zusammenhangs zwischen der
Priordnung des dédmonischen Nichtdeterminismus und dem Abschlufl nach oben. Beides
gelingt némlich unter Verwendung des Terms syq(X T, €), der fiir Relationen die Darstellung
als mengenwertige Funktion, fiir die die ddmonische Monotonie der Relation X bzgl. Q, Q-
zum iiblichen Monotoniebegriff bzgl. @1, C’gg wird, und fiir Vektoren die entsprechenden
Punkte der durch Cé‘f gebildeten Prdordnung bedeutet, die bezogen auf die Vektoren durch
den Abschluff nach oben beziiglich @ in iiblicher Weise, siehe etwa [Broy 85], gebildet wird.
Wir betrachten nur den ddmonischen Nichtdeterminismus, denn der angelische Fall ergibt
sich daraus mit Hilfe der Beziehung C3t = (C§)" und der erratische Fall ist die Konjunk-
tion aus angelischem und ddmonischem Fall.

2.6.3 Satz. Sind @), @, R, S Relationen, so dafl ()1, Q2 homogen sind, dann gilt

Q1S C RQy <= Qisyq(S',¢) Csyq(R",€)C).

Beweis. Man zeigt der Reihe nach:

Q1S C RQy <= Qisyq(ST,e)e" Csyq(RT,e)e'Q, {syq(XT,e)e" = X }
< Qisyq(ST,€) C (syq(R",€)e"Qy)<te™  {Schréder-Aquivalenz }
<  Qi5yq(ST,¢e) Csyq(RT,e)((e"Q)<te™) {syq(RT,¢) Funktion }. O

2.6.4 Korollar. Sind @, @5, R wie in 2.6.2, dann gilt:

R bzgl. Q, Q> ddmonisch monoton <= syq(RT, €) bzgl. Q1, Cé‘fz monotone Funktion.
(|

2.6.5 Korollar. Sind @, R, S Relationen, wobei () als homogen vorausgesetzt wird, dann
gelten die folgenden zwei Aussagen:

syq(RT,e)Tsyq(ST.e) C CY < S Cupcy(R),
Q Priordnung = (syq(RT,¢)Tsyq(ST.€) C CY <= upcy(S) C upcy(R)). O
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3. Relationenalgebraische Spezifikation
kommunizierender Systeme

In der vorliegenden Arbeit wird die relationenalgebraische Sprache zur Beschreibung von
kommunizierenden Systemen verwendet. Nachdem die relationenalgebraischen Grundlagen
im vorangegangenen Kapitel dargestellt worden sind, dient dieses Kapitel dazu, weitere
Beschreibungsmittel bereitzustellen.

Da die Kommunikation zwischen Agenten mit Stromen modelliert wird, wird eine re-
lationenalgebraische Charakterisierung des Strombereichs angegeben. Die Plausibilitidt der
Konstruktion wird neben dem Monomorphiebeweis nachgewiesen, indem sowohl die cpo-
Eigenschaft beziiglich der Préafixordnung, als auch die Eigenschaft, daf sich jeder Strom als
Supremum der Menge seiner endlichen Préifixe darstellen 1&8t, iiberpriift werden. Als Vor-
teil der gegebenen Charakterisierung des Strombereichs ergibt sich die rekursive Aufschrei-
bungsmoglichkeit verschiedener, bei der Systembeschreibung héufig verwendeter Strom-
operationen.

In kommunizierenden Systemen werden Agenten zu Agentennetzen komponiert. Als
Kompositionsformen sind vor allem sequentielle Komposition, parallele Komposition und
Riickkopplung gebréuchlich. Wéahrend die sequentielle Komposition die iibliche Hinterein-
anderschaltung von Agenten bezeichnet, wird die parallele Komposition als Form expliziter
Nebenldufigkeit mit Tupelbildung realisiert. Die Riickkopplung bedeutet die Riickfiihrung
bestimmter Ausgabekanile, die die zu speisenden Eingabekandle von dufleren Eingriffen
abschirmt, wihrenddessen die Ausgabe weiterhin auch nach auflen abgeliefert wird. Zur
Ergénzung der relationenalgebraischen Sprache zur Systembeschreibung werden die Kom-
positionsformen als relationenalgebraische Funktionale dargestellt.

Ist die relationenalgebraische Spezifikationssprache vorgestellt, stellt sich die Frage nach
der semantischen Fundierung. Die Verwendung der Spezifikationssprache geht ndmlich da-
von aus, daf die Darstellung von Agenten durch stromverarbeitende Relationen ausreicht,
um ein geeignetes denotationelles Modell zu erreichen, was die Absicht einer moglichst
einfachen Erweiterung des Ansatzes von Kahn auf den nichtdeterministischen Fall un-
terstiitzt. Zur Beantwortung der Fragestellung nach der semantischen Fundierung wird
eine geeignete operationelle Semantik eingefiihrt, die auf die Durchfiihrung von Berechnun-
gen in den jeweiligen Agentennetzen assoziierten nichtdeterministischen Datenfluigraphen
basiert. Diese operationelle Semantik entspricht dem denotationellen Modell von Mengen
stromverarbeitender Funktionen. Es wird gezeigt, da die Ubereinstimmung des Modells
der uneingeschriankt verwendeten stromverarbeitenden Relationen mit der operationellen
Semantik nicht erreicht wird. Dieses Problem ist als Brock-Ackermann-Anomalie bekannt
und dient als Ausgangspunkt fiir den in den néchsten Kapiteln dargestellten Ansatz, der
ein denotationelles Modell mit stromverarbeitenden Relationen konstruieren wird.
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3.1 Relationenalgebraische Beschreibung von Stréomen

Bei der in diesem Abschnitt vorgeschlagenen relationenalgebraischen Charakterisierung
von Stromen wird davon ausgegangen, dafl die Gesamtheit der Strome sowohl endliche,
als auch unendliche Sequenzen iiber einer bestimmten Grundmenge umfafit. Damit ergibt
sich die Notwendigkeit, die in [Zierer 83, Berghammer, Schmidt 93] angegebene Methode
zur relationenalgebraischen Spezifikation von Datentypen auf die Einbeziehung unendlicher
Objekte zu erweitern.

Grundsétzlich treten unendliche Objekte im Zusammenhang mit rekursiv definier-
ten Bereichen auf. Zur relationenalgebraischen Charakterisierung solcher Bereiche ist in
[Zierer 88] ein bereichstheoretischer Mechanismus basierend auf dem Konzept des inver-
sen Limes vorgeschlagen worden. Fiir die Handhabung erweist sich jedoch die unendliche
Menge von Projektionen als unpraktisch, da recht leicht uniibersichtliche Formulierungen
von Operationen auf rekursiven Datentypen, wie etwa ,first® und ,rest* bei Stromen, ent-
stehen. Lieber méchte man eine endliche Zahl von Konstruktoren oder auch Destruktoren
verwenden.

In [Moller 82] wird eine algebraische Spezifikationsmethode fiir Datentypen mit unendli-
chen Objekten angegeben, wobei man sich auf eine endliche Anzahl von Operationen (IKon-
struktoren bzw. Destruktoren) beschrankt. Wesentlich dabei ist die axiomatische Definition
einer Ordnungsrelation auf dem betreffenden Datentyp, die in der Semantik einer Idealver-
vollstdndigung unterworfen wird, um unendliche Objekte dem Modell hinzuzufiigen. Fiir
den Strombereich ist in [Zierer 83, 7.2.4] bereits eine zu dem eben skizzierten Ansatz dhnli-
che Definition angegeben. Zunéchst wird die Préifixordnung fiir endliche Strome spezifiziert
und dann einer Vervollstdndigung zur Préfixordnung auf beliebigen Stromen unterworfen,
deren Definition der Potenzmengenkonstruktion (Verwendung symmetrischer Quotienten
etc.) dhnelt.

In der vorliegenden Arbeit wird eine einfachere Methode bevorzugt, die auf Resultate
von [Park 80] zuriickgeht. Dual zur Formulierung des Erzeugungsprinzips mittels klein-
ster Fixpunkte relationenalgebraischer Funktionale, mit der die endlichen Stréome erhalten
werden, lassen sich durch Verwendung grofiter Fixpunkte die Bereiche sowohl der unend-
lichen Sequenzen, als auch der endlichen und unendlichen Sequenzen modellieren. Damit
empfiehlt sich die Berechnungsinduktion, hier allerdings beziiglich gréfiter Fixpunkte von
relationenalgebraischen Funktionalen, als Definitions- und Beweistechnik.

Die Darstellung der Charakterisierung des Strombereichs erfordert die Unterteilung in
Unterabschnitte: Zuerst wird die Beweismethode der Berechnungsinduktion an den Fall
relationenalgebraischer Funktionale angepafit. Dann wird die relationenalgebraische Cha-
rakterisierung des Bereiches der endlichen und unendlichen Strome vorgestellt, die in den
weiteren Unterabschnitten genauer analysiert wird. Nachdem die Charakterisierung die
Vereinigung der endlichen und unendlichen Stréme betrifft, kénnen zwei Vektoren defi-
niert werden, die die endlichen von den unendlichen Stréomen wieder trennen. Dabei wird
gezeigt, dafl die eingefiihrte Prafixordnung, wie erwartet, auf unendlichen Stromen trivial
ist, d.h. wie eine Identitétsrelation wirkt. Ferner wird der Monomorphienachweis gefiihrt,
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der die Vollstdndigkeit der angegebenen relationenalgebraischen Spezifikation des Strom-
bereichs aufzeigt. Ebenfalls steht der Nachweis im Vordergrund, daf} sich jedes Element
des Strombereichs als Supremum der in ihm enthaltenen endlichen Elemente ergibt, so
daf3 der Strombereich nicht beliebige, sondern approximierbare Strome bezeichnet. Der
Spezialfall von Stromen iiber einem Element, der dem geschlossenen natiirlichen Zahlen-
strahl entspricht, fithrt zur Definition der Léngenoperation von Strémen. Zusammen mit
der Stromldnge wird die Konkatenation betrachtet. Beide Operationen konnen ohne wei-
teres als grofiter Fixpunkt eines relationenalgebraischen Funktionals in ,rekursiver Auf-
schreibung® notiert werden. Dies ist nur eingeschrinkt der Fall fiir die Filteroperation,
die anschlieflend definiert wird, denn es ergibt sich lediglich eine robust korrekte Formu-
lierung, derart dafl die Filteroperation auf unendlichen Strémen nicht als Funktion wirkt,
sondern eine nach oben abgeschlossene Resultatmenge liefert. Zum Abschlufl des vorliegen-
den Abschnitts wird ein Spezialfall einer wieder rekursiv aufschreibbaren Stromoperation
behandelt: Es wird eine Relation definiert, die jeder Kette des Strombereichs deren Su-
premum zuordnet. Damit wird auch gezeigt, dafl die angegebene Charakterisierung des
Strombereichs, wie gewiinscht, eine cpo ergibt.

a) Berechnungsinduktion fiir relationenalgebraische Funktionale

Die Berechnungsinduktion ist eine Beweistechnik, um Eigenschaften von extremen Fix-
punkten zu beweisen. In der Fassung von [Park 80] werden Fixpunkte lediglich monoto-
ner Funktionale betrachtet; die Stetigkeit wird im Gegensatz zu [Manna et al. 73] nicht
verlangt. Bekanntlich kénnen die mit Berechnungsinduktion zu beweisende Eigenschaften
nicht beliebige Prédikate bezeichnen, sondern man schrinkt die Eigenschaften auf soge-
nannte zuldssige Pridikate ein. Zuldssigkeit bedeutet, dafl das betreffende Pradikat, das
von einer Kette erfiillt wird, auch fiir das Extremum der Kette gelten muf. Anstelle der
Bezeichnung der Zuléssigkeit verwenden wir wie in [Park 80] die Ausdriicke stetig bei klein-
sten Fixpunkten bzw. costetig bei grofiten Fixpunkten, um die Berechnungsinduktion fiir
kleinste Fixpunkte und die fiir gréfte Fixpunkte trennen kénnen.

Ein Préadikat @ iiber Tupel von Relationen heifft nun stetig genau dann, wenn gilt:
(X;) aufsteigende Kette A Vi:Q(X;)) = Q(U;Xi)

Wie in [Park 80] verlangen wir, dafi @ beziiglich beliebiger Ketten stetig ist, denn die Fix-
punktiteration fiir kleinste Fixpunkte monotoner Funktionale wird i.a. transfinit durch-
gefithrt [Nelson 89].

Die hier behandelten Fassungen der Berechnungsinduktion beriicksichtigen Pridikate
mit drei freien Variablen, da die im folgenden aufgestellten Eigenschaften mit dieser Va-
riablenanzahl auskommen. Es bedeutet keinen groflen Aufwand, die Berechnungsinduktion
auf beliebig viele freie Variablen auszudehnen. Die Regel der Berechnungsinduktion im
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Falle kleinster Fixpunkte, die zuerst vorgestellt werden soll, lautet wie folgt:

0. @ stetig, F,G, H alle monoton.
1. Esgilt Q(0,0,0).
2. Unter der Annahme Q(X,Y, Z) 1a8t sich Q(F(X),G(Y), H(Z)) beweisen.

Dann gilt Q(inf{X | F(X) C X},inf{Y |G(Y) C Y },inf{Z | H(Z) C Z}).

Grofite Fixpunkte sind ein zu kleinsten Fixpunkten dualer Begriff, wenn die Ordnungs-
relation, das ist hier die auf Tupel von Relationen ausgeweitete Inklusion, transponiert
wird. Daher heifit ein Priadikat P iiber Tupel von Relationen gerade costetig genau dann,
wenn gilt:

(X;) absteigende Kette A Vi: P(X;) = P(N;X;)

Wieder wird von den Ketten die Einschrénkung auf Abzé&hlbarkeit nicht verlangt. Entspre-
chend lautet das Prinzip der Berechnungsinduktion fiir grofite Fixpunkte wie folgt:

0. P costetig, F',G, H alle monoton.
1. Esgilt P(L,L,L).
2. Unter der Annahme P(X,Y, Z) 1t sich P(F(X),G(Y), H(Z)) beweisen.

Dann gilt P(sup{X | X C F(X)},sup{Y |Y C G(Y)},sup{Z | Z C H(Z)}).

Es féllt auf, daBl wir fiir die Notation von Fixpunkten relationenalgebraischer Funk-
tionale auf abkiirzende Schreibweisen wie pF' bzw. vF' verzichtet haben. Dariiberhinaus
werden anstelle von |J und (0, wie wir relationale Vereinigungen und Schnitte sonst no-
tieren, die Schreibweisen sup bzw. inf wie etwa in [Schmidt, Strohlein 89] gleichberechtigt
verwendet.

Es erhebt sich die Frage nach einfacheren Kriterien, nach denen Priadikate die Zuléssig-
keitsbedingung der Stetigkeit bzw. der Costetigkeit erfiillen. Gemafl [Manna et al. 73] 148t
sich folgende Pridikatklasse als stetig identifizieren:

Q(X,Y,2) z/n\ (XY, Z) C Bi(X,Y, Z),

wobei A tatséchlich eine logische Konjunktion, n eine natiirliche Zahl, («;) eine Familie
stetiger Funktionale, sowie (3;) eine Familie monotoner Funktionale bezeichnen. Analog
zu Pradikaten iiber Tupel von Relationen fassen wir den Stetigkeitsbegriff als iiber belie-
bige Ketten gehend auf. Damit verschiebt sich das Problem des Stetigkeitskriteriums von
Priadikaten @) auf die Familie (a;) von Funktionalen. Wie in [de Roever 74] bemerkt, gibt
es jedoch fiir die Stetigkeit von relationenalgebraischen Funktionalen ein syntaktisches Kri-
terium: Ein Funktional o heiffit syntaktisch stetig genau dann, wenn der Funktionalterm
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ausschliefllich mit relationalen Konstanten, Vereinigung, Schnitt, Komposition und Trans-
position gebildet wird, d.h. kein Teilterm der Form T enthilt eine freie Variable. Gemif
den fundamentalen Regeln der Relationenalgebra ist « ein stetiges Funktional, wenn «
syntaktisch stetig ist.

Die Aussage von [Manna et al. 73] ergibt analog im Fall grofiter Fixpunkte folgende
Klasse costetiger Pradikate:

P(X,Y,Z) = /\ ﬁz(vavvz) C ozi(X,Y,Z),
i=1

wobei, analog zu oben, n eine, die logische Konjunktion A begrenzende natiirliche Zahl,
(a;) eine Familie costetiger Funktionale, sowie (/3;) eine Familie monotoner Funktionale
darstellen. Wegen der Subdistributivitédt der Komposition beziiglich Schnitten erhélt man
bei der Betrachtung eines moglichen syntaktischen Kriteriums fiir die Costetigkeit eines
Funktionals nicht dieselbe Bandbreite wie bei der Stetigkeit. Denn leider sind z.B. die
Totalitdtsbedingung XL = L und dual dazu die Surjektivitdtsbedingung LX = L i.a. nicht
costetig, da die nichttriviale Richtung L C XL bzw. L C LX auf der rechten Seite ein i.a.
nicht costetiges Funktional aufweist. In jedem Fall ist ein Funktional o costetig, wenn es
mit Konstanten, Schnitt, Vereinigung und Transposition gebildet wird. Ferner sind Terme
der Form ®X costetig, falls ® eindeutig ist, und dual dazu die Terme der Form X &, falls
® injektiv. Immerhin sind damit die Pridikate X'X C Y bzw. XXT C Y, die fiir den
Eindeutigkeits- bzw. Injektivitdtsnachweis eingesetzt werden, sehr wohl costetig, da die
linken Seiten nur monoton zu sein brauchen.

In den folgenden Unterabschnitten wird die Berechnungsinduktion an vielen Stellen
eingesetzt. Je nach Fall kommt sowohl eine Induktion fiir kleinste Fixpunkte, als auch
eine Induktion fiir grofite Fixpunkte vor. Die angegebenen Beweise werden in einheitlicher
Form dargestellt, die wir zum Abschluf§ des Unterabschnittes iiber Berechnungsinduktion
nun beschreiben. Wir beginnen damit, den betreffenden Beweis als ,, Berechnungsinduktion
iber P(X,Y,Z) = ---" bzw. ,iiber Q(X,Y,Z) = - - -“ zu bezeichnen. Dabei steht P immer
fiir eine Induktion geméfl grofiter Fixpunkte (Induktionsanfang mit L-Tupel), wihrend @
die gelegentlich vorkommende Induktion gemé&f kleinster Fixpunkte (Induktionsanfang mit
O-Tupel) anzeigt. Der eigentliche Beweis nimmt dann die folgende Gestalt an:

1. «Induktionsanfang>.
2. Angenommen, es gelte <Pridikatsterm (Induktionsannahme)s, dann folgt:

<Induktionsschlufl>

Folgende zwei Besonderheiten sind zu vermerken: In der Regel werden Induktionsanfinge
neben der Giiltigkeitsfeststellung ,,... ist wahr* als trivial bezeichnet, wenn sich durch
Einsetzen des Anfangswertes in das zu beweisende Pridikat die Beziehung --- C L bzw.
die Beziehung O C - - ergibt. Die Anwendung der Induktionsannahme wird durch Unter-
streichung gekennzeichnet; fiir jedes Pridikat f(X,Y, Z) C a(X,Y, Z) erhélt im Indukti-
onsschlufl der entsprechende Teilschritt die Form ,--- 8(X,Y, Z)--- C ---a(X,Y, Z) - - -
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b) Konstruktion des Strombereichs

Ausgehend von der Definition einer ,,Sequenz“ von [Zierer 83, 3.3.1], die den Bereich der
endlichen Sequenzen beschreibt, wird analog dazu die relationenalgebraische Beschreibung
des Strombereichs, der zudem unendliche Sequenzen umfafit, konstruiert. Der Strombereich
wird demnach im Prinzip durch Destruktoren, analog zum direkten Produkt, charakteri-
siert, wenn man vom leeren Strom als einzigen Konstruktor absieht. Der Ausgangsbereich,
tiber dem der Strombereich konstruiert wird, wird ohne explizites Lifting als triviale Ord-
nung konzipiert, wobei ausgenutzt wird, dafl ein undefinierter Wert in der Relationenalge-
bra auch durch eine Nullzeile konzipiert werden kann, was vielfach als der Hauptvorteil der
Relationenalgebra beziiglich der Modellierung partieller Funktionen angesehen wird. Die
triviale Ordnung des Ausgangsbereichs duflert sich sowohl in der Konzeption des leeren
Stroms, fiir den die Destruktoren genau dann keinen definierten, also keinen Wert lie-
fern (vgl. (Stry)), als auch in der Definition der Prifixordnung (siehe (Stry)). Wie bereits
erldutert, ist die wichtigste Erweiterung gegeniiber der Definition von [Zierer 83] das Aus-
tauschen der Bildung kleinster Fixpunkte der beteiligten relationenalgebraischen Funktio-
nale, die fiir die Modellierung des (endlichen) Erzeugungsprinzips steht, gegen die Bildung
grofiter Fixpunkte, um nach [Park 80| zusétzlich unendliche Strome zu erhalten.

3.1.1 Definition. Ein relationales System (¢, 0,2, C) heiit Strombereich genau dann,
wenn gilt:

(Stri)  ¢To=1 olo=1 ¢lo=1L,
(Strs) c=LoT = LoT ist Punkt,
(Strs) [=sup{X|X CeTeU (po" NoXo")},
(Strs)  C=sup{X|X CeTLU(p0T NoXo")}.
( ) Fiir beliebige Ry, S}, eindeutige Ry und injektive S, gilt:
sup{X | X C Ri¢o" N Ry X'} -sup{X | X C ¢S; N 0X Sy}
= sup{X |X C R;S; N Ry XS} . o

Gegeniiber den Spezifikationen derselben Art in [Zierer 83, Berghammer, Schmidt 93],
die Bereiche endlich erzeugter Sequenzen betreffen, ergibt sich ein Unterschied in (Str;).
Wihrend das Erzeugungsprinzip gewohnlich mit einer Aussage fiir L modelliert wird, wird
hier die Identitétsrelation charakterisiert. Allerdings wird in 3.1.3(i7) die entsprechende
Aussage iiber L als Folgerung aus (Str3) nachgeliefert. Der Grund fiir die Charakterisie-
rung der Identitdtsrelation liegt darin, dafi Prédikate der Form 3(X,Y) C I nicht mit
Berechnungsinduktion gezeigt werden konnen, wenn ((L,L) = L gilt, so da§ bereits der
Induktionsanfang scheitert. Das erste Beispiel ist ndmlich die Aussage (Strs) selbst, bei
der das Priadikat X C I verwendet werden miiflite. Ein weiteres, oft verwendetes Beispiel
ist die Eindeutigkeitsbedingung XX C I. Anstelle der Identitéitsrelation wird in solchen
Prédikaten eine frische freie Relationenvariable eingesetzt, d.h. es ergibt sich (X,Y) C Z
bzw. im Beispiel XTX C Y, und es wird eine sich demzufolge auf (Strs) abstiitzende
Berechnungsinduktion durchgefiihrt.
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Da (Strs) eine erhebliche Erweiterung gegeniiber den Spezifikationen der Literatur
beziiglich endlicher Strome darstellt, sind die Erlduterungen zu dieser Bedingung in einer
eigenstdndigen, numerierten Bemerkung zusammengefaf3t.

3.1.2 Bemerkung. Die Totalitdtsbedingung ist nicht costetig, wie bereits im vorigen
Unterabschnitt bemerkt. Dies betrifft insbesondere den Monomorphienachweis der Strom-
bereichskonstruktion, d.i. die Aussage, dafl Strombereiche iiber zwei zueinander isomor-
phe Ausgangsbereiche wieder zueinander isomorph sind, da sich weder die Totalitét, noch
(dual dazu) die Surjektivitét des angegebenen Isomorphismus zeigen liefle. Ein Monomor-
phienachweis dient zur Feststellung der logischen Vollstindigkeit der Bedingungen der be-
treffenden relationenalgebraischen Charakterisierung. Es ergibt sich bei relationenalgebrai-
schen Charakterisierungen immer die Verpflichtung, so viele Bedingungen wie notig und
so wenige Bedingungen wie moglich anzugeben. Die Bedingung (Str5) ist aber zielfiihrend,
denn damit kann spédter in 3.1.7 tatséchlich die Monomorphie der angegebenen Charakte-
risierung des Strombereichs gezeigt werden.

Die Form der Bedingung (Strs) erinnert stark an die von [de Roever 74] und in
[Zierer 88, 5.1.1] gestellte Bedingung an Projektionen ¢; unendlicher direkter Produkte,
daf fiir beliebige R;, S; die folgende Beziehung gelten soll:

(1) (N Rid] ) (N 0:5:) = N RiSi.

Tatséchlich stellt (Strs) eine Einschrénkung von (f) dar: Weil Ry eindeutig und S injek-
tiv sind, sind alle an (Strs) beteiligten Funktionale costetig. Damit aber ist es moglich,
den grofiten Fixpunkt als Schnitt einer abzdhlbaren Kette von Funktionaliterationen, an-
gewandt auf das Argument L, darzustellen. Es 148t sich in dieser Ausgangssituation leicht
zeigen, daf} (Strs) zu folgender Beziehung dquivalent ist:

[ BaRu(0'9)"]([) 0'051S3) = [ RyRiS15,

i>0 i>0 i>0

Dabei erscheint die Familie (0'®);>o als diejenige Familie von Projektionen, die in [Park 80]
erforderlich ist, um die Giiltigkeit der Aussage A*® = {(wp, wy,...) |w;€ A}, wenn A> den
grofiten Fixpunkt eines bestimmten Funktionals bezeichnet, nachvollziehen zu kénnen.

Mit der Forderung der Bedingung (Strs) sind wir in der Lage, fiir alle im folgenden be-
handelten Funktionale die Totalitdt deren grofiter Fixpunkte nachzuweisen. Unter anderem
kénnen wir in 3.1.5(7) die Existenz unendlicher Strome fiir einen gegebenen Strombereich
vermoge (Strs) zeigen. Ebenso 1a8t sich in 3.1.22(ii) der Nachweis der Existenz grofiter un-
terer Schranken von Ketten, d.i. die cpo-Eigenschaft nach 3.1.20, mit einem Beweis nach
(Strs) fithren.

Zusammenfassend gesagt, nehmen wir die Hinzunahme von (Strs) in Kauf, weil da-
durch, abgesehen von der Vollstindigkeit der Spezifikation, eine einfachere Handhabbar-
keit garantiert wird als etwa bei dem Ansatz von [Zierer 83, 7.2.4]. Die Einfachheit der
Handhabung erweist sich in der Einsetzbarkeit einer durchgehenden Definitions- und Be-
weismethode vermoge Berechnungsinduktion. Als Vorteil 148t sich daher hauptséchlich die
daraus resultierende rekursive Aufsschreibungsmoglichkeit von Stromoperationen nennen.
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Da sich die Beweise mit (Strs) fithren lassen, wenn die Aufteilung der Stréme in end-
liche und unendliche Stréme vorgenommen worden ist, wird die Bemerkung in dieser be-
weistaktischen Hinsicht im ndchsten Unterabschnitt, in 3.1.6 fortgesetzt. In der genannten
Bemerkung wird auch noch einmal auf eine Rechtfertigung fiir das Heranziehen grofiter
Fixpunkte bei der angegebenen Konstruktion des Strombereichs eingegangen. &

Der nachfolgende Satz konstatiert die Konzeption der Gleichheit als komponentenweise
Gleichheit, dhnlich zum direkten Produkt, liefert die Charakterisierung des Vektors L aller
Strome nach und zeigt, dafi die in (Stry) definierte Relation C tatséchlich eine Ordnung
ist, die als Prifixordnung bekannt ist.

3.1.3 Satz. (i) I=cTcU (pp" Noo").

(ii) L=sup{X | X C LeU Xo"}.

(77i) C ist eine Ordnung.
Beweis. Ad (i) : Dies folgt sofort aus (Strs), der Darstellung von I als grofiter Fixpunkt.

Ad (ii) : Nach (Stry) folgt sofort L = Le U LgT, so dafl L bereits Fixpunkt des in der
rechten Seite der Behauptung enthaltenen Funktionals ist. Einen grofleren Fixpunkt als L
selbst kann es jedoch nicht mehr geben und die Behauptung gilt.

Ad (iii) : Reflexivitdt wird leicht mit Hilfe von (i) und einer Berechnungsinduktion
iber P(X) = X D I nachgewiesen. Ebenso einfach ldfit sich die Antisymmetrie mit einer

Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = X N XT C Y nachweisen. Wir betrachten hier
stellvertretend nur den Beweis der Transitivitét vermoge des Priadikates P(X) = XX C X:

1. LL C L ist trivial.
2. Angenommen, es gelte XX C X, dann folgt:

[ETLU (0o N oXoN)][eTLU (pp" N oXo")]
= e'Le"LUcL(gpp" NoXo") U (pgpT NoXo")(¢p" NoXo")
C cTLU 98" (60" NoXo") NoXo (pp" NoXo")]
C ="LU(¢p" NoXXo")
C e'LU(¢o" NoXo').

Daraus ergibt sich, wie gewiinscht, die Beziehung CC C LC. O

¢) FEndliche und unendliche Strome

Die angegebene relationenalgebraische Charakterisierung des Strombereichs beriicksichtigt
sowohl endliche, als auch unendliche Strome. Dies wird in diesem Unterabschnitt genauer
analysiert. Dazu wird in der nachfolgenden Definition der Vektor der endlichen Strome
eingefiihrt, der sich geméfl dem Erzeugungsprinzip als kleinster Fixpunkt desjenigen rela-
tionenalgebraischen Funktionals konstuieren 148t, das in der Beschreibung des Vektors L
aller Strome enthalten ist. Die Definition entspricht einer analogen in [Park 80].
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3.1.4 Definition. Fine Relation x heifit Gesamtheit der endlichen Strome genau

dann, wenn gilt:
k=1inf{X | UXo" C X}. O

Damit stellt sich die Frage nach Darstellung der Gesamtheit der unendlichen Strome,
die auflerdem als nicht leer nachzuweisen ist. Wie in [Park 80] ist die Gesamtheit der unend-
lichen Strome der grofite Fixpunkt des , konstruierenden® Funktionals, wenn der ,, Indukti-
onsanfang mit dem leeren Strom* fortgelassen wird. Neben der Existenz von unendlichen
Stromen enthélt der nachfolgende Satz Aussagen iiber die Auswirkung der Aufspaltung in
endliche und unendliche Stréme auf die durch (Str3) charakterisierte Identitétsrelation I.
Ferner wird das Verhalten der durch (Stry) eingefiihrten Prifixordnung auf unendlichen
Stromen als korrekt festgestellt: Jeder Strom ¢, der grofler oder gleich einem unendlichen
Strom s in der Préafixordnung ist, ist schon gleich dem Strom s.

3.1.5 Satz. (i) E =sup{X | X C Xo"} und % ist total.

(ii) IN Lk = inf{X |eTe U (pp" N0Xo") C X}.

(iii) INLr = sup{X | X C ¢pop" N oXo'}.

(iv) TNKTL C L
Beweis. Ad (i) :,C“: Dazu zeigt man

kUsup{X | X C Xo'} =1L

mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y)=rUX =Y

1. kUL =L ist wahr.

2. Angenommen, es gelte Kk U X =Y, dann folgt sofort:

LeUY o' =LeU (kUX)o" =LeUrp  UXp" =rUXp".

,D“ Esgilt sup{ X | X C X'} =inf{X | Xo" C X}. Andererseits ist nach 3.1.4 gerade
®=1inf{X |e U X" C X}. Es geniigt daher zu zeigen, daf

inf{X|sUXo" Cc X} Cinf{X|XoT C X}.
Hierzu wird eine Berechnungsinduktion iiber Q(X,Y) = X C Y durchgefiihrt:
1. O C O ist trivial.
2. Angenommen, es gelte X C Y, dann folgt:

cUXo" cUYo"

C
C eUYo" {p eindeutig}
= Yo' {e=LoTCYo'}.
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Ltotal“: KL = L wird, wie in 3.1.2 angekiindigt, mit (Strs) gezeigt:

FL = sup{X|X C Xpo'}-sup{X|X Ce"LU X}
D sup{X | X C Xo'}-sup{X|X C oX}
= sup{X| X CX} = L

Ad (ii) : Dazu wird eine Berechnungsinduktion iiber Q(X,Y) = INLX =Y durch-
gefiihrt:

1. INLO = O ist wahr.

2. Angenommen, es gelte INLX =Y, dann errechnet man:

INLeUXe") = (InLs)u(InLXgh)
= (INnLsa)u(InolXe)U(INnolXo")
= (Ine"HUu(Ine"LXe")u(InoLXe")
= (Ine"L)u(InolLXo")
= £'cU (g0 Noo" NolLXo")
= e U[po" No(lnLX)o"]
= cTeU(po" NoYo').

Ad (iii) : Hierfiir wird eine Berechnungsinduktion iiber
PX,Y,Z)=XNLYCZAZCY AN ZCX

aufgestellt, wobei das Funktional G zu Y durch G(Y) = LY o' definiert ist:

1. LN LL =L ist wahr, die {ibrigen Eigenschaften degenerieren zur trivialen Beziehung
L CL

2. Angenommen, es gelte XNLY =Z A ZCY A Z C X, dann folgen:

[ETe U (¢p" NoXo") NLYo"

= ¢¢" NoXo" NLYe" = ¢o" No(XNOLY)e" C ¢¢' NoZo',
pdT N oZo" C 0Zo" C LYo,
¢¢" N oZo" C=T=U (" NoZo") CeTeU (¢ NoXoT).

Ad (iv) : Fiir diese Aussage ben6tigen wir nur die Fixpunkteigenschaft von %, ndmlich
Fo' = E, siehe (7). Daher kann die Berechnungsinduktion iiber dem Pridikat P(X,Y) =
X NkTL C Y durchgefiihrt werden:

1. LNkTL C L ist trivial.
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2. Angenommen, es gelte X N xTL C Y, dann errechnet man:

ETLU (66T N oXo")]NKTL = ¢8™ NoX 0T N oL = ¢ N o(XNKTL)o"
CeleU(pp" NoYol). O

3.1.6 Bemerkung. (i) In der Erliuterung von (Strs) in 3.1.2 ist der Aspekt aufler acht
gelassen worden, der mit der Existenz unendlicher Stréme zusammenhéngt, wie die Ver-
wendung gerade grofiter Fixpunkte fiir die relationenalgebraische Charakterisierung des
Strombereichs begriindet werden kann, wenn von der Motivation durch Ergebnisse von
[Park 80| abgesehen wird. Gewohnlich kénnen in einem bereichstheoretischen Ansatz un-
endliche Elemente durch nichtstrikte Konstruktoren erhalten werden, und zwar reicht dabei
die Charakterisierung durch kleinste Fixpunkte aus.

In der angegebenen relationenalgebraischen Charakterisierung ist der append-Kon-
struktor von der Form app(X,Y) = XLeU(X¢"NY ") und im zweiten Argument ,strikt®
beziiglich der relationalen Inklusion, falls X total ist, da dann app(X,0) = O gilt. Die
Verwendung grofiter Fixpunkte resultiert, abgesehen von dem Nachweis in [Park 80], aus
der Beobachtung, dafl der append-Konstruktor ,nicht strikt“ beziiglich der umgekehrten
Inklusion ist, denn es gilt i.a. app(X,L) = XLe U X¢" # L.

Betrachten wir dazu ein Beispiel: Sei p ein Punkt, dann ergibt sich zunéchst

app(p, X) =pe' N X o'

und der unendliche Strom, der p unendlich oft enthilt, lautet sup{X | X C app(p, X)}.

Die Existenz dieses unendlichen Stroms a8t sich wie fiir & sofort mit (Str;) nachweisen,

die Eindeutigkeit geht mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = XX C Y durch.
Der unendliche Strom iiber dem Punkt p ist aber auch als

lube (U; F'(2)) mit F(X) == U (po" N Xo")

darstellbar. Dies ist tatsdchlich eine Darstellung als kleinster Fixpunkt eines nichtstrik-
ten Funktionals, wobei anstelle der iiblichen Relationenordnung etwa die aus [Zierer 88,
3.2.4] bekannte Ordnung < ist, die die Stromordnung auf stromliefernde Relationen kom-
ponentenweise ausdehnt: R < S <= R C SCT. Suprema beziiglich < haben genau
die Form lub(UJ; X;), siehe [Zierer 88, 3.2.7]. Das verwendete Funktional F' ist tatsdchlich
nicht strikt, da beziiglich < die konstante Funktion ¢ das kleinste Element ist und i.a.
F(g) # e gilt. Leider ist die Ordnung < nicht so leicht beherrschbar wie die Inklusion C;
insbesondere ist nicht klar, ob die Totalitdtsbedingung beziiglich < tatsdchlich stetig ist,
was immerhin schon eine Existenzaussage beziiglich Suprema von Stromketten erforderte.
Daher betonen wir erneut, eine Charakterisierung geméf der Inklusion und einem Mecha-
nismus grofiter Fixpunkte ausgewdhlt zu haben, um die Behandlung von Stromoperationen
moglichst einfach zu ermdglichen.

_(ii) Der Vergleich der Form von (Strs) mit der von ® nach 3.1.5(i) oder mit der von
INLk nach 3.1.5(ii7) zeigt auf, daf (Strs) vor allem fiir das Verhalten von Stromoperationen
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auf unendlichen Stromen giinstig einsetzbar ist. Daher ergibt sich etwa folgende Strategie
fiir Totalitdtsnachweise von Relationen @, falls ® der grofite Fixpunkt eines relationenal-
gebraischen Funktionals ist:

(1) Zeige die Aussage, daBl ®L D 'L gilt. Eine héufig angewandte Methode ist die,
zu beweisen, da ®L Fixpunkt desjenigen Funktionals ist, durch das ~TL als der kleinste
Fixpunkt bestimmt wird [Zierer 83, Berghammer, Schmidt 93].

(2) Verwende (Str;) um die rechte Seite der Beziehung ®L D ®-sup{X | X C ¢pLNpX}
zu vereinfachen, so daff die Aussage ®L O xTL, wenn sie sich nicht sofort ergeben hat,
nunmehr mit einer Berechnungsinduktion nachweisbar ist. &

d) Monomorphie der Strombereichskonstruktion

Die Verpflichtung nachzuweisen, dafl ein relationales System durch eine angegebene Menge
von Axiomen eindeutig bis auf Isomorphie charakterisiert wird, hingt zusammen mit der
logischen Vollstdndigkeit einer relationenalgebraischen Spezifikation. Hervorstechend ist
das Beispiel der Potenzmenge, bei der offensichtlich zwei mengentheoretische Prinzipien
(Extensionalitdt und Komprehension) zur monomorphen Charakterisierung der Element-
relation ausreichen. Im nachfolgenden Satz beweisen wir fiir die Strombereichskonstruktion
die in 3.1.2 angekiindigte Behauptung, dafl die Axiome (Str;) mit (Strs) ausreichen, um
den Strombereich zu charakterisieren. Zur Veranschaulichung stellen wir zunéchst die Si-
tuation der im Monomorphiesatz enthaltenen Relationen in Abbildung 3.1 dar.

€1 E €9
01,5 Dof P Ai 02, o
b1 P2
Ay T Ay

Abbildung 3.1: Monomorphie der Strombereichskonstruktion.

3.1.7 Satz. Seien (¢4, 01,21, 1), (¢2, 02, £2, o) zwei Strombereiche, so dafl eine Bijektion
(bijektive Funktion) ¥ existiert, fiir die ¢;WU¢d definiert ist. Dann gibt es eine Bijektion
®, so dafl (¥, ®) zu einem Isomorphismus zwischen den beiden gegebenen Strombereichen
wird:

® = sup{X | X CeleyU(01¥; N1 Xoy)}.

Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es nachzuweisen, dafl & Funktion ist, denn durch
Vertauschung der Strombereiche wird die Definition von @ in die einer Relation, die ®T
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entspricht, umgewandelt, wenn dementsprechend die Bijektion W durch die neuerliche Bi-
jektion T ersetzt wird.
»eindeutig“: Dies geht mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = X'X C Y:

1. LTL C L ist trivial.
2. Angenommen, es gelte X'X C Y, dann folgt:
2321 U (9207 o] N 02X T0])][e1 22U (61 ¥y N o1 X0y )]
= cleefLey U (92U 0! NoaX o7 ) (91U oy N o1 X o))
C 2529 U (VU W) N0 X X))
C e569U (¢2¢; N Q2ZQQT) .

ytotal“: Dazu zeigen wir L = L in zwei Schritten. Zuerst behandeln wir die Aussage
®L D kL, indem gezeigt wird, dal ®L Fixpunkt desjenigen Funktionals ist, durch das ] L
bestimmt wird:

sfLU(GiLNno®l) = =fLU(41¥30N 01 @)L
LU (6105 N o1 ®o; )L
= o/leL U (0, Tgg Noy®oy )L = L.

Mit (Strs) 1Bt sich die verbleibende Aussage ®L D k] L zeigen:

L D sup{X | X C ¢ ¥¢; N1 Xo3}-sup{X | X C L N X}
= sup{X | X Cp¥LNp X}
= sup{X|X CoLlne X} = klL.

Fiir die Isomomorphieeigenschaften sind vier Beziehungen, fiir jede Operation des
Strombereichs eine, zu zeigen. Dazu geniigt jeweils lediglich die Fixpunkteigenschaft von ®,
so daf} nur fiir die Beziehung zur Stromordnung C eine Berechnungsinduktion angewendet
werden mufl.

MY = (I’¢2 :

Dy = eleady U(¢1 ¥y N 01P03)¢o
= ¥ N 0Py ds
= ¥NoedL
= ¥nol = a¥nel = 0.

0@ =D0y: Poy =30, U (010 N1 Po3 )0y = d1l N1 ® = 01D

e1® =c9: 1P =c1felea U (W) N1 ®Po))] = LejelLey = 2.

C,® = ®C, : Dazu wird eine Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = X® = OV
durchgefiihrt (P ist costetig, da ® sowohl eindeutig, als auch injektiv ist):
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1. Aus der Bijektionseigenschaft folgt sofort L =L = ®L.

2. Angenommen, es gelte X® = ®Y, dann errechnet man aus den zuvor bewiesenen
Beziehungen:

[eILU (1] N 01 X0 )]® = ®cjLU (1] N o1 X o] )P
= B LU (1 @ N o1 Xl @
= ;LU (41 Vo) N0 X Doy
= @sgL U (®pyy N 01 PY o)

U (Boagy N DoyY 03
= (I)[ €9 JLu (¢2¢2 N Q2YQ2 )]

vv ~

Damit sind alle Isomorphieeigenschaften von ® und die Monomorphie der angegebenen
Strombereichskonstruktion bewiesen. O

e) Spezialfall: Natirliche Zahlen

Strome iiber einem einelementigen Ausgangsbereich bilden einen Bereich, in dem die
natiirlichen Zahlen als endliche Stréme eingebettet werden. Verstehen sich unendliche
Strome als Grenzelemente von endlichen Stromen, wie im néchsten Unterabschnitt ge-
nau gezeigt werden kann, dann wird im Spezialfall des einelementigen Ausgangsbereichs
als einziger unendlicher Strom gerade das Grenzelement erhalten, das gewohnlich mit oo
bezeichnet wird. Einerseits liefert die Betrachtung des so erhaltenen geschlossenen natiirli-
chen Zahlenstrahl eine wichtige Analyse beziiglich der gewéhlten Charakterisierung des
Strombereichs, andererseits ist der Bereich des geschlossenen natiirlichen Zahlenstrahls
notig zur Installierung einer Léngenoperation auf Strombereichen.

3.1.8 Definition. Ein relationales System (S, z, <) heifit ein geschlossener natiirlicher
Zahlenstrahl genau dann, wenn das davon abgeleitete relationale System (27, ST, z, <)
ein Strombereich ist. &

Gemifl (Stry) kann anstelle ZT gerade STL gewiihlt werden. Dies kommt daher, weil
die Identitédtsrelation auf einelementigen Bereichen gleich der Universalrelation L ist, und
somit wire in der Schreibweise der Strombereiche die Beziehungskette ¢ = ¢L = T = oL
erfiillt.

Der néchste Satz fafit die Eigenschaften des Spezialfalls des geschlossenen natiirlichen
Zahlenstrahls zusammen. Es werden Darstellungen fiir I, < und % angegeben, wobei x,
respektive %, sich auf den abgeleiteten Strombereich beziehen, siehe 3.1.4 und 3.1.5(3).
Wir werden zeigen, dafl ein geschlossener natiirlicher Zahlenstrahl hochstens ein unendli-
ches Element haben kann, d.h. % ist der den Zahlenstrahl abschlieende Punkt. Schliefilich
erweist sich die Ordnung < als lineare Ordnung, so dafl die Bezeichnung Zahlenstrahl
gerechtfertigt ist.
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3.1.9 Satz. (i) I=sup{X | X C 2T2USTXS} und < =sup{X | X C zTLUSTXS}.

(i1) & =sup{X | X C XS} ist Punkt, der mit co bezeichnet werde.

(77i) < ist lineare Ordnung.
Beweis. Jeder gegebene geschlossene natiirliche Zahlenstrahl (S, z, <) symbolisiert einen
Strombereich mit Operationen ¢, o, die der Bequemlichkeit halber als Abkiirzungen ein-
gefiithrt werden: ¢ =Z" und o = ST.

Ad (i) : Fiir beide Félle reicht es zu zeigen, dafl 90X o' C ¢¢T, dann folgt das Ergebnis
sofort aus den Strombereichsanforderungen (Strs) und (Stry):

pp =72 =STLS D STXS =pXo".

Ad (it) : Die Form von %, wobei x zum abgeleiteten Strombereich des Zahlenstrahls
gehort, bestimmt sich einerseits nach 3.1.5(7) und andererseits nach dem eben bewiesenen
Resultat beziiglich ¢p¢T. Ebenfalls nach 3.1.5(i) ist & auch total. Da & ein Vektor ist, wie
leicht zu zeigen ist (Berechnungsinduktion iiber Q(X) = LX = X), ist % ebenfalls ein Vek-
tor. Es verbleibt die Eindeutigkeit von K zu zeigen. Dazu wird eine Berechnungsinduktion
iiber P(X,Y) = XX C Y durchgefiihrt:

1. LTL C L ist trivial.
2. Angenommen, es gelte XX C Y, dann folgt unmittelbar:

STXTXScSTYSc:2T-usTys.

Nach (i) erhélt man demnach &% C I, wie gefordert.
Ad (ii7) : Dies geht mit einer Berechnungsinduktion iiber der Bedingung P(X) =
XUuXT=L:

1. LULT = L ist wahr.
2. Angenommen, es gelte X U X' = L, dann folgt:

ZTLUSTXSULzUSTXTS = 2TLulzuST(XuXT)S
= 2'LULzUSTLS = 'LulLzuz'z = L.

Damit folgt nach (i) das gewiinschte Ergebnis < U <T = L. a

Genauso wie wir &, bezogen auf natiirliche geschlossene Zahlenstrahlen, mit oo umbe-
zeichnet haben, werden wir die Notation x in diesem Fall durch N ersetzen, denn die endli-
chen Strome des abgeleiteten Strombereichs entsprechen genau den eingebetteten natiirli-
chen Zahlen.
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f) Endliche Approzimierbarkeit von Strémen

Die Frage nach dem Ausschlufl unerwiinschter unendlicher Elemente in der gewdhlten re-
lationenalgebraischen Charakterisierung wird in 3.1.9(i7) in dem wichtigen Spezialfall des
geschlossenen natiirlichen Zahlenstrahls beantwortet: es kann hochstens ein, ndmlich das
erwiinschte Element geben, das nicht endlich erzeugt ist. Fiir den allgemeinen Strombereich
168t sich der Ausschlufl dariiber aufzeigen, indem die endliche Approzimierbarkeit aller Ele-
mente des Strombereichs aufgezeigt wird. Dies wird im néchsten Satz schrittweise erledigt,
wobei ausgeniitzt wird, da lubg(R) als Relation jedem Punkt x das Supremum der An-
wendung R(x) beziiglich @ liefert. Es sei betont, daf§ fiir das Resultat des nichsten keine
Kenntnis {iber die Gestalt von lubc(R) verlangt wird, die erst in 3.1.26(4i) aufgedeckt wird.

3.1.10 Satz. Sei (¢, 0,2,C) ein Strombereich.
(i) C = inf{X | ¢poT U 0X 0" C X}.
(1) (ET N Lk)E = C und daher mac(R) = mac[R(CT N Lk)).

(¢3i) lub=(CT NLk) = I, d.h. jedes Element des Strombereichs ist das Supremum seiner
endlichen Préfixe.

Beweis. Ad (i) : Aus (Stry) folgt zunéichst € = inf{X |eTLU (¢¢T N oXo") C X}. Es
verbleibt nun nur noch, den Term auf der linken Seite der Ungleichung der Kompréihensi-
onsbedingung in denjenigen iiberzufiihren, der in der Behauptung angegeben worden ist:

eTLU(¢oT NoXoT) = (eTLNggT) U (eTLN oXoT)
= (pLNGT) U (oL N oXo")

= ¢oT UoXo'

= ¢¢T Uglo™ N XoT

= ¢¢TUgloT UoXp' = ¢¢T UolLoT UpXo'
= ¢pTUGLLOT UoXo' = ¢oT UgLeT U oXo'
= ¢pT UoXo'.

Ad (it) : Wir fiihren eine Berechnungsinduktion iiber Q(X) = (CT NLx)X = X durch:
1. (ETNLk)O = O ist wahr.
2. Angenommen, es gelte (CT N Lk)X = X, dann folgt:
(ETNLr)(¢6T U 0X o)
(CTNLk)goT U(ET NLk)oX o'
(60T N oL o™ NLke")POT U (60" NoETo" NLko")oX o'
N(oC" N Lr)L]pT U (LN o NLr)X 0"
No(CTNLr)L]oT U o(CTNLK)X 0"
¢ N o(CTNLr)LJGT U oXo".

&
= ¢
[
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LBt sich (ET N Lk)L = L nachweisen, dann folgt wegen oL = ¢L sofort die Indukti-
onsbehauptung. Tatséchlich gilt:

(C"NLle)L=C"(LNKk"L) DLeeL=1L.

Ad(iii) : Aus (ii) folgt mac(ET NLk) = (CNkTL)>C = C. Damit erhélt man:

lubc (ET N Lk) = mac(CT NLk) Nmig[maz(ETNLk)| =CNECT=CNCT=1. O

g) Stromoperationen: Linge und Konkatenation

Die angegebene Charakterisierung des Strombereichs hat als Stromoperationen lediglich
den Konstruktor des leeren Stroms, die Destruktoren ,first* und ,rest* und die Préifixord-
nung definiert. Es stellt sich die Frage, wie weitere, hidufig gebrauchte Stromoperationen
eingefiihrt werden kénnen. Es stellt sich heraus, dafl fiir Stromoperationen in Analogie zur
Definition der Prifixordnung durch (Stry) deren rekursiven Aufschreibungen, die die Form
der strukturellen Induktion einhalten, als relationenalgebraisches Funktional umgesetzt
werden konnen, um die Stromoperation selbst als grofiten Fixpunkt zu erhalten.

In diesem Unterabschnitt betrachten wir als erste Beispiele die Langenoperation, die
sich als Epimorphismus zwischen einem Strombereich und einem geschlossenen natiirli-
chen Zahlenstrahl erweist, und die den bereits in 3.1.6 angefiihrten ,,append“-Konstruktor
verallgemeinernde Operation der Konkatenation.

3.1.11 Definition und Behauptung. (i) Seien (¢1, 01,21, C1) ein Strombereich und
(S, 29, <) ein geschlossener natiirlicher Zahlenstrahl. Die Relation # heifit Stromléinge
genau dann, wenn gilt:

# =sup{X | X C /2 U0 XS}

(77) # ist ein surjektiver Homomorphismus vom Strombereich (¢, 01,21, C;) auf den
abgeleiteten Strombereich von (Ss, 29, <5).
(7ii) k1# = Ny und Ri# = 00s.

Beweis. Ad (ii) : Zunidchst zeigen wir, dafl # eine surjektive Funktion ist:
»eindeutig“: Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = XX C Y

1. LTL C L ist trivial.
2. Angenommen, es gelte XX C Y, dann folgt:
(2921 USy X o) (el 20U 01X Sy) = zjleie] Lz US) X o] 0,X S,
= 25 US;X'XS, C 22USjYS,.
ytotal und surjektiv: Aus Symmetriegriinden geniigt es die Totalitét zu betrachten. Wir

zeigen #L = L in zwei Schritten. Zunéichst wird die Aussage #L D «]L behandelt, indem
wir nachweisen, dafl #L Fixpunkt desjenigen Funktionals ist, durch das ] L bestimmt wird:

STLU o #L = Loyl U oy #S,L = #L.
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Mit (Strs) 1Bt sich die verbleibende Aussage #L D x[L zeigen:

OL DO sup{X|X C 1 XSy} -sup{X | X C S, X}
= sup{X |X C o X} = &L,

Die Homomorphieeigenschaft wird dhnlich wie im Monomorphiebeweis gezeigt. Es
geniigt jeweils die Fixpunkteigenschaft von #, so daf lediglich beziiglich C eine Berech-
nungsinduktion ausgefithrt werden muf}. An dieser Stelle sei daran erinnert, dafl der von
(Sy, 29, <) abgeleitete Strombereich gerade (Z37, S5, 29, <5) ist. Die Beziehung zwischen ¢,
und 77 degeneriert zu ¢;L C #7%;", da zwischen den Objektbereichen, iiber die die Strom-
bereiche konstruiert sind, lediglich L als einziger, und dann sogar surjektiver Homomorphis-
mus existiert. Da jedoch kanonische Relationen wie I und L aus Homomorphismensystemen
eliminiert werden, nennen wir nach dem Nachweis der Homomorphieeigenschaften # selbst
anstelle von (L, #) Homomorphismus. Ferner lassen wir die erwdhnte degenerierte Bezie-
hung aufler acht, da diese sich iiberdies als Folgerung aus der Beziehung zwischen o; und
ST ergibt.

OF#F C#S] 1 #8] = (e] 20U 01#55)S] = 01#5,5] = o1#.

et C 2y e1#t =c1(e] 20 U 01 #Sy) = Leyel Lzg = 2.

C,# C #<, : Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = X# C #Y (P ist costetig, da #
eindeutig ist):

1. L =L# C #L =L ist wahr.

2. Angenommen, es gelte X# C #Y, dann erhilt man unter Verwendung der zuvor
aufgestellten Beziehungen:

#2, LU (¢10] N o1 X o] )#

#2y LU (0101 # N 01 X o] #)

#z, LU (0117 N 01 X#S,)

#2 LU (01LSy N 01#Y S,)

Ha LU#S]YS, = #(zLUS]YS,).

[eTL U (101 N o1 X o] )|#

N N N N

Ad (i) : Wir zeigen nur Rj# = 00y, da sich die verbleibende Beziehung analog er-
rechnen 148t. Zum Nachweis wird eine Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = X# C Y
durchgefiihrt:

1. L# C L ist trivial.

2. Angenommen, es gelte X# C Y, dann folgt:

Xol# = Xo{(s{ 22U 01#S2) = Xof 01#S, = X#S, CYS,.
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Da nach (i7) und 3.1.5(¢) die Beziehung ®"i#L = L gilt und oo, nach 3.1.9(¢7) Punkt, also
eindeutig ist, gilt auch die Gleichheit. O

Der Punkt (iii) der vorstehenden Behauptung, dafi die Stromldnge Endlichkeit bzw.
Unendlichkeit respektiert, belegt auch die Stetigkeit der Stromlénge, und zwar unabhingig
von der Betrachtung von Suprema lub-(R).

Analog zur vorstehenden Einfiihrung wird zuerst die Konkatenationsoperation relatio-
nenalgebraisch formuliert und dann deren wichtigste Eigenschaften ermittelt. Inshesondere
kann in Punkt (i7) die Surjektivitdt ohne Verwendung von (Strs) nachgewiesen werden.
Bei Punkt (7ii) ergibt sich der Zusammenhang der Konkatenation mit der Préifixordnung,
deren Bezeichnung damit gerechtfertigt wird.

3.1.12 Definition und Behauptung. (i) Seien (¢, 0,¢,C) ein Strombereich und (7, p)
ein direktes Produkt. Die Relation conc heifit Stromkonkatenation genau dann, wenn
ilt:
s _ T T T Tyy T

conc =sup{X | X C (me'LNp)U[rpp’ N (mor' Npp )Xo'l}.

(77) conc ist surjektive Funktion.
(iii) C = 7w "conc und insbesondere 7'conc N kTL C 1.

Beweis. Ad (ii) : ,total“: Wir zeigen concL = L in zwei Schritten gem&f der Aufspaltung
L = 7L = #x"L U mxTL. Zuerst wird die Aussage concL D 7x'L behandelt: Dazu zeigen
wir zunéchst die Beziehung

(%) 'L =1inf{X |7e"LU (mor Npp")X C X}
mit einer Berechnungsinduktion iiber Q(X,Y) = X = 7Y
1. O =70 ist wahr.
2. Angenommen, es gelte X = 7Y, dann folgt:

e LU (mor" Npp)X = we'LU (mor' Npp')zY
= me'LUToY
= w(e"LUY).

Sodann ist zu zeigen, dafi concL Fixpunkt des in (%) aufgestellten Funktionals ist:

e LU (mor " Npp )concl = (me'LNp)p LU [roL N (mor’ Npp")concl]
= (me'Lnp)p"LU[ré N (mor’ N pp" )conco' o)L
= (me'LNnp)LU[rpod" N (mor’ Npp")conco'|L
= conclL.

Mit Hilfe von (Str;) liaBt sich die verbleibende Aussage concl D 7xTL beweisen:

concL D sup{X|X Cwoo" N (mor" Npp" )X o'} -sup{X | X C oL N oX}
= sup{X|X C 7oL N (mor" Npp")X}.
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Von hier aus zeigen wir die Beziehung
7Tl = sup{X | X C oL N (ror" Npp") X}
mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = X = 7Y (P ist costetig, da 7 eindeutig
ist):
1. L = nL folgt aus der Totalitdt von 7.
2. Angenommen, es gelte X = 1Y, dann folgt:

moL N (mor" N pp")X =moL N (wor" N pp")xY = moY .

»eindeutig“: Dies erfordert eine Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = XX CIUY:
1. LTL C TUL =L ist trivial.
2. Angenommen, es gelte XX C TUY, dann folgt:

{(Ler" N pT) UppTaT N X T (mo™r" M pp" )]}
A(r=TLNp) Urge N (mor Npp")X o'}
= (Ler" np")(me"L N p)
Ulpp ™ n " N oX T (mon" N pp")][rdd™ N (mor’ N ppT)X o'
C pTpUlpd” NoXT(moTor" Npp"))Xo']
LU (6" N X' Xp")
C TU(¢pp" Np(IUY)g")

IU (¢  Noo") U (pp" NoYo") = TU[eTeU (¢p" NoYo")]

ysurjektiv: Hier geniigt es, die Fixpunkteigenschaft von conc anzuwenden:

Leone = L{(re"LNp)U[rop" N(morn' N pp")conco'}
O Lre™Lnp) = Ler’p = Lel = L
Ad (ii7) : Der zweite Teil der Aussage ist eine unmittelbare Folgerung aus 3.1.5(iv) und

aus der Aussage m'conc C L, die wir mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) =
71X C Y beweisen:

1. 7L C L ist trivial.

2. Angenommen, es gelte 71X C Y, dann folgt:
T {(r=TL N p) U [rpe™ N (o™ N ppT) X o]}
= eTLU[pp" Nl (mor™ Npp")XoT]
= eTLU(¢p" N or'Xo")
C eTLU(¢o" NoYoT).
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Da (7Tconc N kTL)L = kTL = (C N &TL)L gilt (da conc total) und C N &TL coreflexiv,
und damit eindeutig ist, gilt sogar die Aussage

7lconcNKTL=CNKTL.

Zu zeigen verbleibt demnach die Gleichheit des Verhaltens bei endlichen Stromen, d.i.
die Aussage 7'conc N k'L = C N k"L. Da sowohl die Fixpunkteigenschaft von conc, als

auch die von C geniigen, kann eine Berechnungsinduktion iiber dem Priadikat Q(X) =
7Tconc N XL = C N XL durchgefiihrt werden:

1. 7'conc N OL = O = C N OL ist wahr.
2. Angenommen, es gelte 7Tconc N XL = C N XL, dann folgt:

mlcone N (sTLU oXL)

= 7 {(re"LNp) U[rgep™ N (morT N ppT)conco™]} N (sTLU oXL)
[eTLU (¢ N omTeonco™)] N (eTLU oX L)
eTLU (¢p™ N orTeconco™ N oXL)
eTLU [ppT N o(mTeone N XL)o"]
eTLU g™ No(ENXL)o"]

= eTLU(¢oT N oo™ NoXL)

= [eETLU(¢pT N oCo")]N(eTLUXL) = CnN(e"LUpXL). O

h) Robust korrekte Programmierung der Filteroperation

Die bisherigen Operationen wie Linge und Konkatenation kénnen mit der rekursiven Auf-
schreibung, damit meinen wir die Formalisierung als grofter Fixpunkt eines relationenalge-
braischen Funktionals, unveréndert beschrieben werden. Dies liegt daran, dafl jeder von der
Stromoperation gelesene Eingabewert die Ausgabe von mindestens einem Element bewirkt.
Fiir bestimmte Anwendungen mochte man aber auch Stromoperationen zur Verfiigung ha-
ben, die unter bestimmten Bedingungen Reaktionen auf Eingabewerte unterdriicken. Als
wichtiges Beispiel ist die Filteroperation bekannt, die bei einem gegebenem Prédikat p aus
dem Eingabestrom die genau diejenigen Elemente, die p erfiillen, ausgibt und die iibri-
gen ignoriert. An diesem Beispiel soll gezeigt werden, dal in dem vorliegenden Ansatz
zumindest eine robust korrekte Definition der Stromoperation moglich ist.

3.1.13 Definition und Behauptung. (i) Seien (¢, p,c,C) ein Strombereich und p ein
Pridikat. Die Relation ©(p) heifit Filter beziiglich p genau dann, wenn gilt:

©(p) =sup{X | X CeTeU[p(INpL)eT NoXo'] U (ppL N 0X)}.

Wir nennen (©) das zum Strombereich (¢, p, ¢, C) zugehorige Filterfunktional genau dann,
wenn fiir jedes Pridikat p die Anwendung ©(p) ein Filter beziiglich p ist.
(i7) Es gilt ©(L) =1 (unmittelbar nach (Strs)). O
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Mit Hilfe von (Strs) und anderen Kniffen kann auch gezeigt werden, daf jeder Filter
©(p) total ist. Jedoch ist kein Filter ©(p) mit p # L eine Funktion, so daf} es keinen Sinn
macht, Homomorphieeigenschaften zu untersuchen. Hierzu wollen wir nun ein Beispiel ei-
nes Filters betrachten, an dem sich zeigen l&8t, dafi in der vorstehenden Definition eine
nur fiir endliche Strome korrekte, aber immerhin eine robust korrekte Spezifikation kon-
struiert worden ist. Robust korrekt bedeutet fiir eine Relation, dafl ihr Abschlufl nach oben
iibereinstimmt mit demjenigen der nach einer Anforderungsspezifikation zu erwartenden
Relation.

3.1.14 Behauptung. Sei (¢, 0,2,C) ein Strombereich mit zugehorigem Filterfunktional
©, dann gilt ©(0) =k"e UKTL.

Beweis. Zunéchst gilt

©(0) =sup{X | X CcTcU(dL N X))} =sup{X | X C e UpX}.
Die Behauptung zeigen wir mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = X = kT UY":
1. L =xTe UL ist wahr.

2. Angenommen, es gelte X = k"= UY, dann folgt:

TeUpX =cTeUp(k'eUY) = (T U pkT)e U oY = KkTe U pY . O

Die robuste Korrektheit zeigt sich in diesem Beispiel, weil fiir den Filter iiber O, d.h.
iiber dem Préadikat ,falsch®, laut verbaler Spezifikation die Funktion Le, d.h. konstant
leerer Strom, erwartet worden ist. Zwar gilt nun ©(O) # Le, aber immerhin sind die
Beziehungen (I N Lx)©(0) = (INLk)Le = k'e (Korrektheit auf endlichen Strémen) und
upc(©(0)) = upc(Le) (robuste Korrektheit) erfiillt.

Die Ursache, dafl sich bei Charakterisierungen von sogenannten nicht-zeitsynchronen
Stromoperationen, die wie die Filteroperation gewisse Eingaben ignorieren nur robust
korrekte Spezifikationen ergeben, liegt darin, dafl unendliche Strome in Wirklichkeit mit-
tels dem unendlichen direkten Produkt (o'®);>¢ beschrieben werden, wie wir in 3.1.2 zur
Erlduterung von (Strs) gezeigt haben. Das Ausblenden von Komponenten, wie es beim
Fortlassen von Eingabewerten notig wird, mufl wegen der Striktheit des unendlichen di-
rekten Produkts mittels Setzung auf L geschehen. Das Auftreten von auf L lautenden
Komponenten zeigt sich auch an der Funktionaliteration der rekursiven Aufschreibung, da
der Anfangswert wegen der Herstellung eines grofiten Fixpunktes ebenfalls gleich L ist.
Denn damit wird fiir unendliche Eingabestréme der Ausgabestrom von Anfang an als un-
endliches L-Tupel angesetzt, so dafl bei normalerweise endlichen Ergebnissen nur garantiert
ist, dafl bis zu einem bestimmten Index kein L auftritt, wahrend alle iibrigen Positionen
im unendlichen Ergebnisstrom mit L besetzt sind. Im Fall endlicher Eingabestrome fiihrt
die wiederholte Anwendung von p auf den leeren Strom und somit auf den Abbrechfall,
sofern ein solcher angegeben worden ist, was die Korrektheit auf endlichen Eingabestromen
erklart.
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Weil wir in dem im folgenden Kapitel beschriebenen Ansatz ohnehin nur nach oben
abgeschlossene Relationen oder Relationen modulo Abgeschlossenheit nach oben betrach-
ten, kommen wir im allgemeinen wir mit der robust korrekten Spezifikation von nicht-
zeitsynchronen Stromoperationen aus. Deshalb halten wir an der Bezeichnung des Symbols
© als Filterfunktional fest, obwohl (©) nur robust korrekte Filteroperationen erzeugt. Al-
lerdings erweist es sich fiir spidtere Anwendungen als relevant, wenigstens eine Methode der
Herstellung der korrekten Filteroperation zu betrachten. Im folgenden wird die Moglich-
keit der Behebung des durch die nicht-zeitsynchrone rekursive Aufschreibung verursachten
Problems durch die Anwendung des le-Funktionals auf die rekursive Beschreibung am Bei-
spiel der Filteroperation besprochen. Die nachfolgende Behauptung zeigt formal zuerst die
Korrektheit des vorgeschlagenen Modifikation des Filterfunktionals und sodann die robuste
Korrektheit des urspriinglichen, rekursiv aufgeschriebenen Filterfunktionals.

3.1.15 Definition und Faktum. Sei (¢, p,2,C) ein Strombereich mit zugehorigem Fil-
terfunktional (©) und sei p ein Prédikat. R
(1) Dazu definieren wir das korrekte Filterfunktional (©) wie folgt:

©(p) = lec(©(p)) -

Wir nennen @(p) auch korrekte Filteroperation (beziiglich p).
(77) Ferner wir definieren wir die Funktionale ©, und ©,, wie folgt:

©@o(p) = mf{X|eTeU[p(INpL)dp" NoXo ] U (¢pLNoX) C X},
©x(p) = sup{X|X C [p(INpL)o" N oXo ] U (¢pL N oX)}.

(ii) Wegen ©(p) N £TL = @(p) und @(p) N wTL = ©(p) gilt

©(p) = ©y(p) Ulec(©(p))

weil ©,(p) mit einer Berechnungsinduktionen iiber Q[X] = XX C I als eindeutig nach-
gewiesen werden kann und einen von (© . (p) verschiedenen Quellbereich besitzt.
(iv) Analog zu [Zierer 88, 4.2.1(7)] gilt das folgende allgemeine Resultat fiir jede Rela-
tion R
R¢ eindeutig = lec(R) = Re'= U[Ropop" Nlec(Ro)o'].

(v) Sei nun x ein Punkt mit x# = oo und dazu sei y mit y = 2©,(p) gegeben.

Angenommen, es gibe nur endlich viele i > 0 mit xo'¢pL = L, dann l#Bt sich ein
minimales j > 0 withlen, so daB fiir alle 7 > j die Aussage zo'¢pL = O gilt, dann folgt mit
j-maliger Expansion der Fixpunktdefinition von © (p): Es gibt ein k& mit 0 < k& < j mit

yot =20 90T N2 ©,(0)0" =xd T NLo" =z T
Aus (iv) folgt somit
le (y0*) = lec(zd™'p0")

= 20/ '9¢" Nlec(vd’'oL)o"
= w0 teoT N toleo” = xd oo Nleo”
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Also ist lec(yo®) total und durch k-malige Anwendung von (iv) folgt dies auch fiir le(y)
selbst.

Anderenfalls gibt es unendlich viele 7 > 0 mit z¢'¢pL = L. Dann gibt es zu jedem i > 0
ein j(i) > i mit

20 V9(9) @ (p) = 2V o('0)T
Daraus folgt 3 B 3 ’
y= 2 P6() @ (p) = 2 Vo('0)"
i>0 i>0
und y ist ein Punkt, wie man leicht nachweist. Deshalb gilt lec(y) = y und insbesondere
ist lec(y) total.

(vi) Gibt es eine Menge X' von Punkten, so daff die Beziehung | J 272 = I n Lk gilt,
zeX
dann ist nach (v) bewiesen, daf§ nacheinander folgende Tatsachen gelten:

(@) lec(@u)L= | 2T2lec(@q(p)L = | 2Tlec(z@(p))L = |J "L =kTL.

©
(6)  lec(@x(P)E = ©u(p)ENlec(Ou(p))L = ©u(P)E -

() ©(P)C = @,(p)C Ulec(@©q(p))E = @p(p)E U @4 (p)E = ©(p)C

Die letzte Aussage (7) zeigt die robuste Korrektheit der rekursiven Aufschreibung ©(p).
O

Die eben vorgestellten Tatsachen gelten fiir jede nicht-zeitsynchrone Stromoperation,
denn in 3.1.15(v) ist lediglich die Fallunterscheidung, ob bei unendlichen Eingabestréomen
endlich oder unendlich viele Eingaben durchgelassen werden, und nicht das Durchlalkrite-
rium entscheidend. Aus dem in 3.1.15(v) angegebenen Verfahren folgt auch die Korrektheit
der Modifikation der rekursiv aufgeschriebenen Filteroperation durch die Anwendung des
le-Funktionals: Es wird genau der Strom der durchgelassenen Elemente berechnet. In der
Bereichstheorie wird der durch das le-Funktional erzwungene Effekt lieber durch die ste-
tige Fortsetzung der monotonen, lediglich auf endlichen oder auch kompakten Elementen
des Strombereichs definierten Filteroperation (©),(p) mit Pridikat p erzielt. In nachfolgen-
der Bemerkung gehen wir kurz darauf ein, daB die korrekte Filteroperation ©(p) mit der
stetigen Fortsetzung der , kompakten Filteroperation® ©,(p) tibereinstimmyt.

3.1.16 Bemerkung. (i) ©,(p) ist eindeutig (nach 3.1.15(éi7)) und monoton (vermdoge einer
Berechnungsinduktion iiber dem Pridikat Q[X]| = CX C XLC, das der Eigenschaft der
didmonischen Monotonie nach 2.6.2 entspricht). Ferner gilt die Aussage ©,(p)L = 'L, d.h.
©y(p) ist fiir jeden endlichen Eingabestrom definiert, vermoge einer Berechnungsinduktion
iber dem Pridikat Q[X,Y] = XL =Y.

(77) ©q(p) ist ebenfalls ddmonisch monoton, denn man zeigt leicht die Behauptung
CO.(p)E C ©(p). Daraus ergibt sich aber die ddmonische Monotonie von lec (©..(p))
vermoge der mit 3.1.15(vi)(3) folgenden Beziehungskette

Clec (O (P)) € EOu(p) € Oue(p)E = lec(©u(p))E-
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Daraus folgt unmittelbar die Monotonie von @(p) @(p) ist ferner eine Funktion, denn
leg(R) ist fiir jede Préordnung () und jede beliebige Relation R eindeutig und nach (i) und
3.1.15(vi) () ist lec (©(p)) auch total.

(77i) Nach dem in 3.1.15(v) angegebenen Verfahren ist klar, daff im Fall endlicher Aus-
gabe bereits ein endlicher Prifix des unendlichen Stroms existiert, der die endliche Ausgabe
nun vermoge ©,(p) herstellt, wihrend der Fall der unendlichen Ausgabe keine weiteren
Schwierigkeiten hervorruft, denn mittels der Existenz der Indextransformation Ai.j(i) wird
erzielt, daf} jede Kette endlicher Strome, die den gegebenen unendlichen Strom z als Supre-
mum hat, durch ©,(p) auf eine Kette endlicher Stréme mit Supremum z(©) (p) abgebildet
wird. Deshalb ist ©(p) auch stetig und setzt also wegen ©(p) D ©,(p) die Operation
©y(p) stetig fort.

(v) Mit der Stetigkeit von ©(p) steht damit auch letztlich die bereichstheoretische
Berechnungsinduktion zur Verfiigung, um Aussagen der Form ©(p)d; = ©(p)ts,, wenn
Yy und 1y stetige Funktionen sind. Dabei tritt die in 3.1.6(i) bzw. [Zierer 88, 3.2.4] de-
finierte Ordnung < in Erscheinung, die die Stromordnung C des Zielbereichs auf Rela-
tionen erweitert. Beziiglich der Ordnung < aus 3.1.6(i) erweist sich das Priadikat @ mit
Q[X] = X9y = Xy als stetig, weil ¢; und 1, auch beziiglich der Ordnung < als ste-
tige Funktionen nachweisbar sind. Der Anfang der Berechnungsinduktion wird mit ¢ als
kleinstes Element beziiglich der Relationenordnung < geleistet. Das Funktional, iiber dem
der Induktionsschritt schlieflich geleistet wird, ist exakt dasjenige von ©y(p) bzw. ©(p)
analog zu der in 3.1.6(7) fiir den unendlichen Strom iiber dem Punkt p gefiihrten Iteration.

|

i) Nachweis der cpo-FEigenschaft des Strombereichs

Zum Abschlufl der Demonstration der Plausibilitdt der vorgeschlagenen relationenalgebrai-
schen Charakterisierung des Strombereichs fehlt der Nachweis, dafl die Prifixordnung C
eine vollstindige Halbordnung oder, wie man auch sagt, die Ordnung einer cpo ist. In die-
sem Unterabschnitt kénnen wir zeigen, daf§ der vorliegende Ansatz es sogar erlaubt, die
Supremumsbildung durch rekursive Aufschreibung wie eine gew6hnliche Stromoperation zu
definieren. Entsprechend kann der Totalitdtsnachweis, der nichts anderes als einen Existenz-
beweis von Suprema darstellt, genauso wie fiir die gewdhnlichen Stromoperationen gefiihrt
werden. Es gelingt deswegen die Supremumsbildung selbst und nicht lediglich eine robust
korrekte Variante durch rekursive Aufschreibung zu erfassen, weil mit der Supremumsbil-
dung wieder ein Beispiel einer zeitsynchronen Operation vorliegt, vgl. Bemerkungen im
vorhergehenden Unterabschnitt.

Zunidchst behandeln wir den der vorliegenden Arbeit zugrundeliegenden cpo-Begriff.
Dazu formalisieren wir die Gesamtheit der Ketten in der Relationenalgebra. Es wird dabei
wie in der Potenzmengenkonstruktion eine Elementrelation, die wir xy nennen und die als
Zielbereich gerade die Menge aller Ketten hat, axiomatisiert.

3.1.17 Definition. Ein relationales System (@, x), in dem @ eine homogene Relation
darstellt, heifit die Gesamtheit der Ketten beziiglich ) genau dann, wenn gilt:
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(Chy)  syaq(x,x) =1,
(ChQ) LX = I—v
(Chs)  syq(RT,\)L=RL < RTRCQuUQ". &

Diese Definition unterscheidet sich leicht von denjenigen derselben Art, die in [Zierer 88,
Zierer 91] angegeben sind. Der Unterschied besteht auf der linken Seite in (Chs), in der
nicht die Totalitiit von syq(RT,Y) als Bedingung formuliert ist, und ferner in der Hin-
zunnahme der Bedingung (Chy). Es zeigt sich jedoch in Punkt (i) der nachfolgenden Be-
hauptung, dafl sich aus der angegebenen Spezifikation zumindest die erwartete Form der
Bedingung folgern 1aft. Der Rest der Behauptung besteht aus niitzlichen Eigenschaften
von Y, die sich fiir alle Spezifikationen héherer Ordnung dieser Art, d.h. Spezifikationen
verschiedener Gesamtheiten durch Elementrelationen, ergeben, siehe [Zierer 91| fiir die Ge-
samtheit der gerichteten Mengen.

3.1.18 Behauptung. Sei (@, y) die Gesamtheit der Ketten beziiglich Q.
(i) Aus (Chy) und (Chg) folgt:  syq(RT,x)L =L <= R Kette.
(ii) Insbesondere ist yT eine Kette.
(iii) R Kette = syq(RT, x) Funktion und R = syq(RT, x)x".

Beweis. Ad (i) :,=": Aus (Chy) folgt L = syq(RT, x)L =syq(R", x)x'L C RL. Somit ist
R total. Andererseits gilt damit gerade auch die linke Seite syq(R", y)L = RL von (Chs),
die somit zur verbliebenen Bedingung RTR C Q U QT fiihrt.

,<=“Aus RTR C QU QT folgt nach (Chs) gerade syq(RT, y)L = RL. Da R total ist,
ergibt sich die zu zeigende Konsequenz syq(RT, y)L = L.

Ad (ii) : Nach (Chy) ist syq((xT)T, v)L = IL = L. Es verbleibt nur noch, (i) anzuwenden.

Ad (i7i) : Ist R Kette, dann ergibt sich nach (i) die Totalitiit von syq(R", y). Damit
erhiilt man den zweiten Teil der Aussage: syq(R", x)x" = RN syq(RT, )L = R. Wegen
syq(x, RT)syq(RT, x) C syq(x, x) ist syq(RT, ) schliefllich eindeutig nach (Chy). a

Es stellt sich die Frage, ob die angegebene Spezifikation der Gesamtheit der Ketten mit
der mit (Chy) und 3.1.18(7) gebildeten dquivalent ist. Dazu ist ein Punktebeweis notig, d.h.
ein Beweis fiir Relationen aus der Kategorie REL, wie man nach folgenden Bemerkungen
einsieht, die sich auf Erfahrungen aus [Zierer 83, Zierer 88, Zierer 91| abstiitzen: Bezeichne
X die Gesamtheit der moglicherweise leeren Ketten, d.h. fiir Y gelten (nach Ersetzung von
x durch \) (Chy) und (Chs) in der Form, daf§ auf der linken Seite syq(R", Y)L = L steht.
Der Vektor der nicht-leeren Mengen des Zielbereichs von Y wird dann gerade durch Ly
dargestellt. Andererseits ist syq(y, \) diejenige Injektion, die die (nicht-leeren) Ketten in
die Gesamtheit der moglicherweise leeren Ketten einbettet. Bekanntlich wird jedoch ein
Punktebeweis bendtigt, um LY C Lsyq(y, \) zu zeigen (,,D* folgt sofort aus den Regeln fiir
symmetrische Quotienten). Wére die Gleichung LY = Lsyq(y, \) aber tatsdchlich erfiillt,
so zeigt man unmittelbar, da fiir Relationen R mit RTR C Q U QT die linke Seite der
Bedingung (C'hs) gilt, wenn fiir x die Spezifikation mit (C'hy) und 3.1.18(i) angenommen
worden ist:

RL =syq(R",{)X"L =syq(R", ¥)syq(X, v)L = syq(R", y)L.
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Ferner zeigt man zur Umkehrung fiir Relationen R mit RL = syq(RT, x)L und fiir mit
(Chy) und 3.1.18(7) spezifiziertes x, daf syq(RT,v)x' = RNsyq(R", )L = R gilt. Dann
aber folgt:

RTR C ysyq(x, RT)sya(R", x\)x" C xsya(x, \)x' Cxx' CQUQT,

d.h. es gelingt, die Bedingung (Chg) aus (Chy) und 3.1.18(i) zumindest in der Kategorie
REL der Relationen abzuleiten. Tatséchlich haben wir die mit (C'hy) mit (Chg) angege-
bene Charakterisierung bewufit so gewéhlt, daf§ moglicherweise leere Ketten mitbehandelt
werden konnen, die entstehen, wenn eine ausgeweitete ,,rest“-Operation auf die Kette, die
nur aus dem leeren Strom besteht, angewendet wird.

Die Gesamtheit der Ketten (@, x) kann nun benutzt werden, um die Form von Suprema
lubg(R) von Ketten R durch lubg(x"), d.i. die Zuordnung von Ketten zu deren Suprema,
sofern vorhanden, , prototypisch® bestimmen zu lassen.

3.1.19 Behauptung. Sei (Q, x) die Gesamtheit der Ketten beziiglich @). Dann gilt:

R Kette = lubg(R) = syq(R", \)lubo(xT) .

Beweis. Sei R Kette. Nach 3.1.18(iii) folgt daraus:

lubg(R) = lubg[sya(R", x)x"] = sya(R", \)luby(xT),

denn syq(RT,y) ist Funktion, so daf§ der Faktor syq(R',y) aus jedem Komplement her-
ausgezogen werden kann. O

Als néchstes wird der cpo-Begriff behandelt. Da der Strombereich ein bekanntes Beispiel
fiir eine kettenvollstindige Ordnung ist [Kahn 74|, verwenden wir den auf Ketten basierten
cpo-Begriff anstelle des in [Zierer 88] gebrauchten, der sich auf gerichtete Mengen abstiitzt.
Dies tun wir auch aus der Bequemlichkeit heraus, dafl sich mit der Kettenbedingung leichter
rechnen 148t als mit der Gerichtetheitsbedingung, die die Existenz eines direkten Produkts
erfordert. Die anschliefend angegebene Fassung der Definition des cpo-Begriffs wird mit
Bezug auf den lubg-Prototyp lubg(xT) formuliert, und eine Charakterisierung in der Art
von [Zierer 88, 3.1.2(i)] wird darauthin als Folgerung bewiesen.

3.1.20 Definition und Behauptung. Sei (Q, y) die Gesamtheit der Ketten beziiglich Q.
(1) @ heifit vollstdndige Ordnung bzw. cpo (engl. complete partial order) genau
dann, wenn @ Ordnung ist und lubg(x ") total ist.
(77) @ ist genau dann cpo, wenn @ Ordnung ist und folgende Beziehung gilt:

R Kette = lubg(R)L=1L

Beweis. Nur (ii) ist zu beweisen: Wir nehmen 0.B.d.A. an, daf§ @ Ordnung ist.
(1) Sei @ sogar cpo, dann ist nach (i) die Relation lubg(xT) total. Wir setzen weiter
voraus, R sei Kette. Nach 3.1.19 und 3.1.18(i) ergibt sich somit:

lubg(R)L = syq(R", x)lubg(x")L = syq(R", x)L = L.
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(2) Angenommen, fiir jede Kette R sei lubg(R) total. Aber nach 3.1.18(i7) ist die Re-
lation yT eine Kette, und somit ist lubg(x") nach Annahme total. Dies ist aber genau der
in (i) genannte cpo-Begriff. O

Fiir den Nachweis der cpo-Eigenschaft des Strombereichs ist die Gestalt der Zuordnung
von Ketten zu deren Suprema zu bestimmen. Diese kann wie etwa die Préfixordnung selbst
durch eine rekursive Aufschreibung bestimmt werden. Diese Aufschreibung, die in der
anschlieffenden Definition dargestellt wird, ist von der Struktur her derart &hnlich zu der
durch (Stry) charakterisierten Identitétsrelation, dafl wir die Bezeichnungsweisen £, ®, P, 7
in Analogie zu ¢, ¢, 0,1 gewdhlt haben.

3.1.21 Definition. Seien (¢, o,2,C) ein Strombereich und (C, y) die Gesamtheit der Ket-
ten beziiglich der Stromordnung C, dann definieren wir der Reihe nach die Relationen &,
®, P und schliefflich 7 wie folgt:

E = €<1XT,

P X',

P = syq(o"x, ),

7 = sup{X|X CETeU(Pp"NPXo")}. O

Dabei ist £ derjenige Punkt, der die Kette, die nur aus dem leeren Strom besteht,
bezeichnet. ® ordnet der gegebenen Kette das erste Element jedes in der Kette enthalten
Stroms zu, wihrend P jedem in der gegebenen Kette enthaltenen Strom das erste Element
entfernt und die so entstandene, moglicherweise leere Kette zuriickliefert.

Im nachfolgenden Satz wird nachgewiesen, dafl die Relation Z tatsdchlich die Gestalt
von lubr(xT) bestimmt. Da hierzu auerdem die Totalitdt von Z gezeigt wird, haben wir
den Existenznachweis fiir Ketten des Strombereichs ebenfalls bewéltigt, siehe 3.1.26.

3.1.22 Satz. Sei alles wie in 3.1.21.
(4) lub=(x") D .
(17) TL = L.
Bevor der Beweis des Satzes behandelt wird, wird eine Reihe von Lemmata bewiesen,

die sich vor allem mit den engeren Beziehungen zwischen den Kettenoperation £, ®, P und
den gewoOhnlichen Stromoperationen ¢, ¢, o beschéftigen.

3.1.23 Lemma. Sei alles wie in 3.1.21. Dann gelten:

CTo=¢ LClo=0pC" LCoé=:cLUs LCo=c"LUgL.

Beweis. Die Fixpunkteigenschaft von CT bzw. von C zeigt:
Clo=[Le U (pp" NoEToN)]p=¢NoCTo'p=pNol =Nl =0,
Clo=[Le U(¢o" NoCToM)]o = ¢pToN oET = oL N oCT = oL N ET = oL,
Co=["LU(¢pp" NoCoN)]p =cTLU S,
Co=[cTLU(¢pT NoCo")]o=cTLU pC a



3.1 Relationenalgebraische Beschreibung von Strémen 53

3.1.24 Lemma. Sei alles wie in 3.1.21. Dann gelten:

(i) xéT C ™.

(i) x® C pUeTL.

(iii) (x>E)T® C ¢.
Beweis. Ad (i): Es gilt x&T = xy(e<x")T = x(x>e") C 2.

Ad (ii) : Es gilt x® = yxT¢ C (EULCT)¢ = Co¢ nach 3.1.23. Von hier aus zeigt man
mit der Fixpunkteigenschaft von C, dafl gilt: Cép = [eTLU (¢p" N oCp" )] C e LU 6.

Ad (i74) : Es gilt (x>>£)T® C (CT<ax")x"¢ C C'¢ = ¢ nach 3.1.23. O
3.1.25 Lemma. Sei alles wie in 3.1.21. Dann gelten:

(i) PL=xToL = ®L = £TL.

(ii) P C ox UeTL.

(4ii) (x>>C) NLe™ C [(o™)>CJo" und somit (y>E)TP C o(x>C)T.

(i) L=sup{X | X C ETLUPX} = inf{X |ETLUPX C X} Usup{X | X c PX}.
Beweis. Ad (i) : Um nach (Chs) zu zeigen, daf gerade syq(o'y, x)L = oL gilt, geniigt

es folgende Beziehung herzustellen:

oxxTo C 0" (CULT)o=0"{c"LULeU[pp" No(CUL ) }o=CUL.
Ad (i7) : Es gilt, da o eindeutig:
XP = xsyq(e"x, x) € x(e"x>x) C oX = ox U ol = oy Ue'L.
Ad (iii) : Fiir den ersten Teil der Aussage errechnet man:

(x>C)NLe™ C (x>C)(ee" UeTL)NLe"

C [x>(Co)e" U x> (CeTL)]o" {pLnlg=plq}

C [x>(eEUeTl)]o" U[x>(eTL)]o" {3.1.23 und CeT =£T}
= (XDQ—E)QT U xToLo" { 0 ist eindeutig }

= \"eCo" = [(e™)>Clo".

Damit erhélt man den zweiten Teil der Aussage unter Verwendung von (i), woraus sich die
Beziehung P = xToL N'syq(o"y, x) ergibt, wie folgt:

(ETax")x oL N (x>C) Tsya(e™x, x)

CTol N (x>C)sya(S 0"\, T ')

oCTLN (x>0)Tsyq([(e)>C]T, (x>B)T) {3.1.23}

oL N (x>E){[(e™)>E]">(x>5) T}

Lo N (x> D) {[(eW)>C] "> (x>E) T}

o[(e™)>C]{[(e™)>C] > (x>5) T} {erster Teil der Aussage }
o(x>E)T.

(x>E)'P C
C

N

N N
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Ad (iv) : Die erste Gleichung der Aussage folgt aus (i) analog zum Beweis von 3.1.3(ii).
Fiihrt man die Relation K ein, fiir die KT = inf{X |£T UPX C X} gilt, dann 148t sich
analog zum Beweis von 3.1.5(i) die zweite und verbleibende Gleichung der Aussage mit
einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = KTLU X =Y zeigen. a

Beweis von 3.1.22. Ad (i) : Wir zeigen lubc(x") D Z in zwei Teilen gem#f

lubc (1) = lec(mac(x ")) = mac(xT) N mic(mac(x7)) :

,Z C mac(y")": Dazu zeigt man die dazu dquivalente Beziehung
xICEL,

die mit Hilfe der Schréder-Aquivalenzen hergestellt werden kann. Daher wird eine Berech-
nungsinduktion iiber P(X,Y) = xX C Y durchgefiihrt:

1. xL C L ist trivial.
2. Angenommen, es gelte yX C Y, dann folgt:

X[ETe U (®9T NPXo")]
C xETe U (x®o" N \PXoT)
C e'eU(pUceTl)gp" N(oxUeTL)X o] {3.1.24(d)—(4i), 3.1.25(i7) }
C LU (¢pT NoxXo")
C eTLU(¢9p" NoYoT).

»Z C mic(mac(xT))“: Dazu zeigt man hier die dazu dquivalente Beziehung
(x>O)'ZTcCcLCT.
Der Beweis erfolgt mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = (y>C)TX C Y
1. (x>>E)TL C L ist trivial.
2. Angenommen, es gelte (\>C)TX C Y, dann folgt:

(\>C)T[€Te U (BT NPX "]

C Leu[(x>D)T@o" N (x>L0)TPX o]

C LeU[poT No(y>C)TX 07 {3.1.24(4ii), 3.1.25(iii) }
C LeU(gp" NoYol)

Ad (ii) : Wir zeigen ZL = L in zwei Schritten geméfl der in 3.1.25(iv) vorgenommenen
Aufteilung des Préddikats L aller Ketten eines Strombereichs. Zuerst behandeln wir die
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Aussage ZL D inf{X |ETLUPX C X}, indem wir zeigen, da§ ZL Fixpunkt des in der
rechten Seite enthaltenen Funktionals ist:

ETLUPIL = €£TeLu (OdLNPTL)
= ETeLU (@ NPIo @)L
= ETeLU (@' NPZo")L = TL.

Mit Hilfe von (Strs) 148t sich die verbleibende Aussage ZL D sup{X | X C PX} beweisen:

ZLOsup{X | X C ®¢"'NPXo"} -sup{X|X CoLNoX} =sup{X | X C BLNPX}. O

3.1.26 Korollar. Unter den Voraussetzungen von 3.1.22 folgt:
(7) Die Stromordnung C ist eine cpo.
(i) R Kette = lub-(R) =syq(R", x)Z.

Beweis. Ad (i) : Aus 3.1.22 folgt unmittelbar lub=(xT)L D ZL = L. Also ist lub=(xT)
total. Nach 3.1.3(iii) ist die durch (Stry) definierte homogene Relation = Ordnung. Insge-
samt ist daher laut 3.1.20(¢) die Stromordnung C cpo.

Ad (i) : Da C Ordnung ist, ist lub(y") eindeutig. Damit folgt aus beiden, in 3.1.22
gezeigten Aussagen die Darstellung lub-(xT) = Z. Aus dieser Darstellung ergibt sich un-
mittelbar nach 3.1.19 die Behauptung:

R Kette = lubc(R) = syq(R", )lubc(x") = syq(R", \)Z . O

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Stromordnung, deren Nachpriifung wir fortlassen,
wird im nachfolgenden Faktum festgestellt.

3.1.27 Faktum. Aufgrund der Definition der Stromordnung durch (Stry) als rekursive
Aufschreibung 148t sich durch komponentenweise Betrachtung bestétigen, dafl die Strom-
ordnung sogar eine Wohlordnung ist, d.h. jede absteigende Kette von Stromen wird nach
endlich vielen Gliedern stationér. O

3.2 Die Kompositionsformen kommunizierender Systeme

Nachdem die Charakterisierung von Stromen und Stromoperationen dargestellt worden
ist, stellt dieser Unterabschnitt relationenalgebraische Mittel zur Beschreibung kommuni-
zierender Systeme durch Agentennetze bereit. Agenten oder auch Komponenten kénnen
sowohl mehrere Eingabe-, als auch mehrere Ausgabekanile besitzen. Da jeder Kanalinhalt
durch einen Strom modelliert wird, werden Agenten als Relationen auf Stromtupel darge-
stellt. Dasselbe Darstellungskonzept 14t sich fiir Agentennetze ungeédndert {ibernehmen,
da Agentennetze selbst als Beschreibungsmittel fiir Agenten verwendet werden (hierarchi-
sche Beschreibung von Agenten). Als Operatoren fiir die Komposition von Agentennetzen
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betrachten wir sequentielle Komposition, parallele Komposition und Riickkopplung, die in
der Relationenalgebra ausgedriickt werden.

Zur beabsichtigten Modellierung von Quell- bzw. Zielbereichen von Agenten gelan-
gen wir vom Strombereich zum allgemeineren Begriff des Stromverarbeitungsbereichs. Wir
verzichten jedoch auf eine ausfiihrliche Charakterisierung durch ein relationales System,
stattdessen betrachten wir stellvertretend lediglich die Ordnung eines Stromverarbeitungs-
bereichs.

3.2.1 Definition und Faktum. (i) C heilt Ordnung eines Stromverarbeitungsbe-
reichs genau dann, wenn es ein relationales System (¢g, 0o, €0, Zo) und Relationen 7, p, C;
gibt, die folgenden Bedingungen geniigen:

e (7, p) ist ein direktes Produkt, so dafl C = TCom! N pCypT gilt.
e (o, 00,20, ) ist ein Strombereich.

e [, ist entweder wieder Ordnung eines Stromverarbeitungsbereiches oder ein einele-
mentiger Bereich, d.h. es gilt C; =1 = L.

(17) Jede Ordnung C eines Stromverarbeitungsbereichs ist eine cpo.
(77i) Jede Ordnung C eines Stromverarbeitungsbereichs ist als Produkt von Wohlord-
nungen wieder eine Wohlordnung. O

In Punkt (i) der vorstehenden Definition und Behauptung ist der Fall des trivialen
Stromverarbeitungsbereichs ausgeschlossen, denn wegen O # L kann der Strombereich
iiber der leeren Menge, der dann aus dem einzigen Element des leeren Stroms bestehen
wiirde, nicht gebildet werden. Dies bedeutet, dafl jeder Agent mindestens einen Eingabe-
und mindestens einen Ausgabekanal besitzen muf, was keine Einschrénkung fiir die Be-
trachtungen dieser Arbeit bedeutet.

Um den Punkt (i7) einzusehen, betrachten wir die Gesamtheit (C, x) aller Ketten von
C. Aus einer in [Zierer 88, 4.2.1] errechneten Beziehung folgt

lubc (xT) = lube, (X ™)7 " Nlubz, (xp)p" bzw. lube (X)L = lube, (x'7)L N lubc, (xTp)L.

Es 148t sich leicht zeigen, daB "7 und x'p Ketten beziiglich T, bzw. C; sind. Weil mit
3.1.26(7) die Préfixordnung C eine cpo ist, ist Iubgo(XTw) total. Ferner ist C; eine cpo,
entweder weil der einelementige Bereich trivialerweise eine ist, oder weil dies (innerhalb
einer strukturellen Induktion) durch Induktionsannahme gefordert wird, so daB lubz, (x"p)
ebenfalls total ist. Dies zeigt die Totalitéit von lubz(xT) und die cpo-Eigenschaft eines
Stromverarbeitungsbereichs.

Die Ordnung eines Stromverarbeitungsbereichs werden wir ab sofort immer mit C be-
zeichnen, so wie die Konstanten O, I, L einen stillschweigenden Kontext voraussetzen. Da
C damit als die selbstverstdndliche Ordnung erscheint, lassen wir dariiberhinaus bei den
speziellen Funktionalen wie le, lub, etc. den Index C weg, wenn tatséchlich Bezug auf einen
Stromverarbeitungsbereich genommen wird.
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Da jeder Stromverarbeitungsbereich eine cpo ist, 1la8t sich fiir die Bildung von kleinsten
Fixpunkten gewinnbringend der Fixpunktsatz monotoner Funktionen auf kettenvollstandi-
gen Bereichen einsetzen, den wir anschliefend behandeln. Dabei ist es fiir spdtere Anwen-
dungen notwendig, die Gesamtheit der monotonen Funktionen durch relationenalgebraische
Spezifikation einzufiihren. Wir formulieren dabei den monotonen Funktionenraum und den
Fixpunktsatz monotoner Funktionen fiir allgemeiner gegebene Ordnungsrelationen und ge-
ben dann die Spezialisierung des Fixpunktsatzes auf Stromverarbeitungsbereiche an.

3.2.2 Definition und Faktum. (i) Seien @i, @, zwei homogene Relationen, zu denen
die Relationen m, p, €); gegeben sind. Das relationale System (7, p, €5r) heifit der Raum
der bzgl. ();,Q; monotonen Funktionen oder kurz der (bzgl. @;,Q2) monotone
Funktionenraum genau dann, wenn gilt:

(MSy) (m,p)ist ein direktes Produkt, so daB 7'e;; und p'eys definiert sind.

(MS;) syq(en, en) =1.
(MSs) syq(R",ep)L=L < R'RC (nrT Upp") N (mQ:7mT U pQsp") A Rr = L.

(77) Sei @ eine cpo mit monotonem Funktionenraum (7, p,€pr), so dal = N p definiert
ist. Dann gilt fiir jedes R:

syq(R", ex)L C leg(R(m N p))L.

(7ii) Ist C die Ordnung eines Stromverarbeitungsbereichs mit monotonem Funktionen-
raum wie in (i), dann gilt fiir jedes R die Beziehung syq(RT, €))L C le(R(7 N p))L. O

Die folgenden Bemerkungen beziehen sich auf die vorangegangene Definition und den
dazu aufgestellten Behauptungen.

In (M S3) charakterisiert der Ausdruck RTR C =277 U p=p" mit =; € {[, Q;} diejeni-
gen Relationen S mit ST=,S C Z,. Darunter fallen sowohl die Eindeutigkeits-, als auch die
Monotoniebedingung nach 2.4.1. Die Bedingung Rm = L stellt schliefllich die Totalitédtsfor-
derung dar.

In (ii) geht man davon aus, dal R eine Relation mit irgendeinem Quellbereich X und
mit einem Zielbereich von der Form A x A darstellt. Wann immer die Tupelmenge R(x) eine
monotone Funktion ergibt (,syq(RT, ey)L”), gibt es einen kleinsten Fixpunkt, der durch
den Ausdruck leg(R(m N p)) berechnet wird. Dies ist genau der bekannte Fixpunktsatz
monotoner Funktionen auf kettenvollstéindigen Ordnungen, siehe etwa [Nelson 89]. Der
Beweis der Behauptung lduft darauf hinaus, den zu gIbQ(E)7 siehe dazu 2.4.4, analogen
Ausdruck glbg (R[m N mag(p)]) durch eine transfinite Funktionsiteration zu berechnen, so
daf} das Analogon des Fixpunktsatzes 2.4.6 angewendet werden kann. Falls R jedoch kein
Vektor ist, benttigt man dazu, dafi der Quellbereich X vollstindig als eine Menge von
Punkten in der jeweiligen Relationenalgebra realisiert ist, weil die jeweils zu iterierende
Funktion durch den Ausdruck LpR fiir einen Punkt p aus dem Quellbereich von R fest
auszuwéhlen ist; wir vertiefen dies nicht weiter.

Der Punkt (ii7) ist lediglich die logische Konsequenz aus der Feststellung, daf§ jeder
Stromverarbeitungsbereich eine cpo ist.



58 3. Relationenalgebraische Spezifikation kommunizierender Systeme

Der Rest des Unterabschnittes ist der relationenalgebraischen Formulierung der Kombi-
natoren fiir Agentennetze gewidmet. Die betrachteten Kombinatoren sind iiberblicksartig
in Abbildung 3.2 skizziert.

| L | LR R
| R — S |
RoS R||S uR

Abbildung 3.2: Kompositionsformen o, ||, p.

Die sequentielle Komposition, die die Hintereinanderschaltung von Agenten vornimmt,
wird einfach durch die relationale Komposition dargestellt.

3.2.3 Definition. Seien R und S zwei Relationen, so dafl die Komposition RS definiert
ist. Der Ausdruck RoS heifit die sequentielle Komposition von R und S genau dann,
wenn gilt:

RoS = RS. <&

Fiir die parallele Komposition, die das Nebeneinanderlegen von Agenten bedeutet, ist
die Einbeziehung von direkten Produkten néotig.

3.2.4 Definition. (i) Sind zu R und S zwei direkte Produkte (71, p1) und (s, ps) gegeben,
dann heifit R||S die parallele Komposition von R und S genau dann, wenn gilt:

R||S = m R N piSp, .

(77) Man sagt, eine Relationenalgebra erlaubt parallele Komposition, genau dann,
wenn fiir je zwei Relationen R und S zwei direkte Produkte existieren, so dafi R||S gebildet
werden kann. <&

Der Punkt (ii) der vorstehenden Definition ist fiir die Verwendung als Voraussetzung
des nachfolgenden Resultats hinzugefiigt worden. Dieser Punkt ist keine zu harte For-
derung, denn die Kategorie REL der Relationen erfiillt die angegebene Bedingung. Der
verwendete Ausdruck, , parallele Komposition zu erlauben®, kénnte durch die kategorielle
Wendung, eine Relationenalgebra ,habe direkte Produkte“, ersetzt werden, weil die ge-
nannte Bedingung dquivalent ist mit derjenigen, die besagt, dafl zu je zwei Relationen R
und S ein relationales Produkt (7, p) derart existiert, daff RwT N SpT definiert ist. Diese
Begriffsersetzung erscheint jedoch kritisch, da, trotz der Ahnlichkeit der direkten Produkte
mit Produkten etwa in der Kategorie der Mengen, in Wirklichkeit die direkte Summe das
kategorielle Produkt in einer als Kategorie aufgefaliten Relationenalgebra ist.
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Wenn dem direkten Produkt die iibliche Interpretation durch das kartesische Produkt
unterlegt wird, ist die parallele Komposition aus der sequentiellen Komposition zweier
parallel komponierter Faktoren herausziehbar, so dafl eine parallele Komposition zweier
sequentiell komponierter Agenten entsteht. In der in der vorliegenden Arbeit betrachte-
ten Modellvorstellung kommunizierender Systeme wird lediglich asynchrone Kommunika-
tion iiber unbeschrinkt gepufferte Kanile betrachtet, weswegen das angesprochene Re-
sultat nicht iiberrascht. Interessant ist die Tatsache, dafl das Resultat nicht ohne weite-
res relationenalgebraisch bewiesen werden kann, denn die Subdistributivitdt der relatio-
nalen Komposition gegeniiber Schnitten erlaubt nur die Herstellung einer von den bei-
den moglichen Inklusionen. Dieser relationenalgebraische Sachverhalt kann zum Ausgangs-
punkt einer Untersuchung gemacht werden, die sich mit der Modellierung der parallelen
Komposition fiir Systeme mit einem gemeinsamen Speicher (engl. shared-state systems)
beschéftigt, weil fiir solche Systeme die Herausziehbarkeit der parallelen Komposition
im allgemeinen nicht gilt [Schmidt 94]. In der Verifikationspraxis wird aber dennoch die
Aussage, in der die Gleichheit gilt, bevorzugt, auch wenn die zusétzliche Forderung der
sicheren Zerlegbarkeit oder der konfliktfreien Komponierbarkeit (engl. safe decompositi-
on [Elrad, Francez 82| bzw. conflict-free composition [Janssen et al. 91]) erhoben werden
muf. Diese Forderung besagt, daf§ fiir die sequentiellen Komponenten (,,Schichten* oder
engl. ,layers®), die immer aus einer parallelen Komposition fest gewéhlter Lange bestehen,
die sogenannte Abgeschlossenheit der Kommunikation (engl. communication-closed layers
[Elrad, Francez 82]) gewéhrleistet sein mufl: Jede parallele Komponente einer Schicht darf
nur mit derjenigen parallelen Komponente der benachbarten Schicht kommunizieren, die in
der parallelen Komposition an derselben Position steht. Seine Bedeutung hat das Prinzip
der communication-closed layers dadurch erhalten, daf es fiir die Anwendung bei Verifi-
kationen zum Ausgangspunkt von kompositionalen Beweisverfahren gemacht worden ist
[Janssen et al. 91, Stomp, de Roever 89).

Der folgende Satz behandelt das vorstehend angesprochene Resultat beziiglich der Ope-
ratoren || und o, das aufgrund der Annahme einer asynchronen Kommunikation recht ein-
sichtig ist. In der vorliegenden Arbeit ist das Resultat wegen der Herausziehbarkeit von
parallelen Kompositionen aus relationalen Kompositionen wichtig, wie z.B. bei der Be-
trachtung der Abgeschlossenheit von parallelen Kompositionen nach oben oder der (ddmo-
nischen) Monotoniebedingung fiir parallele Kompositionen. Es stellt sich heraus, daf} ein
relationenalgebraischer Beweis in Relationenalgebren, die parallele Komposition erlauben,
moglich ist. Die Bezeichnung der in der Aussage des Satzes enthaltenen Beziehung mit
(CCL) entspringt aus der Gemeinsamkeit mit dem Prinzip der communication-closed
layers, obwohl die in der vorliegenden Arbeit betrachteten kommunizierende Systeme ge-
rade nicht iiber einem gemeinsamen Speicher konzipiert sind.

3.2.5 Satz. In einer Relationenalgebra, die parallele Komposition erlaubt, gilt fiir beliebige
Relationen @, R, S, T, fiir die die Kompositionen @S und RT definiert sind, die Aussage

(ccr)  (QR)o(S|IT) = (QoS)[[(ReT).
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Der Beweis des Satzes basiert auf einem Resultat beziiglich direkter Produkte, das in
[de Roever 74] als Axiom gefordert wird. Eine fiir unendliche Projektionen spezialisierte
Variante haben wir bereits in 3.1.2, siehe (), angesprochen. Da wir jedoch die Axiomati-
sierung des direkten Produkts nach [Zierer 88, Schmidt, Strohlein 89] gewihlt haben, muf
die zu 3.1.2(1) analoge Bedingung unter den angegebenen Voraussetzungen nachgewiesen
werden. Entsprechende Resultate fiir heterogene Relationenalgebren sind mit [Zierer 88,
2.6.2(7)] und [Desharnais et al. 94, Th. 4.1] erarbeitet worden, die im wesentlichen die Exi-
stenz zusétzlicher direkter Produkte erfordern, wie sie in Relationenalgebren, die parallele
Komposition erlauben, bereitgestellt werden.

(QUIR)o(S[IT), (QoS)|[(RoT)

T

Q [+ S

o A B C
7T1T T2 T7T3
Ax D Bx E C x F
Pll P2 lp?,

D FE F
R T

Abbildung 3.3: Parallele Komposition.

Beweis von 3.2.5. Seien zu Q, R, S, T drei direkte Produkte (7;, p;) (i = 1,2, 3) gegeben,
die die Bildung von (Q||R)o(S||T') erméglichen. Um den relationenalgebraischen Beweis zu
erbringen, der sich lediglich als starke Vereinfachung des Beweises von [Desharnais et al. 94,
Th.4.1] ergibt, ist die Existenz eines zusitzlichen direkten Produkts (o, ) erforderlich, fiir
das die relationenalgebraischen Ausdriicke oy und 75 definiert sind. Dies ist offenbar der
Fall, wenn die Relationenalgebra folgende ternére parallele Komposition erlaubt, wobei
(00, 79) ein weiteres relationales Produkt ist:

(QIR)|IS = o(mQmy N p1Rp3)og NTSTy .

In Abbildung 3.3 ist die beschriebene Situation bildlich dargestellt, wobei wir auf das
nicht wesentliche relationale Produkt (o9, 7o) verzichtet haben. Es ergibt sich mit Hilfe des
zusitzlichen direkten Produkts (o, 7) folgende Schlufikette:

QST Ny RTp; = (mQNo'7)Sty N pRTpy
QT No") TSt N p RT3
QT N )[rSmy N (rQ ! No)p RTpi]

QT N )[rS7y N (r7y pa NoprR)Tp3]

(
(
(
(
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(mQ7" No")[rSty N (rmy NapiRpy )paTps]

C (mQrTna")(rmy NapiRpy)[(mam" N paRp; 07 )7 S73 N paTpi]
C (mQmy N piRpy ) (7S5 N paTp3)

C 7r1Q7r2T7T257r3T N lepngpg = 7r1Q57r3T N leTp;.

Damit ist das Resultat bewiesen. Ergénzend zu fritheren Betrachtungen sei noch einmal
betont, dal das Resultat (CCL) in der Kategorie REL der Relationen gilt, da diese par-
allele Komposition erlaubt. Die an die zugrundeliegende Relationenalgebra gestellte For-
derung, parallele Komposition zu erlauben, wird gerechtfertigt dadurch, dal es nur in
solchen Relationenalgebren sinnvoll ist, Ausdrucksmittel einer Sprache fiir Agentennetze
bereitzustellen. Dies ist sicherlich eine stédrkere Begriindung fiir die Existenz der bendétig-
ten, zusétzlichen direkten Produkte, als die in [Zierer 88] oder in [Desharnais et al. 94]
vorgestellten, recht technischen Erlduterungen. O

Die Riickkopplung ist eine Moglichkeit, in einem Agenten ein Ausgabekanalbiindel mit
einem passenden Eingabekanalbiindel zu verbinden. In der Praxis benétigt man diesen
Kombinator fiir die Beschreibung geschlossener Systeme, wie z.B. Verbraucher-Erzeuger-
Systeme. Die Verbindung von Ausgabekanélen zu Eingabekanélen bewirkt technisch, daf
die Zustédnde der jeweiligen Kanile im Endeffekt der Riickkopplung den gleichen Inhalt ha-
ben. Dies fiihrt gewohnlich auf die fixpunkttheoretische Betrachtung des Riickkopplungs-
operators, bei der, operationell gesehen, ausgehend vom leeren Strom als Anfangszustand,
der Agent solange auf seine Argumente angewandt wird, bis der Inhalt der riickgekoppelten
Kanile stabil wird.

In der anschliefenden Definition werden zwei verschiedene Konzepte von Riickkopp-
lungsoperatoren vorgestellt. Zum einen wird das Konzept der Darstellung von riickge-
koppelten Kanalinhalten als kleinste Fixpunkte beriicksichtigt, die — zumindest im Falle
von Funktionen — mit der eben beschriebenen Iteration berechnet werden kénnen. Da aber
Agenten allgemeiner durch Relationen dargestellt werden sollen, konnen kleinste Fixpunkte
nur selten existieren. Deshalb wird zum anderen ein Konzept des Riickkopplungsoperators
vorgelegt, der wie in [Sheeran 90| die Einbeziehung sdmtlicher méglicher Fixpunkte als
Zusténde der riickgekoppelten Kanéle beinhaltet.

3.2.6 Definition. Seien zu R zwei direkte Produkte (7, p1) und (7, p2) wie in Abbildung
3.4 gegeben.
(7) R heifit die Riickkopplungskomposition von R geméf kleinster Fixpunkte
genau dann, wenn gilt:
pR =le(r{ (RN pip;)).

(77) ¥R heift die Riickkopplungskomposition von R geméif beliebiger Fixpunk-
te genau dann, wenn gilt:
TR =1/ (RN pip;). &

In beiden Punkten der vorstehenden Definition, ebenso wie in Abbildung 3.4, wird da-
von ausgegangen, daf} ein riickgekoppelter Agent sowohl Eingabe-, als auch Ausgabekanile
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LR, R

1 R
X X xZ Y x 7

P1 P2 T2
A Y

Abbildung 3.4: Riickkopplung.

besitzt, die nicht in Riickkopplung verschaltet ist, und dafl die riickgekoppelten Ausga-
bekanile nicht wie die entsprechenden Eingabekanéle vor dusseren Eingriffen abgeschirmt
(,verborgen®, engl. (channel) hiding) werden, sondern ihre Ausgaben auch nach aufien
tibertragen werden. Punkt (7) ist besonders fiir monotone Funktionen R geeignet, wie schon
in der Vorbemerkung zur vorstehenden Definition bemerkt worden ist; zusétzlich wird aber
das le-Funktional so eingesetzt, dafl alle und eben insbesondere die nicht riickgekoppelten
Ausgabekanile den im Sinne der Ordnung des Stromverarbeitungsbereichs kleinsten Inhalt
zum Zweck einer eindeutigen Zurordnung abliefern. Der Riickkopplungsoperator fiir allge-
meine Relationen kann und mufl auf die Bildung kleinster Ausgabehistorien verzichten,
denn einerseits ist die eindeutige Zuordnung bei Relationen nicht gefordert, und anderer-
seits ist fiir Relationen selten die Existenz kleinster Elemente garantiert. Die Bezeichnung
VR in Punkt (i) der vorstehenden Definition entspringt einer Analogie zum friiher de-
finierten Fixpunktbildungsfunktional ¥, da beide mit der Bildung der Gesamtheit aller
Fixpunkte zu tun haben.

Analog zu 3.2.4(i7) liefle sich in 3.2.6 der Begriff der Erlaubnis fiir Riickkopplungskom-
positionen einfithren. Es stellt sich ohnehin die Frage nach der praktischen Verwendbar-
keit der Netzoperatoren, bei denen oft die Existenz einer Anzahl von direkten Produkten
gefordert wird, was die Modellwahl beziiglich der Relationenalgebra einschrinkt. Diese
Einschrdnkung wird in der vorliegenden Arbeit deswegen nicht als stark gewertet, da die
geforderten Eigenschaften zumindest in der Kategorie REL der Relationen erfiillt sind.
Vielmehr stellt sich die Frage nach dem Einsatz der wegen der direkten Produkte recht
exakt ausfallenden Notation. Zur Illustration betrachten wir einen aus [Broy, Stglen 94]
entnommenen Kombinator, der in einem noch zu betrachtenden Sinn allgemeiner als die
drei bisher definierten ist. Der Kombinator verschaltet zwei Agenten derart, dafl jeweils ein
Ausgabekanalbiindel des einen Agenten mit einem Eingabekanalbiindel des anderen, sozu-
sagen in einer verschrinkten Riickkopplung, verbunden wird. In der nachfolgenden Defini-
tion werden wir jedoch die auf allgemeine Relationen erweiterte Version des Kombinators
betrachten. D.h. wir nehmen &hnlich zu ¥ Bezug auf die Gesamtheit aller Fixpunkte der
verschrinkten Verschaltung, anstelle der nur kleinsten Fixpunkte nach [Broy, Steglen 94].
In der vorliegenden Arbeit wird nur die beschriebene Version des Kombinators betrach-
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tet, so dafl wir den Kombinator wieder mit @ bezeichnen und keine davon abweichende
Benennung vornehmen.

AxC
1
Ax X xY xC
7T11¢—/ \—VOU
f1
A 7T12AXX P12 13 YXCP13 ¢
X xY R X Y S R®S
B T21 BxY P21 T22 XxDp22 D
P
’ 7T23t—\ [—?P23
BxYxXxD
2
B x D

Abbildung 3.5: Zur relationenalgebraischen Modellierung von ©.

3.2.7 Definition. Seien zu R, S acht direkte Produkte (my, p1), (72, p2), (mij, pij) (1 =1,2
und j = 1,2, 3), wie in Abbildung 3.5 dargestellt, gegeben. Dann &8t sich diejenige Relation
R ©® S einfiihren, fiir die gilt:

R®S = 7T1T(7r11R7T2T3 N pHSp;% N 7r11p127rg2pg3 N p117T13p;-17T;3)7T2 &

Wenn man in Abbildung 3.5 die Existenz eines weiteren direkten Produkts (fiir
X xY') annimmt, dann folgt die vorstehende Definition des Kombinators @ dem Sche-
ma V(R||S)omy, weil mittels dem zusétzlichen direkten Produkt die Beziehung

T T T T _T
P1Py = T11P12T99P93 (N P11T13021 T o3

gezeigt werden kann. Die Plausibilitdt der Definition wird jedenfalls in nachfolgendem
Satz formaler iiberpriift, indem nachgewiesen wird, daff mit dem Kombinator ©@ die bisher
betrachteten wiedergewonnen werden kénnen. Die Wiedergewinnung, d.h. die Ausdriick-
barkeit von Kombinatoren durch @, kann dadurch erfolgen, dafi die in Abbildung 3.5
angegeben Bereiche von A bis D, X und Y gewissermaflen als freie Variable des durch
den Kombinator @ vertretenen Kompositionsschemas betrachtet werden. Dabei setzen wir
als zusétzliche Beweistechnik die Intuition des kartesischen Produkts in zweifacher Weise
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ein: Wird erstens in irgendeinem Produkt £ x F' der Bereich F' als einelementiger Bereich
bestimmt, so ist (I, L) das einzig mogliche Projektionenpaar zu E x F'. Zweitens werden wir
zwei Projektionenpaare (71, p1) und (73, p2) zu demselben kartesischen Produkt E x F' mit-
einander identifizieren, denn bekanntlich erh#lt man 717J N p1pd als Isomorphismus, siehe
etwa [Schmidt, Stréhlein 89, 7.5.2], den man fiir die nachfolgenden Rechnungen o.B.d.A.
genauso gut mit I gleichsetzen koénnte.

3.2.8 Satz. Jede der Kompositionsformen o, ||, ¥ 148t sich durch die Kompositionsform
@ ausdriicken.

Beweis. Ad o : Seien zu R, S die acht direkten Produkte nach 3.2.7 gegeben. Um die
sequentielle Komposition zu erhalten, konzipieren wir R als Relation von A nach Y und
S als Relation von Y nach D; die Bezeichnungen der Bereiche entstammen der Abbildung
3.5. Dies bedeutet aber, daf§ B,C, X alle drei den einelementigen Bereich bezeichnen, so
daf} folgende Gleichungen gelten:

T2 =1, p1a = |—,7T13:L/013 =L, my = L7P21 =1, my = L,P22 =1.

Da aber demnach die Projektionen des direkten Produkts (7, p;) dieselben Zielbereiche
haben wie die von (71, p11), konnen wir beide direkte Produkte aus den in der Vorbemer-
kung zu dem Satz vorgebrachten, intuitiven Griinden gleichsetzen. Genauso gilt folgende
Gleichsetzung: mo3 = po, pag = 2. Mit diesen Bestimmungen ergibt sich:

R®S = af(muRryy N p11Spys N milpgs N piimys)pas
T (TR 0 p1a)mas N p1iSpgs) pos

(TR0 1)L N pS)

[

(

mh[(m R0 p )L 0 S
-

1
= Ty WllRﬂpH)S = RS = RoS.

Ad || : Seien wieder zu R, S die acht direkten Produkte nach 3.2.7 gegeben. Die parallele
Komposition wird durch die Abtrennung der Kanalriickfiihrung gewonnen. Dies bedeutet,
dafl die Bereiche X und Y in Abbildung 3.5 beide den einelementigen Bereich bezeichnen,
und es gelten folgende Gleichungen:

m=Lp=Lm=0Lp=Lm=1p=_Lm =1py =L,

T3 = L,P13 =1,my = L7P22 =1I.

Die iibrigen Projektionen bleiben unverdndert und es ergibt sich somit:

R@S = 7r11R7T2T3ﬂp115p;3 N 7r11Lp;3ﬁp11L7r2T3
= muRmyNpuSpy, = R|S.

Ad ¥ : Diesmal ist nur die Relation R gegeben. Um die Riickkopplung nach Abbildung
3.4 zu erhalten, setzt man die in Abbildung 3.5 dargestellten Bereiche X und Y mit D
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gleich. Ferner wird der Bereich C als einelementig bestimmt. Dementsprechend definiert
man die Relation S durch S = 7, N pd,, d.h. S kopiert die erhaltene Eingabe auf beide
Ausgabekanile. Zu R und dem eben definierten S nehme man wieder die Existenz der
nach 3.2.7 geforderten direkten Produkte an. Dabei gelten wegen der Festsetzungen der
Bereiche XY, C die folgenden Gleichungen:

m3 =L, p13 = L, Ma3 = Mo, pa3 = p2, Sm2p = L.

Ferner setzen wir m; = w1172, denn beide Seiten der Gleichung leisten die Projektion von
A x D x D auf A (A x C ist durch die obige Festsetzung bekanntlich zu A degeneriert).
Damit ergibt sich:

R®S = ahynf|[muRrg 0 p1i(Tg 0 p3)pas 0 Ti1praTaspaz N P11 P T Tag
T (TR N pripg; )75 N [T1p1amgy N pa(73, N p3a)] o3 b2
= whm{muR N p1ps O (T2 N p11)mgy N pripg|L}
= AL {0 pipg N [(T1p12 O pin) T3y N priplslpasl}
= L [T R0 prpgy O (T N pu)L
= L AT RO [pn N (mp 0 pn)Lps
Tlom [T R O (11012 0 p1a ) p3,)
= Th(RNpipy) = VR. 0

3.3 Operationelle Semantik und die Brock-Ackermann-Anomalie

In den beiden vorangegangenen Abschnitten ist eine relationenalgebraische Sprache vorge-
stellt worden, die prinzipiell die Spezifikation kommunizierender Systeme mit stromverar-
beitenden Relationen erlaubt. Im Augenblick verstehen wir unter einer stromuverarbeitenden
Relation lediglich jede Relation R, zu der zwei Ordnungen C;, C, von dazugehérigen Strom-
verarbeitungsbereichen existieren, so dafl C; RC, definiert ist. Ferner enthélt die Sprache
noch keine Moglichkeit zur Bildung rekursiv definierter Agentennetze, so dafl die Aus-
drucksstirke in der angestrebten ad-hoc-Verallgemeinerung des Ansatzes von [Kahn 74]
noch nicht erreicht wird. Wir sehen deshalb davon ab, weil die Kldrung des Verhéltnisses
des angegebenen denotationellen Modells der stromverarbeitenden Relation zu einer ent-
sprechenden operationellen Semantik noch aussteht. Auflerdem sind noch keine Beispiele
fiir Agentennetze in der angegebenen relationenalgebraischen Notation betrachtet worden.
Dieser Abschnitt sieht seine Aufgabe darin, die bekanntlich fehlende Ubereinstimmung zwi-
schen operationeller und denotationeller Semantik von Agentennetzen bei uneingeschrank-
ter Verwendung von stromverarbeitenden Relationen aufzudecken [Brock, Ackermann 81],
woraus sich die Ausgangssituation fiir den in den folgenden Kapiteln beschriebenen Ansatz
ergibt.

Das im folgenden vorgeschlagene operationelle Modell fiir Agentennetze folgt den in
[Keller 78, Broy 88| beschriebenen Ansétzen. Im wesentlichen wird zu einem Agentennetz
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ein Automat oder ein Transitionssystem konstruiert, der als Zustandsmenge die Gesamt-
heit der Tupel der Inhalte sdmtlicher, vorkommender Kanéle hat. In Abbildung 3.6 wird
die Konstruktion des Automaten aus einem Agentennetz, das dort als Datenflulgraph be-
zeichnet wird, fiir ein bestimmtes Beispiel bildlich dargestellt: Um die mit ¢ bezeichnete
Transitionsrelation des Automaten zu erhalten, wird der Datenflulgraph in einer Weise
angeordnet, die in [Keller 78] als ,bundling® bezeichnet wird, und bei der die Agenten
nebeneinander aufgereiht werden, so daf alle beteiligten Kanéle als Eingédnge der Transiti-
onsrelation erscheinen. Die Ausgédnge der Transitionsrelation bestehen ebenfalls aus allen
beteiligten Kanilen, jedoch ohne den globalen Eingabekanélen des Agentennetzes. Weil die
Transitionsrelation eines Automaten als Zustandsmaschine homogen sein muf}, werden die
globalen Eingabekanéle des Datenfluigraphen identisch iibermittelt, was in Abbildung 3.6
durch eine gestrichelte Fortfilhrung des Eingabekanals des Beispiels dargestellt worden ist.
Die Abbildung 3.6 zeigt also auf der linken Seite den Ausgangsgraphen des Agentennetzes
und auf der rechten Seite einen bis auf die Fortfiihrung des Eingabekanals isomorphen
Graphen, aus dem die Transitionsrelation des zugehorigen Automaten ablesbar ist.

a INC a| b c d e f
e K
¥ oo >
p| |p N |
) ; = V| D MERGE R, |INC D
MERGE 6
: | LT
Ry : b c a
d al

Abbildung 3.6: Datenflufligraph und Transitionsrelation.

Die Formalisierung des operationellen Modells wird in zwei Schritten durchgefiihrt, die
an die in [Broy 88| angegebene angelehnt ist. Im ersten Schritt fithren wir nachfolgend den
Begriff des interpretierten Datenflufligraphen ein, der in der zu betrachteten operationel-
len Semantik zu einem gegebenen Agentennetz assoziiert wird. Der Datenflufigraph wird
interpretiert genannt, weil er abgesehen von der Wiedergabe der Verbindungsstruktur des
Agentennetzes Knoten tréigt, die mit stromverarbeitenden Relationen bewertet werden, die
die Semantik der einzelnen Agenten darstellen. Im iibrigen stammt der Begriff des inter-
pretierten Datenflufigraphen aus [Broy 88], den wir aus Analogiegriinden hinsichtlich der
Bezeichnung iibernommen haben. In der anschliefenden Definition wird ausnahmsweise
das verwendete Modell der Relationenalgebra nicht anonym unterstellt, sondern benannt,
weil die Struktur des interpretierten Datenflufgraphen Abbildungen in die unterliegende



3.3 Operationelle Semantik und die Brock-Ackermann-Anomalie 67

Relationenalgebra enthélt.

3.3.1 Definition. Sei H eine vorgegebene Relationenalgebra.
Eine Struktur (V, E, I, O, co,in, out, label) heifit interpretierter Datenflufligraph ge-
nau dann, wenn folgendes gilt:

e 1 ist eine Menge von Knoten,

E ist ein |E|-dres direktes Produkt, das sowohl die Kantenmenge vertritt, als auch
den Zustandsraum beschreibt,

e [ C FE beschreibt die Menge der (Projektionen auf die) globalen Eingabekanile,
wahrend O C F die Menge der globalen Ausgabekanéle symbolisiert.

e [abel: V — 'H ist eine Funktion, die jeden Knoten v €V auf eine stromverarbeitende
Relation label(v) abbildet.

out in out.

e co = (p", p2""),cp ist eine Familie von Funktionen p, p2“: V — 'H, die folgendes
beinhalten:

— fiir jeden Knoten v € V' ist das relationale System (p(v)),er das direkte Pro-
dukt der Stromtupel des Quell-Stromverarbeitungsbereichs;

out

— fiir jeden Knoten v € V' ist das relationale System (p3"(v))xep\; das direkte
Produkt der Stromtupel des Ziel-Stromverarbeitungsbereichs,

wobei Auslassungen von Projektionen mittels einelementiger Grundbereiche, d.h.
mittels Projektionen der Form L mit der Eigenschaft I = L, gekennzeichnet werden,

e in,out: V — 'H sind zwei Funktionen, fiir die folgendes gilt:

in(v) = () mp(v)", out(v) = (] Tp2(v)". &

TeEL TEE\I

Die Relationenalgebra wird gewohnlich selten bei der Abfassung einer operationellen
Semantik eingesetzt, genauso selten wie sie fiir die Notation konkreter Beispiele wie die
Applikation einer Stromoperation auf konkret vorgegebene Stréme in Anwendung kommt.
Dies liegt vor allem daran, daf§ die Mittel der Relationenalgebra bevorzugt fiir die kom-
ponentenfreie Formulierung und formale Absicherung von allgemein gefafiten, also {iber
Quell- bzw. Zielbereich von Relationen quantifizierten Aussagen verwendet werden. Aller-
dings zwingt die Relationenalgebra bei der Formulierung der operationellen Semantik dazu,
sich auf die Formalisierung der wesentlichen Aspekte zu beschrdnken. Die vorstehende De-
finition des Begriffes des interpretierten Datenflufigraphen ist gerade so gefafit, um die in
Abbildung 3.6 dargestellte Transitionsrelation ¢ formulieren zu koénnen. Obwohl der in-
terpretierte Datenflufligraph nicht etwa mit den Mitteln der relationenalgebraisch gefafiten
Graphentheorie aus [Schmidt, Strohlein 89], sondern eher analog zu [Broy 88] formuliert
worden ist, handelt es sich dennoch um einen Graphen, bei dem die Verbindungsstruktur
durch die Operation co wiedergegeben wird. Die Familie co von Funktionenpaaren for-
malisiert die Anschliisse der Eingabe- bzw. Ausgabekanile der einzelnen Agenten zu den
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Kanalkanten des Agentennetzes, d.h. jede Kante des Datenflulgraphen wird dem dazu-
gehorigen Ein- bzw. Ausgang eines Agenten zugeordnet. Die Funktionen in,out fiihren
diesen Anschlufl geméafl co dann auch aus, indem fiir jeden Knoten entsprechende Teile des
Zustandstupels dem jeweiligen Ein- bzw. Ausgabetupel des zu dem Knoten gehdrenden
Agenten iibermittelt werden.

Der verbleibende zweite Schritt betrifft die Behandlung des Begriffs einer Berechnung in
einem gegebenen interpretierten Datenflulgraphen, die mit der anschliefenden Definition
vorgenommen wird. Dabei werden wir zunéchst den Begriff der Berechnungssequenz be-
zogen auf eine vorgegebene Eingabe einfiihren. Die Eingabe wird formal dargestellt durch
ein an die globalen Eingabekanile des Datenfluligraphen anzulegendes Stromtupel, das auf
ein geeignetes direktes Produkt pafit. Genauer heifit ein Punkt £ ein auf das direkte Pro-
dukt (§y)per passendes Stromtupel genau dann, wenn es eine Familie (py)yer von Punkten
und eine Ordnung C eines Stromverarbeitungsbereichs gibt, so dafi § = N,¢; pzpﬁl cC
gilt. Fiir spitere Betrachtungen ist es entscheidend, den Begriff der Berechnungssequenz
von einer Einschréinkung der Interpretation der Knoten eines interpretierten Datenflufigra-
phen, die bisher lediglich durch die Funktion label vermittelt wird, abhingig zu machen.
Diese Einschrédnkung wird durch den Begriff der Agenteninterpretation vorgenommen, wo-
bei eine Familie F' = (F,),cy von Mengen F, von Relationen eine Agenteninterpretation
genau dann genannt wird, wenn fiir jeden Knoten v € V folgendes erfiillt ist: Es gilt
sup{f | f € F,} = label(v) und jede Relation f € F, ist eine stromverarbeitende Funktion,
d.h. eine monotone Funktion beziiglich der durch label(v) vorgegebenen Ordnungen von
Stromverarbeitungsbereichen.

Der Begrift der Berechnungssequenz selbst beruht auf der relationenalgebraischen Mo-
dellierung der Transitionsrelation des zu gewinnenden Automaten. Anstatt ndmlich eine
Familie von Punkten zu fordern, die die Berechnungszustédnde beschreiben sollen, wird ei-
ne Berechnungssequenz durch die Transitionsrelation ausgedriickt, mit der Ausnahme, dafl
die identische Ubermittlung der Eingabekanile durch das konstante Anlegen der Eingabe
an die Eingabekanéle ersetzt wird. Dies hat fiir den anschliefend festzusetzenden Begriffs
des Ergebnisses einer Berechnungssequenz die Folge, daf§ an die Stelle der Supremumsbil-
dung wie etwa in [Broy 88] die Bildung von kleinsten Fixpunkten mit dem Funktional i
(siehe 2.4.6) tritt, da die Berechnung nunmehr bei dem leeren Stromtupel beginnen kann,
denn bereits der erste Berechnungsschritt liefert unmittelbar das Anlegen der Eingabe an
den Eingabekanélen. Wegen dem Fixpunktsatz monotoner Funktionen auf cpos kann zur
Vereinfachung auf die in [Broy 88] geforderte Stetigkeit stromverarbeitender Funktionen
verzichtet werden, denn es ist klar, dafl die angegebene Relation 6 eine monotone Funktion
ist. Wir haben fiir Berechnungssequenzen die Bezeichnung ¢ gew#hlt, um die Abstiitzung
auf die Transitionsrelation, die in Abbildung 3.6 ebenfalls mit ¢ bezeichnet worden ist,
anzudeuten.

3.3.2 Definition. Sei (V| E, 1,0, co,in,out,label) ein interpretierter Datenflufigraph, F
eine Agenteninterpretation, sowie £ ein auf das direkte Produkt (&,)yer passendes Strom-
tupel.

(7) Die Relation 6 heifit eine Berechnungssequenz unter F' auf Eingabe ¢ genau
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dann, wenn zu jedem Knoten v €V eine Relation f, mit f, € F, gewdhlt werden kann, so
daf

(sng(mw)mmm o out(w)".
pel veV

(17) Ist 6 eine Berechnungssequenz unter F' auf Eingabe ¢, dann heifit die von 6 abhingi-
ge Relation o das Ergebnis der Berechnungssequenz genau dann, wenn o = p-(6) gilt,
wobei C hier fiir N,cp 7En' steht. <&

Die in [Broy 88| mit Hilfe der Angabe einer entsprechenden denotationellen Semantik
nachgewiesene Ubereinstimmung des in der vorliegenden Arbeit angegebenen operationel-
len Modells mit dem denotationellen Modell der Mengen von stromverarbeitenden Funktio-
nen ist klar, weil die Agenteninterpretation jede Zerschneidung der stromverarbeitenden
Relationen label(v) fiir v €V in stromverarbeitende Funktionen zulé8t. Intuitiv leistet die
Agenteninterpretation eine operationelle Betrachtung der Riickkopplung als Bildung klein-
ster Fixpunkte mit Ketten, die fiir jeden riickgekoppelten Kanal mit dem leeren Strom als
Kanalinhalt beginnen, was genau der Intention der Riickkopplung entspricht.

Um nach den generellen Anmerkungen die oben eingefiihrten Begriffe beziiglich des
operationellen Modells zu illustrieren, wird das durch Abbildung 3.6 gegebene Beispiel
eines Datenflugraphen ndher betrachtet.

3.3.3 Beispiel. (i) Zunéchst wird der interpretierte Datenflufigraph, der zu dem auf der
linken Seite von Abbildung 3.6 dargestellten Agentennetz gehért, konstruiert:
V ={1,2,3,4,5},
E= (7Ta7 Ty Ty, Td,y Te, 7Tf)a
I ={n,}, O={r4},
v |t | 2 | 3 | 4 | 5
label(v) | D |MERGE| R, | INC [ D

out

co = (pw s Py Jyek, so dafl
pr(1) =1 ppt(1) =1
pm,( )=, P (2) = p; pi’r’jt( ) =1
pﬂ_c (3) — I pout(
P (4) =1 pot(4
pﬂ—e (5) _ I pout(
und alle ﬁbrlgen glelch L,

7

)
)=
)=
) =

2 | 3 | 4 | 5
7rb7rT N 7rpr e Td Te
out T T Te f.

Man sieht deuthch, wie die Verbindungsstruktur sich in den Operationen co,in, out mani-
festiert, insbesondere etwa wie der MERGE-Knoten mit den zwei Eingéngen b, f und dem
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Ausgang ¢ an den umgebenden Graph angeschlossen wird.

(77) Ausgehend von dem eben definierten interpretierten Datenflulgraphen, nehmen wir
die Existenz einer Agenteninterpretation F' an und geben die Eingabe &, die nunmehr aus
einem Punkt besteht, da ja als einziger globaler Eingang nur der Kanal a vorhanden ist.
Eine Berechnungssequenz unter F auf Fingabe & nimmt fiir das Beispiel folgende Gestalt
an:

6 = Lér] N fum) N (mpm’ N 7rpr)f27rcT N Tefamy Nmgfam) N 7ref57r; )

Dies entspricht der Transitionsrelation, die auf der rechten Seite von Abbildung 3.6 gezeigt
wird, wobei in der relationenalgebraischen Fassung die gestrichelt eingezeichnete identi-
sche Ubermittlung des Eingabekanals a durch das konstante Anlegen der Eingabe ¢ gemé&B
den Vorgaben des Begriffs der Berechnungssequenz ersetzt wird. Fiir das Ergebnis von
Berechnungssequenzen schliefilich 148t sich folgende Tatsache nachweisen, die einen Zu-
sammenhang des operationellen Modells zur vorgestellten relationenalgebraischen Sprache
fiir Agentennetze beziiglich des betrachteten Beispiels herstellt:

NE(‘S)Wd = L& p[(L| fa) o (fill f5)o fao f3] -

Die linke Seite der Gleichung berechnet den globalen Ausgabewert, der mit 7, aus dem
Ergebnis der Berechnungssequenz herausprojiziert wird. Dieser Ausgabewert wird nach
der rechten Seite der Gleichung auch durch Auswertung der auf die Eingabe L¢ ange-
wendeten Termdarstellung des Agentennetzes in der vorgestellten relationenalgebraischen
Sprache erhalten (insbesondere bezeichnet p auf der rechten Seite der Gleichung den Riick-
kopplungsoperator nach 3.2.6(i)). Der Beweis der vorstehenden Beziehung wird hier nur
skizzenhaft angegeben: Schreibt man 6 = L&xr] N A, dann ist

pe(®)mg = le(L(Lén] NANT)) 7y = le(Lén] [INLANT))7g = LE-le(m] (A N 1))7g
= L&le(r;(AND) - (AnD))my == L& le(r{ (RN pipy))

wobei die Relation R fiir den Ausdruck (I)|fy)o(fi]|f5)o foo f3 steht, das direkte Produkt
(71, p1) derart gewdhlt ist, dafl der Ausdruck 7r17rJ N plwg definiert ist, und die Beziehung
p2 = I (einziger Ausgabekanal wird riickgekoppelt) gilt. Im nicht dargestellten Teil des
Beweises wird ein weiteres binéres direktes Produkt fiir die Bildung von (I|| fs)o( f1|| f5), also
fiir den Ausgang von I||f, und simultan fiir den Eingang von fi||f5 ben6tigt, der Ausgang
von fi||fs paBt auf (7, p) = (p(2))rep, dem Eingabeprodukt des MERGE-Knotens. Als
Voraussetzung fiir den Nachweis der Gleichung beziiglich pi-(6)my wird jedenfalls benétigt,
daf die zugrundeliegende Relationenalgebra parallele Komposition erlaubt. O

Die operationelle Semantik ist so gewéhlt, dafl die stromverarbeitenden Relationen, mit
denen die Knoten bewertet werden, je Agenteninterpretation beliebig in stromverarbeitende
Funktionen ,,zerschnitten® werden kénnen, wie wir bereits erldutert haben. Die vorgestellte
relationenalgebraische Sprache zur Spezifikation von Agentennetzen impliziert eine denota-
tionelle Semantik, in der von einer Zerschneidung in stromverarbeitende Funktionen abstra-
hiert wird und lediglich die Information, die in der Interpretation eines Knoten durch die
stromverarbeitende Relation selbst enthalten ist, gewertet wird. Fiir die Ubereinstimmung
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des denotationellen Modells der stromverarbeitenden Relationen mit der operationellen Se-
mantik, miifite daher bei Anwendung der Operatoren die Wahl der Agenteninterpretation
ohne Belang sein. Dies ist aber nicht der Fall; der Grund hierfiir liegt an der sogenannten
Brock-Ackermann-Anomalie [Brock, Ackermann 81]. Dort ist gezeigt worden, dafi es zwei
stromverarbeitende Relationen R, Ry und zwei Kontexte Cy,Csy gibt, so dafl

Ry # Ry Ci(Ry) = Ci(Ry) Ca[Ci(Ry)] = Co[Cy(Ry)]

gelten, wobei Kontexte fiir beliebige Kombinationen von Applikation von Operatoren der
relationenalgebraischen Sprache stehen und die Riickkopplung, die in Kontext Cy verwendet
wird, gemé&fl dem operationellen Modell abhédngig von der Bildung kleinster Fixpunkte in
der Agenteninterpretation (“operationelle Fixpunkte”) berechnet wird. Entscheidend sind
dabei die letzten beiden Beziehungen, die die Kompositionalititsbedingung verletzen, dafl
fiir je zwei stromverarbeitende Relationen S;, S, und fiir jeden Kontext C die Beziehung
Sy =Sy = C(S)) = C(S,) giiltig ist, wobei in C vorkommende Riickkopplungen, wie
gerade beschrieben, operationell interpretiert werden.

Das Auftreten der Brock-Ackermann-Anomalie, d.i. das Fehlen der Kompositionalitét
des Ansatzes stromverarbeitender Relationen, soll nun fiir die angegebene operationelle Se-
mantik anhand eines geeigneten Beispiels, das aus [Broy 89] stammt, demonstriert werden.
Dabei nutzen wir bereits aus, daf§ die operationelle Semantik mit dem Ansatz der Mengen
von stromverarbeitenden Funktionen iibereinstimmt, denn dann ist es moglich, das Beispiel
in dem von [Broy 89] vorgegebenen, originalen Rahmen zu betrachten. Das Beispiel dient
auflerdem dazu, die Anwendung der relationenalgebraischen Notation bei der Spezifikation
von Agenten zu illustrieren.

3.3.4 Beispiel. Sei (¢,0,2,C) ein Strombereich mit ¢ = ¢L, d.h. der Strombereich
iiber einem einelementigen Bereich. Wir lassen dabei aufler acht, dafl solche Strombereiche
krypto-dquivalent mit geschlossenen natiirlichen Zahlenstrahlen sind. Zu dem gegebenen
Strombereich werden folgende vier Relationen betrachtet:

fi = et UpeepTo U golepTo”,
fo = 20" Upeep" U poleoToT,
fs = eeUps"ep" UpolepTo”,

fi = ez U QSTEQTQT U QQLEQTQT.

Dabei entsprechen die relationenalgebraischen Ausdriicke £,c0",2070" der Reihe nach den
Stromen (), (1), (1, 1) in pradikatenlogischer Notation, weil die letzten beiden lediglich Ver-
einfachungen der erwarteten Ausdriicke L¢T Nep’ bzw. LoT N (LéT NepT)o' darstellen,
wobei das L in LoT N --- jeweils der Punkt 1 des einelementigen Bereichs ist. Es ist nicht
schwer einzusehen, daf die Relationen f; mit f; tatsdchlich monotone Funktionen beziiglich
C, also stromverarbeitende Funktionen darstellen. Wir zeigen vielmehr, dafl die Mengen
{f1, f3} und {fs, f4} dieselbe Relation zerschneiden:

fiUfs = (s'e0" UopsTz0"0" UoleoTo™) U (e U pe'z0" U goleoTo™)
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= (g'=0" U peTeo" U polepTo ) U (g7 U pe'eo 0" U poleoToT)

= faU/fs.
Dies gilt nicht mehr, wenn der Riickkopplungsoperator i darauf angewendet wird:
ph = le(L[(<" 69 U os's0"o" U ooleg’o™) N1J)

L(sz0" NT) U L(Q€T€QTQT NI)UL(goLzo™o" N 1))

le(
Ie(L(sg Ne)UL(ee" Neso™) U L(z0"0" NLo'o"))
le(zo"0") = <o QTIe(I) = =0'0".
pfe = le(L{(e"=0" U pe=0" U goleoo™) N1))
= le(eo" Ueo'o")

= (0" Ueo"o")N (0T UeoT™)CT
= (20" Ueo"") NeoTET NegTo™CT
— (SQTUSQTQT)DSQTETDSQTQTET — SQT

und analog puf; = ¢ (f3 hat die drei Fixpunkte £,507,2070"), sowie uf, = ¢ (f, hat die
zwei Fixpunkte &,£070"). Dann aber bekommt man

pfiupfs=c0'o" Ue #eco" Ue = ufy Upfs,

denn angenommen, es wire co'o! = cp' giiltig, dann wiirde

e=c0"0'00=c0'00=2c0=0
im Widerspruch zur Punkteigenschaft von ¢ gelten. Die Relationen puf; U pfs und pufoUpfy
ergeben sich aus f; U f3 bzw. f> U f;, wenn die den beiden letztgenannten Relationen un-
terliegenden interpretierten Datenflufigraphen durch die Riickkopplung des Ausgabekanals
mit dem einzigen Eingabekanal zu zu den beiden erstgenannten Relationen zugehorigen
interpretierten Datenflufgraphen modifiziert werden und die Ergebnisse der méglichen Be-

rechnungssequenzen zu den zwei erhaltenen DatenfluRgraphen jeweils durch relationale
Vereinigung in einen Vektor aufgesammelt werden. a

Die fehlende Kompositionalitit deckt die fehlende Ubereinstimmung von denotatio-
neller und operationeller Semantik fiir das Modell der stromverarbeitenden Relationen
auf. Dies ist die Ausgangssituation fiir den im folgenden Kapitel beschriebenen Ansatz.
Unser Ansatz hat das Ziel, das Modell der stromverarbeitenden Relation wegen seiner At-
traktivitdt so zu modifizieren, dafl die Kompositionalitdt und insbesondere eine gewisse
Ubereinstimmung von denotationeller und operationeller Semantik erreicht wird, wobei
wir von dem in diesem Unterabschnitt vorgeschlagenen operationellen Modell der Mengen
von stromverarbeitenden Relationen ausgehen werden.

Die Betonung auf das vorgeschlagene operationelle Modell hat den Hintergrund, daf
gewOhnlich eine feinere operationelle Semantik hinsichtlich der Berechnungssequenzen ver-
wendet wird. Tatsdchlich ist das Originalbeispiel von [Brock, Ackermann 81|, dessen un-
terliegendes Agentennetz, nebenbei bemerkt, in Abbildung 3.6 fiir das Beispiel 3.3.3 ver-
wendet worden ist, ungeeignet, um das Kompositionalitdtsproblem in der vorgestellten
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operationellen Semantik aufzudecken, wie in [Broy 88| selbst gezeigt wird, sondern kommt
in der angesprochenen Verfeinerung zur Geltung. Der Grundgedanke der feineren opera-
tionellen Semantik besteht darin, in jedem Berechnungsschritt die Erweiterung des Tupels
der Kanalinhalte genau fiir einen eindeutig bestimmten Kanal und genau um ein Nach-
richtenelement vorzuschreiben [Lynch, Stark 89, Rabinovich, Trakhtenbrot 90]. Das ope-
rationelle Modell wird wegen der Erstellung einer voll abstrakten Semantik herangezogen,
d.h. fiir je zwei Relationen Ry, R, gilt die Gleichheit Ry =4, R», falls fiir jeden Kontext
C die Gleichung C(R;) =,, C(R») erfiillt ist, wenn =g, die Gleichheit auf dem denota-
tionellen Modell und =,, diejenige auf dem operationellen Modell darstellt, siehe dazu
etwa [Rabinovich, Trakhtenbrot 90]. Bereits an dieser Stelle sei angemerkt, dafl der in den
ndchsten Kapiteln vorgestellte Ansatz darauf verzichtet, die genannte Verfeinerung des ope-
rationellen Modells durchzufiihren, weil ein moglichst einfacher Ansatz der Spezifikation
kommunizierender Systeme mit stromverarbeitenden Relationen erzielt werden soll. Des-
halb ist das hier vorgeschlagene operationelle Modell, das immerhin fiir deterministische
Agentennetze ohnehin mit der feineren operationellen Semantik und nach Bemerkungen
in [Broy 88| mit der Termersetzungssemantik einer Sprache fiir kommunizierende Systeme
wie etwa der in [Broy 86] beschriebenen Sprache AMPL dquivalent ist, genauso gut, um
die Ubereinstimmung unseres denotationellen Ansatzes mit operationellen Vorstellungen
zu bestétigen.
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4. Ein wp-Kalkiil fiir stromverarbeitende Relationen

Nachdem wir im vorigen Kapitel eine relationenalgebraische Sprache zur Spezifikation kom-
munizierender Systeme mit stromverarbeitenden Relationen entwickelt haben, soll jetzt die
geeignete semantische Fundierung der Spezifikationssprache untersucht werden. Das Mo-
dell der stromverarbeitenden Relationen wird um Anforderungen erginzt, die sowohl die
Kompositionalitiit, als auch die Ubereinstimmung von denotationeller und operationeller
Semantik ermoglichen, was bisher durch das Auftreten der Brock-Ackermann-Anomalie
verhindert wird.

Das Ziel eines kompositionalen Ansatzes wird, wie in der vorliegenden Arbeit darge-
stellt, erreicht, indem die Idee der Chaos-Semantik, d.h. die Semantik des Abschlusses
nach oben, auf den Fall der stromverarbeitenden Relationen iibertragen wird. Die Kom-
positionalitdt beziiglich der Riickkopplung ergibt sich etwa aus der Ununterscheidbarkeit
der Menge aller Fixpunkte von der Menge kleinster Fixpunkte unter der Abgeschlossenheit
nach oben, wobei der Begrift der kleinsten Fixpunkte fiir stromverarbeitende Relationen
mittels darin enthaltener stromverarbeitender Funktionen, genauso wie bei der im letzten
Kapitel vorgeschlagenen operationellen Semantik, konzipiert werden kann. Der Vergleich
der erreichten denotationellen Semantik mit der operationellen Semantik wird gezogen,
indem die Tatsache verwendet wird, dafl die angesetzte operationelle Semantik, die dem
vorgehenden Kapitel entnommen wird, mit dem Ansatz der Mengen stromverarbeiten-
der Funktionen iibereinstimmt. Dabei wird gerade auch die Frage beantwortet, ob das in
[Dederichs 92| verwendete denotationelle Modell der nach oben abgeschlossenen Mengen
stromverarbeitender Funktionen durch das hier beschriebene grobere Modell der nach oben
abgeschlossenen stromverarbeitenden Relationen ohne Einbuflen ersetzt werden kann.

Nebst der Feststellung der Eigenschaften des denotationellen Modells der stromverar-
beitenden Relationen wird anschliefend ein Verfeinerungskalkiil auf denotationeller Basis
entwickelt, der analog zur Verwendung des Abschlusses nach oben mit dem Begriff der
robusten Korrektheit und der Smyth-Prdordnung des ddmonischen Nichtdeterminismus
verbunden ist.

Fiir das denotationelle Modell wird die Frage untersucht, welche Modifikationen durch-
gefiihrt werden miissen, um die semantische Beschreibung rekursiv definierter kommuni-
zierender Systeme zuzulassen, da dies sich nicht als ohne weiteres moglich erweist. Die
Semantik rekursiver Definitionen wird prinzipiell, passend zu einem Ansatz im Stil der
Chaos-Semantik, als Zuordnung grofiter Fixpunkte geeigneter Funktionale konzipiert.

Fiir die angegebene denotationelle Semantik 148t sich neben der Ubereinstimmung mit
der operationellen Semantik ein Bezug zur axiomatischen Semantik herstellen, indem ein
Modell fiir den wp-Operator durch die Darstellung als Linksresiduum angeben wird. Da-
bei zeigt sich, dafl die Verfeinerungsrelation der robusten Korrektheit gem&fl dem deno-
tationellen Modell mit derjenigen nach [Back 78] dquivalent ist, die auf dem wp-Operator
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basiert. Auflerdem ermoglicht die relationenalgebraische Darstellung des wp-Operators die
Angabe eines wp-Kalkiils fiir kommunizierende Systeme, der sich mit der Zusammenset-
zung von Agentennetzen gemdfl der im vorgehenden Kapitel beschriebenen relationenal-
gebraischen Sprache befafit. Ferner wird ein Zusammenhang mit specification statements
[Morris 87, Morgan 88| herstellbar, bei denen durch ein Paar von Relationen [P, Q)] je-
weils die schwichste relationale Spezifikation beschrieben wird, die unter der Annahme der
Giiltigkeit der Vorbedingung P die Nachbedingung () einhélt.

Zur weiteren Untersuchung des vorgelegten Ansatzes in Bezug sowohl auf Handhab-
barkeit, als auch auf formale Grenzen wird zum Abschlufl des Kapitels die Anomalie des
nichtstrikten fairen Mischens analysiert und die Frage nach der Behandlung von Systemen,
die zeitabhéngige Komponenten enthalten, mit dem vorgeschlagenen Verfeinerungskalkiil
untersucht.

4.1 Abstraktion von funktionaler Stromverarbeitung

Bevor das denotationelle Modell zusammen mit dem zugehérigen Verfeinerungskalkiil zu-
sammengestellt wird, dient dieser Abschnitt zur Motivation der Prinzipien der vorzustellen-
den denotationellen Semantik durch Vergleich mit einer operationellen Semantik. Das zum
Vergleich verwendete operationelle Modell ist dasjenige aus dem letzten Abschnitt des vor-
angegangenen Kapitels. Wir fithren den Vergleich in zwei Schritten durch. Im ersten Schritt
wird die Tatsache verwendet, dafl das operationelle Modell mit dem Ansatz der Mengen
von stromverarbeitenden Funktionen iibereinstimmt, der in [Broy 86, Broy 88| propagiert
wird. Der zweite Schritt verbessert das Resultat aus [Broy 88|, bei dem fiir die Verwendung
mengenwertiger Funktionen bei der denotationellen Semantikbeschreibung die Datenfluf3-
graphen zu zyklenfreien Graphen aufgefaltet werden miissen, um die Ubereinstimmung mit
dem operationellen Modell zu erreichen.

Unter der vereinfachten Sichtweise beziiglich des operationellen Modells als Modell der
Mengen stromverarbeitender Funktionen l&8t sich eine Beziehung zwischen diesem Mo-
dell und dem der stromverarbeitenden Relationen durch eine Abstraktion herstellen: Ei-
ne Abstraktion ist ein surjektiver Homomorphismus zwischen den Modellen, aufgefafit
als Algebren, deren Operationen im Fall der kommunizierenden Systeme durch die Netz-
kombinatoren gebildet werden. Intuitiv stellt eine Abstraktion eine Beziehung zwischen
zwei Modellen her, bei denen das Zielmodell weniger Informationen iiber die beschrie-
benen Systeme trigt als das Ausgangsmodell. Im vorliegenden Fall besteht die Absicht,
eine Abstraktion von Mengen stromverarbeitender Funktionen auf stromverarbeitende Re-
lationen zu konstruieren, denn dies bewirkt nicht nur die gewiinschte Ubereinstimmung
des denotationellen Modells mit dem operationellen, sondern auch die Ubertragung der
Kompositionalitit des Ansatzes der Mengen stromverarbeitenden Funktionen auf den der
stromverarbeitenden Relationen.

In der nachfolgenden Definition werden zwei mogliche Kandidaten fiir Abstraktionen
von Mengen stromverarbeitender Funktionen auf stromverarbeitende Relationen vorge-
stellt. Es sei daran erinnert, dafl wir unter einer stromverarbeitenden Funktion eine Re-
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lation verstehen, die eine bzgl. der Ordnungen zweier Stromverarbeitungsbereiche mono-
tone Funktion darstellt. Obwohl wir basierend auf dem monotonen Funktionenraum nach
3.2.2(i) den Begriff des Raums der stromverarbeitenden Funktionen oder kurz des strom-
verarbeitenden Funktionenraums einfithren konnen (vgl. a. 3.2.2(ii7)), ist es giinstiger, eine
Menge stromverarbeitender Funktionen nicht als Vektor hoherer Stufe eines stromverar-
beitenden Funktionenraums, sondern als Menge von Relationen mit den Eigenschaften
stromverarbeitender Funktionen zu formalisieren, so dafl die Abstraktionskandidaten mit
der Relationen-Vereinigung gebildet werden konnen. Die Vereinigung der stromverarbei-
tenden Funktionen zu einer stromverarbeitenden Relation ist sogar der erwartete Abstrak-
tionskandidat, wenn man das Verhéltnis der Agenteninterpretation und der Knotenbe-
wertung im Modell der interpretierten Datenfluligraphen beachtet. Allerdings fiihrt dieser
einfache Abstraktionskandidat, der unten mit abs bezeichnet wird, gerade in die Brock-
Ackermann-Anomalie und fillt daher als Abstraktion im eigentlichen Sinne aus. Der zweite
Abstraktionskandidat ABS entsteht aus der Anwendung des Abschlusses nach oben auf
die relationale Vereinigung der Funktionenmenge. Wie wir zeigen koénnen, erzeugt der in
der Chaos-Semantik die Rolle des entscheidenden Elements spielende Abschlufl nach oben
tatséchlich die gewiinschte Abstraktion.

4.1.1 Definition. Sei F' eine gegebene Menge stromverarbeitender Funktionen. Wir de-
finieren darauf zwei auf Elemente der Relationenalgebra abbildende Operatoren abs und
ABS, so daf} folgendes gilt:

abs(F)=J f, ABS(F) =upc( |J ). o
fer fer

Der Operator abs stellt keine Abstraktion dar, denn wegen der Brock-Ackermann-
Anomalie sind die beiden Terme abs(pF') und p,,abs(F') verschieden, wobei auf der re-
lationalen Seite die Bezeichnung p,, auf die operationelle Interpretation der Riickkopplung
hinweist, und damit ist die Homomorphiebedingung verletzt. Wie im folgenden Haupt-
satz als Behauptung aufgestellt, bewirkt die Einbeziehung des Abschlusses nach oben zur
Bildung des Operators ABS, daf} dieser eine Abstraktion des Modells der Mengen strom-
verarbeitender Funktionen auf das der stromverarbeitenden Relationen wird, wobei zudem
auf der relationalen Seite die wesentlich einfachere Riickkopplungskomposition ¥ geméfl
sdmtlicher Fixpunkte verwendet werden kann. Allerdings sei bereits hier angedeutet, dafl
ABS nur dann Abstraktion genannt werden kann, wenn man beim Begriftf der Abstraktion
auf die Surjektivitdt der Abbildung verzichtet; deshalb sprechen wir in einem solchen Fall
nur von einer Abstraktion im weiteren Sinne. Im Rahmen dieses Abschnitts schrinken
wir das Modell der stromverarbeitenden Relationen lediglich auf nach oben abgeschlossene
Relationen ein, denn erst der néchste Abschnitt erhélt die Aufgabe, weitere zu fordern-
de Eigenschaften zu diskutieren, so dafl die Surjektivitdtsanforderung an die Abstraktion
moglichst weit eingehalten wird. Da wir also zumindest nach oben abgeschlossene strom-
verarbeitende Relationen betrachten, ist es notig, die Riickkopplungskomposition ¥ dem
Abschlufl nach oben zu unterwerfen.
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4.1.2 Hauptsatz. Seien F,G zwei Mengen stromverarbeitender Funktionen. Dann de-
finieren wir der Reihe nach Operatoren ||, o, i basierend auf den relationenalgebraischen
Varianten, so daf} folgendes gilt:

F|G={fllg|feF,geG}, FoG={fog|felF,geG}, nF={uf|feF}.

Dann ist der Operator ABS eine Abstraktion im weiteren Sinne des Modells der Mengen
stromverarbeitender Funktionen auf das der nach oben abgeschlossenen stromverarbeiten-
den Relationen, d.h. im einzelnen gelten die folgenden Beziehungen:

(i) ABS(F||G) = ABS(F)||ABS(G),
(i) ABS(FoG) = ABS(F)oABS(G),
(iii)  ABS(uF) = upc(VABS(F)).

Bevor der Beweis des Hauptsatz erbracht wird, werden zunéchst Zwischenergebnisse
gesammelt, die vor allem die Beziehung (iii) beziiglich der Riickkopplung betreffen.

Der Ubergang von g auf ¥ ist bekanntlich durch die Elimination des le-Funktionals
zu leisten. Tatséchlich erlaubt der Abschlufl nach oben beziiglich derjenigen Ordnungsre-
lation, die dem le-Funktional zugrundeliegt, diese Elimination nach folgender Regel, die
unmittelbar aus der syq-Darstellung von leg(R) folgt:

() Ordnung, leg(R) total = leg(R)Q = RQ.

Es verbleibt damit das Problem nachzuweisen, dafl die geforderten kleinsten Elemente
der Applikationen von R auf jedes Element des Quellbereichs existieren, wie die Totalitét
von leg(R) besagt. An dieser Stelle gehen wir darauf ein, dafl die zu betrachtende Ordnung
eine cpo ist, denn nach dem Fixpunktsatz fiir monotone Funktionen, siehe 3.2.2(ii), gilt:
Sei @ eine cpo mit monotonem Funktionenraum (7, p, €57), so dafl N p definiert ist. Dann
gilt fiir jedes R:

syq(R", exr)L C leg(R(m N p))L.

Jedes solche R hat einen Quellbereich A und einen Zielbereich BxB, wobei die Applikation
von R auf jedes x € A jeweils eine Relation als Tupelmenge liefert, die die Eigenschaften
einer monotonen Funktion der Funktionalitdt B — B haben soll. Sei nun f eine monotone
Funktion, fiir die die Riickkopplungskomposition pf (siehe 3.2.6(7)) gebildet werden kann,
d.h. f hat die Funktionalitidt (AxC) — (BxC'), dann 148t sich f umbauen zu einer Relation
Ry, die den Quellbereich A und den Zielbereich (BxC') x (BxC') hat, wobei Ry jedes z € A
auf eine Funktion ¢,: (BxC) — (Bx (') abbildet, fiir die die Beziehung ¢,.(y, z) = f(x, z)
fiir jedes y € C, 2 € B gilt. Wenn dieses Ry jedes v € A also auf eine monotone Funktion
abbildet, dann existieren offenbar die durch den im Ausdruck pf enthaltenen le-Funktional
geforderten kleinsten Elemente. Relationenalgebraisch 14t sich dies im folgenden Lemma
zeigen.
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4.1.3 Lemma. Sei zu einer monotonen Funktion f, fiir die die Riickkopplungskomposition
pf nach 3.2.6(7) gebildet werden kann, und einer Ordnung C eines Stromverarbeitungsbe-
reichs mit monotonem Funktionenraum (7, p, €)) die Relation R; durch die Bedingung

Ry =m{(fp" npipym?)

gegeben. Dann gilt syq(R}, €))L = L, woraus die Totalitéit von le(r] (f N pyp3)) folgt.

Beweis. (1) Fiir die Totalitéit von syq(RF,€ys) zeigen wir nach der Bedingung (M.S3) in
3.2.2(i), daB folgendes gilt:

R{R; C (xaTUpp")N(7CaT UpCp") A Ry =L.

Sei = € {I,C} eine notationelle Abkiirzung, dann ist demnach zundchst die Bedingung
RiR; C w=n' U p=p" zu zeigen. Der Nachweis gelingt mit den fiir jede Wahl von =

simultan giiltigen Aussagen m7] C ZU 01=0], = C pZps und fT=f C = (Eindeutigkeit
bzw. Monotonie von f) wie folgt:

RIR; = (mpapl NpfN)mmi (fp" Npipya’)
C (mp2p; NpfNEU aZ0])(fp" Nprpar’)
C mmEps Tt UpfT2fp’

C w=rT U p=p'.

Schlielich ist noch die verbliebene Bedingung R;m = L nachzuweisen:
Rym =m{ (fp  Npipgn)m =a] (fLOpip3) =Lp; =L.

Damit folgt mit (M Ss) die gewiinschte Totalitit von syq(RJ, €xr).

(2) Aus der Totalitdt von syq(Rf,€y) folgt unmittelbar nach dem Fixpunktsatz mo-
notoner Funktionen (hier nach 3.2.2(7ii)) diejenige des Ausdrucks le(Ry(7 N p)). Einfache
Umformungen zeigen, daf folgendes gilt:

le(Ry(w N p)) =le(n{ (fp' Nproym’)(w N p)) = le(n{ (f N pipy)).

Fiir die letzte Beziehung ist zu beachten, dafl 7 N p injektiv ist. a

Das vorstehende Lemma reicht aus, um die Elimination des le-Funktionals soweit zu
erlauben, dafl immerhin das Resultat

upc(abs(uF)) = upc(Vabs(F)),

wie wir unten im Beweis zu 4.1.2 sehen werden, hergestellt werden kann. Obwohl dieses
Resultat der wichtigste Zwischenschritt ist, verbleibt der Ubergang von abs zu ABS auf
der rechten Seite der Gleichung. Um diesen Ubergang zu leisten, betrachten wir, wie sich
die Monotonieeigenschaft der Elemente einer Argumentmenge von abs auf die resultie-
rende Relation iibertrdgt. Dabei kommt die in 2.6.2 betrachtete Verallgemeinerung des
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Begriffs der monotonen Funktion auf die begrifflich an den drei Arten des Nichtdeterminis-
mus orientierten Monotonieeigenschaften von Relationen zum tragen. Es 148t sich zeigen,
wie anschliefend beschrieben, dafl sich die erratische Monotonie der stromverarbeitenden
Funktion als Relation vollstdndig auf durch abs erhaltene stromverarbeitende Relationen
iibertragt, was vor allem an der Distributivitdt der relationalen Vereinigung gegeniiber der
relationalen Komposition liegt.

4.1.4 Behauptung. Fiir jede Menge F stromverarbeitender Funktionen ist abs(F') sowohl
ddmonisch, als auch angelisch und damit erratisch monoton.

Beweis. Sei F' eine Menge stromverarbeitender Funktionen. Nach 2.4.2 sind monotone
Funktionen wie die stromverarbeitenden Funktionen aus F' sowohl ddmonisch, als auch
angelisch monoton im Sinne von 2.6.2. Sei also = € {C,C'}, dann folgt unmittelbar das
Gewiinschte:

Zabs(F)=2(J f)=UEfc U rE=(U f)==abs(F)

Jer JeF feF fer

(1]
O

Von den Monotonieeigenschaften von abs(F') ist in diesem Abschnitt lediglich die ddmo-
nische Monotonie niitzlich. Da jede Ordnung C eines Stromverarbeitungsbereichs eine
Wohlordnung ist (vgl. 3.1.27 bzw. 3.2.1(ii7)), gilt ndmlich ganz allgemein fiir jede ddmo-
nisch monotone Relation R folgende, zundchst komponentenweise betrachtete Tatsache:
L&t sich zur Relation R die Riickkopplungskomposition W R bilden, d.h. R hat schema-
tisch einen Quellbereich AxC' und einen Zielbereich BxC', und findet man zu (z, z) € AxC
ein Paar (yo, z0) € BxC, so da8

R[(Iv Z>7 (y07 ZO)] A 20 E Z
dann kann man induktiv eine Folge (v;, 2;);>0 von Paaren aus B x C konstruieren, so daf

R[(x, zi), (Yit1, Zit1)] N (Yir1, zi1) C (i, 21)

d.h. der sukzessiven Verkleinerung auf der Argumentseite durch die absteigende Folge
(,z) 3 (x,20) 3 ... 3 (x,2;) 3 ... steht eine Verkleinerung der Resultatseite durch
die konstruierte absteigende Folge (y;, z;)i>0 gegeniiber. Weil die verwendete Ordnung C
jedoch eine Wohlordnung ist, wird die Folge (y;, z;)i>o stationér und daher gibt es ein n > 0,
so daf

R[(x72n>7 (yn—i—h Zn)] A Yn+1 E Yo » d.h. \I/R[I, (yn—l—lazn)] A (yn—l—lazn) E (y0720) .

Die vorstehende Eigenschaft 148t sich in den wesentlichen Ziigen relationenalgebraisch
ausdriicken, wie in folgendem Faktum formuliert, wenn man die Mdglichkeit der Bildung
der beteiligten Paarfolgen implizit unterstellt, aber nicht unmittelbar in das Ergebnis auf-
nimmt. Wir haben absichtlich eine Form der Darstellung gewdhlt, die der Gestalt der
Bedingung CR C RC der ddmonischen Monotonie mdéglichst nahekommt.
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4.1.5 Faktum. Sei C Ordnung eines Stromverarbeitungsbereichs und R eine ddmonisch

monotone Relation, zu der zwei direkte Produkte wie in Abbildung 3.4 gegeben sind. Dann
gilt:

(mml N pEp)RN prpy C mm] (RN pip; )E. O

Mit diesem Faktum 148t sich nunmehr zeigen, dal bei ddmonisch monotonen strom-

verarbeitenden Relationen der zweite Abschlu nach oben in upc(\Ifupc(R)) fortgelassen

werden kann, was insbesondere den fiir den Beweis von 4.1.2 benétigten Ubergang von abs
zu ABS unter dem V-Kombinator ermoglicht.

4.1.6 Satz. Unter den Voraussetzungen von 4.1.5, dafl R insbesondere eine d&monisch
monotone Relation ist, gilt die Beziehung

upc(VYR) = upc(Vupc(R)) .

Beweis. ,,C* ist klar. Die Gegenrichtung ,, D% ergibt sich wie folgt:
upc(Yupc(R)) = 7 (RCNpip3)E

C 7w (RN ppgCTCE { Dedekind-Regel }
C m(RNpCTp))E { p2 monoton }
= m [RO(mrf NpETpl)p1ps]E
C wf[(mrl N pEpl ) RN pipd]E { Dedekind-Regel }
C i [mn (RN ppd)E]E {nach 4.1.5}
= upc(¥R). O

Da alle benétigten Zwischenresultate zusammengetragen worden sind, ist es moglich,
den Beweis des Hauptsatzes zu fithren, der den Operator ABS als Abstraktion (im weiteren
Sinne) des Modells der Mengen stromverarbeitender Funktionen auf das der nach oben
abgeschlossenen stromverarbeitenden Relationen identifiziert.

Beweis von 4.1.2. Ad (i) : Fiir die parallele Komposition erhélt man zunéchst:

ABS(F|IG) = [U(mifr3 Npugey)|E
I

m(U Hmno(Ug)al]c = [abs(F)llabs(@)E.

Jer geG

Aus dem zuletzt erhaltenen Ausdruck wird der Zielausdruck ABS(F)||ABS(G) wegen
C = CJ|C und dem Satz 3.2.5, der verwendet werden kann, da die unterliegende Rela-
tionenalgebra in impliziter Annahme parallele Komposition erlaubt.

Ad (ii) : Fiir die sequentielle Komposition wird die ddmonische Monotonie von abs(Fp)
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fiir jede Menge F|y stromverarbeitender Funktionen ausgenutzt, und man erhélt:
ABS(FoG) = (U fo)C

— [Us(Ue

- (UL

= abs(F)-abs(G)C
= abs(F)C-abs(G)C  {C klar, D nach 4.1.4}
— ABS(F)oABS(G).

Ad (iii) : Fiir die Riickkopplung zeigt man unter Verwendung der zuvor dargestellten
Zwischenresultate:

ABS(uF) = upc(abs(uF))

= (UunfE

fer

= (U le(x{(f npupy)))E

fer

= U le(m{ (fNpipy))C
fer

= U (fnpips)C {le(m] (fNp1pl)) total nach 4.1.3}
fer

= wI[(fU f)npey)E

Wabs(F))
WABS(F)). {nach 4.1.6 wegen 4.1.4} O

= upc(
= upc(

Wie angekiindigt, wird das vorstehende Resultat der Ubereinstimmung des denotatio-
nellen Modells mit der operationellen Semantik weiter verfeinert. In [Broy 88] wird ein
Resultat fiir eine denotationelle Semantik von mengenwertigen Abbildungen, d.h. jedem
Kanal wird letztlich eine Menge von Stromen zugeteilt, bewiesen, nach dem die Uberein-
stimmung mit der operationellen Semantik nur erreicht werden kann, indem die interpre-
tierten Datenflugraphen zu gegebenfalls unendlichen, aber dafiir zyklenfreien aufgefaltet
werden. Im weiteren zeigen wir ein Resultat, daf§ dasjenige von [Broy 88] dahingehend ver-
bessert, dafl der interpretierte DatenfluBgraph unverdndert als das passende operationelle
Modell zuléssig ist, wenn man anstelle der Hiillenoperation des erratischen Potenzbereichs
den Abschlufl nach oben verwendet.

Allerdings nehmen wir starke Vereinfachungen gegeniiber den Ausgangspositionen von
[Broy 88] vor. Zum einen fithren wir keine besondere Sprache fiir Netzprogramme ein,
sondern verwenden die interpretierten Datenflulgraphen selbst als sprachlicher Ausgangs-
punkt der denotationellen Semantik der mengenwertigen Funktionen. Dies ist gerechtfer-
tigt, denn einerseits entsprechen die interpretierten Datenflugraphen genau den Netzpro-
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grammen und umgekehrt, andererseits wird in [Broy 88] bei der Auswertung eines Berech-
nungsschritts eine semantische Funktion verwendet, die letztlich die Ubergangsrelation des
operationellen Automaten simuliert. Tatséchlich werden wir fiir unsere Netzprogramme
eine entsprechende Schrittsemantik betrachten, die sich von der in 3.3.2 eingefiihrten Be-
rechnungssequenz dadurch unterscheidet, dafl anstelle eines funktionalen Elements f, der
Agenteninterpretation die Relation label(v) unter einem Abschlufl nach oben eingesetzt
wird. Dies beschreibt bereits die zweite Vereinfachung, bei der wir anstelle von Mengen auf
Mengen abbildende Funktionen gerade Relationen verwenden. Eine solche Vereinfachung
wird gerade bei der Bildung der relationalen Komposition RS gemacht, wenn man von der
mengenwertigen Funktionsdarstellung in die Relationendarstellung wechselt, wobei S dann
von einer Mengen auf Mengen abbildenden Funktion zu einer Relation vereinfacht wird. Wir
verzichten auf die relationenalgebraischen Darstellung eines dem in [Broy 88] dargestellten
genau entsprechenden Resultats, bei dem unter anderem anstelle der Relationen label(v) die
durch einen symmetrischen Quotient gebildeten Funktionen der Form syq(label(v)Tey, €9)
zu verwenden sind, wobei €, €5 entsprechende Potenzmengenkonstruktionen bezeichnen.
Der nachfolgende Hauptsatz behilt jedoch die Absicht bei, die Ubereinstimmung von Be-
rechnungsergebnissen vermdoge operationell ausgefiihrter Berechnungssequenzen mit denen,
die durch die denotationelle Schrittsemantik erzielt werden, unter Abgeschlossenheit nach
oben nachzuweisen.

4.1.7 Hauptsatz. Sei (V, E, I, O, co,in, out, label) ein interpretierter Datenflugraph, de-
ren unterliegende Relationenalgebra H parallele Komposition erlaube, F' eine Agenten-
interpretation dazu, sowie { ein auf das direkte Produkt (&,)ye; passendes Stromtupel.
Dann gilt, wenn 6 abhéngig von (f,),ecy die Berechnungssequenzen von F auf Eingabe ¢
durchlauft:

upc( U ME(6)> = upc(\IfE (upc LE) ( N & ) N () in(v)-upc(label(v ))-out(v)T) ) :

(fv) pel veV

Beweis. Nun ist 6 = Lf( N fwa) N () in(v) - f,-out(v)" ebenso wie die Funktionen f,
Yel veV
bereits selbst monoton. Daher 14t sich der Fixpunktsatz monotoner Funktionen auf cpos

anwenden, und zwar nicht in der Form von 3.2.2(iii), sondern als Verstirkung von 2.4.6,
bei der bekanntlich der in 2.4.4 bzw. 2.4.6 geforderte Ausdruck glb(Z) durch eine transfinite
[terationskette berechnet wird. Es folgt somit, dafl j-(6) = le(L(6 N1I)) total ist. Demnach
erhélt man zunéchst folgendes:

upe( |J uc(6)) = U le(L(6nD)E = |J L(ENDE
(72) (F) (Fo)

Zieht man die Vereinigungsoperation nach innen, in den durch 6 bezeichneten Ausdruck,
dann ergibt sich:

JLenne = LLg( N &™) n N in) - (U £)-out()" nDE

(fv) el veV fEF,

— upc(\IfE (Lg(d,ﬂ @,wT) N ﬂ in(v)-label(v)- out(v)T>).
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Da label(v) = abs(F,) gilt, ist nach 4.1.4 jedes label(v) ddmonisch monoton. Damit ist
aber, wie man zeigen kann, auch die Relation A mit

A=Le( N &vT) N () in(v)-label(v)-out(v)"

el veV

dédmonisch monoton. Weil ¥-(A) von der Form WA ist, wobei die in WA enthaltenen
relationalen Produkte ein und dasselbe von der Form (L,I) (,alles wird riickgekoppelt®)
sind, ist der Satz 4.1.6 anwendbar und unter dem Wr-Funktional 148t sich eine upc-An-
wendung erzeugen:

upc(We(A)) = upc(We (upe(A)))

Mit Hilfe von (CCL) bzw. 3.2.5, das eingesetzt werden darf, da explizit gefordert wird,
daf die unterliegende Relationenalgebra parallele Komposition erlaubt, 148t sich das unter
U erzeugte upc so weit in den durch A bezeichneten Ausdruck hineinziehen, daf sich der
gewiinschte Ausdruck auf der rechten Seite der Behauptung des Hauptsatzes ergibt. a

4.2 Ein relationenalgebraisches Modell der robusten Verfeine-
rung kommunizierender Systeme

Der im vorhergehenden Abschnitt behandelte Hauptsatz beziiglich der Abstraktion besagt
lediglich, daf§ der Operator ABS, d.i. die relationale Vereinigung der stromverarbeitenden
Funktion mit anschliefendem Abschluff nach oben, lediglich eine Abstraktion im weite-
ren Sinne auf das Modell der nach oben abgeschlossenen stromverarbeitenden Relation
darstellt. Damit ist also zunéchst nur eine Obermenge desjenigen denotationellen Modells
bekannt, fir das das Kompositionalititsresultat und damit die Ubereinstimmung mit der
operationellen Semantik gilt. Dieser Abschnitt sieht die erste Aufgabe darin, festzustel-
len, welche Eigenschaften das denotationelle Modell besitzt, damit der Surjektivitédtsfor-
derung, durch die der Operator ABS zur Abstraktion wird, moéglichst weit entsprochen
wird. Es zeigt sich, daf} sich eine denkbar einfache Eigenschaftsmenge beschreiben 148t, die
tatsdchlich die Surjektivitidt von ABS bewirkt, wenn sowohl dem funktionalen, als auch
dem relationalen Modell Stetigkeitsforderungen hinzugefiigt werden. Wie schon bei der
Beschreibung des operationellen Modells und den Betrachtungen des vorhergehenden Ab-
schnitts, werden wir so weit wie moglich die Betrachtung von Stetigkeitsforderungen in den
Hintergrund verdridngen. Zur Plausibilitdt der vorgestellten Eigenschaften wird auflerdem
untersucht, ob bestimmte Konjunktionen der Eigenschaften dem ,,Kompositionalitatskri-
terium® geniigt, das besagt, dafl die als kompositional nachzuweisende Eigenschaft sich
von den einzelnen Bestandteilen auf das durch einen Netzkombinator zusammengefiigte
kommunizierende System iibertragen muf}, so dafl die Anwendung eines Netzkombinators
nicht ,,aus dem Modell herausfallt®.

Zugehorig zum vorgeschlagenen Modell wird im zweiten Teil dieses Abschnitts ein
Kalkiil zur robusten Verfeinerung von Spezifikationen kommunizierender Systeme ent-
wickelt und mit mehreren Beispielen auf seine Handhabbarkeit hin untersucht. Es sei
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hier betont, dafl zwar durch die Sichtweise des wp-Kalkiils der Einsatz des Abschlusses
nach oben und des robusten Korrektheitsbegriffs begriindet wird, aber dafl der Verfeine-
rungskalkiil, dhnlich zu den Ansétzen von [Gritzner, Berghammer 93, Broy, Stglen 94|, auf
denotationeller Basis angegeben wird. Der Zusammenhang mit der axiomatischen Seman-
tik, also mit der Verfeinerung basierend auf dem wp-Operator nach [Back 78], wird explizit
erst im néchsten Abschnitt hergestellt.

a) Eigenschaften des denotationellen Modells

Im folgenden werden iiber die Abgeschlossenheit nach oben hinaus weitere Eigenschaften
des von dem Operator ABS erreichten denotationellen Modells vorgestellt, die sich durch
Betrachtung der Relation ABS(F') bei gegebener Menge F stromverarbeitender Funktio-
nen ergeben. Erwartet werden vor allem Ubertragungen der von abs(F) nach 4.1.4 ge-
tragenen Monotonieeigenschaften und der Totalitdt der stromverarbeitenden Funktionen.
Die Eigenschaften der angelischen und der ddmonischen Monotonie, die wir in 2.6.2 als
Verallgemeinerung der Monotonieeigenschaft von Funktionen eingefiihrt haben, sind be-
reits in [Panangaden, Shanbhogue 92| diskutiert worden, wobei sie dort die Bezeichnungen
Hoare- und Smyth-Monotonie entsprechend der Bezeichnungen des Hoare-Potenzbereichs
bei angelischem und des Smyth-Potenzbereichs bei ddmonischem Nichtdeterminismus tra-
gen. Bereits in [Panangaden, Shanbhogue 92] ist das Kompositionalitétsproblem bei Hoare-
Monotonie, das unter Zusatzforderung einer geeigneten Stetigkeitseigenschaft gelost werden
kann, untersucht worden. Auch in der vorliegenden Arbeit kann durch Zusatzforderung ge-
eigneter Stetigkeitseigenschaften gezeigt werden, dafi die betrachtete Eigenschaftsmenge
das Bild des Operators ABS angewendet auf die Klasse der Mengen stetiger stromverar-
beitender Funktionen vollstdndig charakterisiert. Wir beziehen uns im folgenden mit dem
Mitteilungszeichen C immer auf eine, aber moglicherweise nicht dieselbe Ordnung eines
Stromverarbeitungsbereichs.

4.2.1 Definition und Behauptung. (i) Eine Relation R heifit gepuffert genau dann,
wenn gilt:

R=LCRLC.

(77) R ist genau dann gepuffert, wenn R nach oben abgeschlossen und dimonisch mo-
noton bzgl. C ist:
R=CRC < R=RC N CRCRLC.

Beweis. Ad (ii) : Die Behauptung ergibt sich sofort aus:
R=CRC — RC=LCRCC =CRC =R,
R=CRC — CR=LCCRC =CRC =RCRL,
R=RC NCRCRC = (CR)CC(RC)C=RCLCRLC. O
Wenn die Eigenschaft der Abgeschlossenheit der Agenten eines kommunizierenden Sy-

stems nach oben konsequent gefordert wird, gelangt man unmittelbar zu gepufferten Re-
lationen, weil durch die Zusammenfiigung mit Netzkombinatoren wird erzwungen, dafl
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nicht nur die Ausgéinge, sondern auch die Eingédnge mit einem Abschlufl nach oben zu
versehen sind. Dazu wird in Abbildung 4.1 ein Beispiel dargestellt, bei dem die Ab-
schliisse nach oben mit einem Késtchen (O) markiert sind. Der nachfolgende Satz bestétigt,
dafl die Relationen des durch ABS angesteuerten denotationellen Modells gepuffert sind.
Der Begriff der gepufferten Relation ist in Analogie zum in [Rabinovich, Trakhtenbrot 90]
oder in [Panangaden, Shanbhogue 92| eingesetzten Begriff des gepufferten Port-Automaten
gewahlt worden, wobei dort die Pufferung mit Abschliissen nach unten, also sogar dual zum
vorgestellten Begriff vorgenommen wird.

a INC

by S

MERGE

Abbildung 4.1: Gepuffertes kommunizierendes System.

4.2.2 Satz. Fiir jede Menge F' stromverarbeitender Funktionen ist die Relation ABS(F)
gepuffert.
Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus ABS(F) C C-ABS(F)-C und

c-ABS(F)-c=c(U f)c=(Ucf)cc(Ufg)c=(U f)c=4BsS(F). O
fer fer fer

fer

Obwohl sich die ddmonische Monotonie von abs(F') auf ABS(F) wie nachgewiesen
ohne weiteres iibertrégt, gilt dies nicht selbstverstdndlich auch fiir die angelische Mono-
tonie. Vielmehr ist man gezwungen, den bei ABS(F') auftretenden Abschluff nach oben
zu {iberwinden, indem eine schwéchere Bedingung als die angelische Monotonie gefordert
wird, bei der etwa die Kigenschaft der angelischen Monotonie nur fiir einen modulo Ab-
geschlossenheit nach oben &dquivalenten Vertreter gefordert wird. Deshalb werden in der
nachfolgenden Definition die fiir spitere Betrachtungen wichtigen Relationen C,; und =,
auf stromverarbeitenden Relationen, wobei C,; die Inklusion und =, die Aquivalenz je-
weils modulo Abgeschlossenheit nach oben bezeichnet. Die Bezeichnung der Relation C,,
ist analog zu [Broy 85] gewéhlt, weil T, die relationenalgebraische Formalisierung der
auf Relationen erweiterten Informationsprdordnung des ddmonischen Nichtdeterminismus
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darstellt; die Relation C,; fungiert sowohl als Fixpunktordnung fiir die Semantik rekursiv
definierter kommunizierender Systeme, als auch als die Verfeinerungsrelation. Die Aquiva-
lenz ~,; ergibt sich aus der Prdordnung C; und ist echt, denn es gilt Le =, L, aber wegen
der Ausgeschlossenheit des Strombereichs {iber der leeren Menge ist dagegen auch Le # L
erfiillt. Die Rolle von ~,; wird nach der anschliefenden Definition niher erldutert.

4.2.3 Definition. Sind R, S zwei vorgegebene stromverarbeitende Relationen, dann fiithren
wir zwei Relationen Cj; und =,; auf Relationen ein durch die Beziehungen

RCy S < S Cupc(R) <= upc(S) C upc(R),
Ny S < RLCy S ANSCy R < upc(R) =upc(S). &

Ein wesentlicher Gedanke bei der Herstellung des Abstraktionsresultats 4.1.2 fiir ABS
ist die Ununterscheidbarkeit der Menge der kleinsten Fixpunkte, die fiir Relationen aus
operationellen Berechnungen mit darin enthaltenen monotonen Funktionen ermittelt wer-
den, mit der Menge aller Fixpunkte modulo Abgeschlossenheit nach oben. Da wir mit =,
die Aquivalenz modulo Abgeschlossenheit nach oben bereitgestellt haben, die diesen Ge-
danken der Ununterscheidbarkeit wiedergibt, 1dt sich im nachfolgenden Korollar zu 4.1.2
eine Variante herstellen, bei der ABS sich als Abstraktion im weiteren Sinne auf das Modell
der stromverarbeitenden Relationen, das zwar vermoge ~,; anstelle von =, also modulo der
Abgeschlossenheit nach oben, aber dafiir mit den unverénderten Netzkombinatoren o, ||, ¥
gebildet wird. Insbesondere entféllt also bei der Riickkopplungskomposition der Abschlufl
nach oben, weil dieser in ~,; enthalten ist.

4.2.4 Korollar zu 4.1.2. Der Operator ABS ist eine Abstraktion im weiteren Sinne
des Modells der Mengen stromverarbeitender Funktionen auf das der stromverarbeitenden
Relationen modulo der Aquivalenz =), d.h. im einzelnen gelten die folgenden Beziehungen:

(i) ABS(F||G) ~w ABS(F)||ABS(G),
(ii) ABS(FoG) =y ABS(F)oABS(G),
(iii)  ABS(uF) ~y WABS(F). O

Aus logischen Griinden fordert man zur Erginzung des vorstehenden Resultats, daf
~)s eine Kongruenz auf dem Modell der stromverarbeitenden Relationen beziiglich der
Netzkombinatoren sein mufl. Dabei erweist sich die Eigenschaft der dimonischen Monotonie
wieder, wie fiir den Beweis von 4.1.2, als unverzichtbar.

4.2.5 Satz. Die Relation =, ist eine Kongruenz fiir das Modell der stromverarbeiten-
den Relationen, wenn die Trigermenge der stromverarbeitenden Relationen auf ddmonisch
monotone eingeschrinkt wird. Im einzelnen gelten dann die folgenden Beziehungen:

(Z) R~y S AN R=xyS, — R1||R2 v 51”52,

(ZZ) R~y St AN RxySy, — RioRy =~y 51052,
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(iv) Ferner gilt: R ddmonisch monoton A R &), S = S ddmonisch monoton.

Beweis. Ad (i) : Aus dem Satz 3.2.5 folgt:
upc(P[|Q) = (P|Q)(E|E) = (PE)(QE) = upc(P)]lupc(Q) -
Daraus ergibt sich unter der Annahme R, ~); S A Ry = So:
upc(Ry||Rs) = upc(R1)||upc(Ry) = upc(S1)[Jupe(Sz) = upc(S1]|S2) -
Ad (ii) : Aus der Eigenschaft der ddmonischen Monotonie folgt:
upc(P)oupc(Q) = PEQE C PQCL = PQC = upc(PoQ);

upc(PoQ) C upc(P)oupc(Q) ist klar, so dafl die Gleichheit in der bewiesenen Beziehung
gilt. Daraus ergibt sich unter der Annahme R; =), S; A Ry =~ Ss:

upc(R10ty) = upc(Ry)oupc(Ry) = upc(Si)oupc(Sy) = upc(Si05s).

Ad (iii) : Aus dem bereits aus der ddmonischen Monotonie ermittelten Ergebnis 4.1.6
ergibt sich unter der Annahme R =, S:

upc(VR) = upc(Vupc(R)) = upc(Wupc(S)) = upc(¥S).

Ad (iv) : Seien R, S mit R ddmonisch monoton und R =, S gegeben. Dann ergibt sich
unmittelbar die ddmonische Monotonie von S:

CS c CSC = CRC C RCC = RC = SC. O

Wie in der Vorbemerkung zu 4.2.3 angekiindet, betrachten wir anschlieend eine
schwéchere Form der angelischen Monotonieeigenschaft, bei der es geniigt, wenn es einen
Vertreter in derselben Kongruenzklasse modulo ), gibt, der angelisch monoton ist. Im Fal-
le von ABS(F), bei gegebener Menge I stromverarbeitender Funktion, ist dieser Vertreter
erwartungsgemaf genau abs(F).

4.2.6 Definition. Eine Relation R heiffit schwach angelisch monoton genau dann, wenn
gilt:
dR,: R~y R, N R, angelisch monoton . &

4.2.7 Satz. Fiir jede Menge F stromverarbeitender Funktionen ist die Relation ABS(F)
schwach angelisch monoton.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus 4.1.4, denn danach ist abs(F') angelisch
monoton und fiir abs(F') gilt per definitionem die Beziehung ABS(F') =~ abs(F). O

Die Totalitdtseigenschaft, die fiir stromverarbeitende Funktionen gilt, spielt bei rela-
tionalen Spezifikationen die Rolle des Konsistenzbegriffs. Dabei wird eine relationale Spe-
zifikation als konsistent bezeichnet, wenn zu jeder Eingabe auch mindestens eine Ausgabe
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existiert, mit der die Eingabe in der durch die Spezifikation gegebenen Relation steht, was
relationenalgebraisch genau dem Totalitétsbegriff entspricht. Weil ABS(F') mit der rela-
tionalen Vereinigung gebildet wird, iibertrdgt sich die Totalitdt von den Elementen der
Menge F' stromverarbeitenden Relationen, ohne dafl sich der Abschlufl nach oben stérend
auswirkt.

4.2.8 Satz. Fiir jede Menge F' stromverarbeitender Funktionen ist die Relation ABS(F)
total.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus

ABS(F)-L:(Uf)gL:(fU L=y r=UL=L. O

fer feF fEF

Die bisher betrachteten Eigenschaften stellen in gewisser Weise bereits diejenige Menge
dar, die benétigt wird, um das von ABS erreichte denotationelle Modell vollstdndig zu cha-
rakterisieren. Formal 148t sich die Vollstdndigkeit der Eigenschaftsmenge nur nachweisen,
indem Stetigkeitseigenschaften sowohl dem Modell der stromverarbeitenden Funktionen
und als auch dem der stromverarbeitenden Relationen hinzugefiigt werden. In folgender Be-
merkung wird der Vollstdndigkeitsnachweis unter Verwendung von Stetigkeitseigenschaften
zur Transparenz der dargestellten Konstruktionen komponentenweise gefiihrt und schlief3-
lich die Eigenschaftsmenge zusammengestellt, die die Surjektivitdt von ABS ermoglicht,
um damit eine Abstraktion im engeren Sinne zu erhalten.

4.2.9 Bemerkung. Die Darstellung im folgenden ist grofitenteils komponentenweise ge-
faffit. Die komponentenweise Notation besteht hauptséchlich darin, die Anwendung der
Relationen und Operationen anders als in der Relationenalgebra im Sinne der Préddika-
tenlogik zu notieren. Wir kommen daher mit den bereits eingefiihrten Notationen fiir die
Stromoperationen wie ¢, #, C aus.

(7) R heifit stetig genau dann, wenn fiir jede aufsteigende Kette (x;,y;)i>0 von Paaren
die folgende Bedingung erfiillt ist:

(Vi > 0: Rlz;,y:]) = R[U; i, s vi] -

R heifit passend genau dann, wenn zu jedem Paar (z,y) mit R[z,y| eine aufsteigende
Kette (z;,y;)i>0 existiert, so da§ folgendes gilt:

Ui (@i, 95) = (2, y) A Vi>0: #; = min(#x,1) A Rz, vl -

Der Stetigkeitsbegriff fiir Relationen entspricht dem im Zusammenhang mit der Berech-
nungsinduktion verwendeten Zuldssigkeitsbegriff (engl. admissibility) fiir Priadikate mit
zwei freien Variablen. Da wir den Zuldssigkeitsbegriff fiir Eigenschaften stromverarbeiten-
der Relationen reserviert halten, haben wir hier den alternativ gebrauchten Begriff der
Stetigkeit verwendet. Fiir die zuletzt definierte Eigenschaft gibt es keinen gédngigen Begriff.
Da aber gerade diese Eigenschaft einen bestimmten Aspekt der Stetigkeit von Funktionen
verallgemeinert, haben wir zur Benennung die Bezeichnung ,, passend eingefiihrt, die einen
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zum Zuléssigkeitsbegriff entfernt dhnlichen Klang hat.

(77) Falls eine vorgegebene Relation R (1) total, (2) angelisch monoton und (3) stetig
ist, dann 148t sich eine stromverarbeitende Funktion f konstruieren, so dafl f C R gilt. Es
gilt sogar, dafl das konstruierte f nicht nur monoton, sondern auch stetig ist.

Man konstruiert hierzu, in Abwandlung des Beweises in [Broy 94, §3.3|, ndmlich eine
Kette (f;)i>o stromverarbeitender Funktionen induktiv, so daf fiir jedes i > 0 die folgende
Eigenschaft gilt:

(%) #r <i = Rz, fi(2)],

denn das Supremum f = []; f; soll die stromverarbeitende Funktion mit den verlangten
Eigenschaften ergeben. Zu Beginn wird fy definiert durch

fo = Le, d.h. komponentenweise durch fy(z) =¢,

wobei ¢ hier das leere Stromtupel bezeichne. Es ist klar, dal fy die Eigenschaft (x) hat,
weil #2 < 0 unerfiillbar ist. Sei nun f; gegeben, so dafi die Eigenschaft (x) erfiillt ist, dann
wird f; komponentenweise mit Hilfe der Eigenschaften (1) und (2) der Relation R durch
folgende Vorschriften festgelegt:

#e <i = fin(x) = fi(x),
#r =i = fiu(r)=y,
wobei y nach (1) (i = 0) oder (2) so gewahlt ist, dafi R[x,y] gilt;
denn bei der Wahl nach (2) ergibt sich y aus:
¥ Ca A #2=i—1 A R[Z, fi(2")] = Fy: Rlz,y] A fi(a') Ty,
#r>i N z2Co AN #z=i = fi(v) = fia(2).

Da f; die Eigenschaft (%) hat, geht diese nach Konstruktion im Fall #x = i iiber auf f; ;.
Sei nun ein beliebiges Stromtupel = gegeben, dann sei dazu die Kette (z;);>¢ definiert, so
daB fiir jedes i > 0 die Bedingung =; C x A #x; = min(#x, i) erfiillt ist. Es gelten daher
fiir alle 2+ > 0 die folgenden Beziehungen:

Rlx;, fis1(z;)] nach (%) und
fiz1(z;) = fir1(x), und zwar im Fall #2 > i nach Konstruktion
und im Fall #x < ¢ wegen z; = 7,
also gilt insgesamt die Beziehung Vi > 0: R|x;, fiy1(x)]. Da die Paarfolge (x;, fiy1(x))iz0

eine Kette darstellt, folgt aus der Eigenschaft (3) von R, dal R[x, | |; fiv1(x)] gilt. Die zuletzt
erhaltene Aussage fiihrt, weil x beliebig gewdhlt worden ist, zur gewiinschten Beziehung

f=Ufi=UfinCR.

f ist deshalb nicht nur monoton, sondern auch stetig, weil jedes f; als stetig mit gewhnli-
cher Induktion nachgewiesen werden kann. Essentiell ist jedoch fiir das Resultat nicht die
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Stetigkeit von f, sondern die Stetigkeit der Relation R.

(77i) Ist zur Situation von (ii) die Relation R zudem (4) passend, dann gibt es eine
Menge F' stromverarbeitender Funktionen, so dai R = abs(F") gilt.

Durch das in (i) beschriebene Verfahren konnen je nach den Alternativen fiir das im
Fall #x = i zu wéhlende y mehrere stromverarbeitende Funktionen f mit f C R kon-
struiert werden; es entsteht so also eine Menge F' stromverarbeitender Funktionen mit
immerhin abs(F') C R. Sei nun (z,y) mit R|x,y| gegeben. Dann gibt es eine aufsteigende
Kette (x;, y;) mit L;(x;, ;) = (2, y), R[z;, y;] und #x; = min(#x,7). Analog zum Konstruk-
tionsverfahren von (ii) kann eine Kette (f;) konstruiert werden mit Supremum f = ||; f;,
fiir die die folgende Eigenschaft gilt:

(xx) #r=j<i = Rz, fi(x)] N fi(z;)=vy;.

Wegen (xx) = (x) folgt wie in (i7) die Beziehung f C R. Ferner gilt auch f(x;) = y; fiir
jedes i nach dem zweiten Teil der rechten Seite von (xx). Die Stetigkeit von f fithrt damit
Al

f@)=fUix:) =i fla) =i = v

Ist F' die Menge der zu jedem (z,y) mit R[z,y| auf diese Weise konstruierten stromverar-
beitenden Funktionen, dann folgt sofort die gewiinschte Beziehung abs(F') = R.

(iv) Die in (ii) und (iii) genannten Eigenschaften (2)-(4) konnen nicht fiir die Relatio-
nen des denotationellen Modells selbst, sondern dhnlich zur schwachen angelischen Mono-
tonie nur fiir einen Repridsentanten der Kongruenzklasse modulo =, aufgestellt werden.
Dazu ist eine Begriffsbildung notig, die den Begriff der schwachen angelischen Monotonie,
die als Eigenschaft (2) auftritt, verfeinert. Allgemein sprechen wir bei einer Relation R von
schwacher angelischer Monotonie unter P genau dann, wenn gilt:

JR.: R~y R. AN R, angelisch monoton A P[R,],

wobei P eine gegebene Eigenschaft stromverarbeitender Relationen darstellt. Dementspre-
chend sprechen wir bei R von schwacher angelischer Monotonie unter Stetigkeit,
wenn es einen Représentanten der zu R gehdrenden Kongruenzklasse modulo ~,; gibt,
der gleichzeitig angelisch monoton und stetig ist. Um die Eigenschaften (2)—(4) in der ge-
nannten Weise zu représentieren, nennen wir aus Vereinfachungsgriinden eine Relation R
passend stetig genau dann, wenn R stetig und passend ist, so dafi der Begriff der schwa-
chen angelischen Monotonie unter passender Stetigkeit verwendet werden kann,
der alle Eigenschaften (2)-(4) sowohl formal, als auch begrifflich berticksichtigt.

(v) Fazit: Es gilt die das denotationelle Modell vollstéindig charakterisierende Aquiva-
lenzbeziehung

(1) gepuffert,
3F: R = ABS(F) < R ist EQ otal,

)
3) schwach angelisch monoton
unter passender Stetigkeit.
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Die Gesamtheit derjenigen Relationen, die die Eigenschaften (1)—(3) erfiillen, sei mit R,
bezeichnet. Dann bedeutet die vorstehende Aquivalenzbeziehung nichts anderes, als daB
der Operator ABS eine Abstraktion im engeren Sinne (siehe auch die Vorbemerkung zu
4.1.2) des Modells der Mengen von (stetigen) stromverarbeitenden Funktionen auf das
relationale Modell R, ist. O

Fiir die betrachteten Eigenschaften des denotationellen Modells ist klarzustellen, dafl
sie von den Netzkombinatoren erhalten werden, damit man nicht bei der Zusammensetzung
von Agentennetzen aus dem Modell herausfillt. Deshalb fiihren wir in der nachfolgenden
Definition den Begriff der kompositionalen Eigenschaft formal ein, wobei wir Analysen der
vorgestellten Eigenschaftsmenge hinsichtlich der Kompositionalitidt anschliefen.

4.2.10 Definition. Die Gesamtheit der Stromverarbeitungsbereiche sei mit SPD bezeich-
net. Dariiber bezeichne Rel(SPD) die Gesamtheit der stromverarbeitenden Relationen.
Dann heifit eine Eigenschaft P C Rel(SPD) kompositional genau dann, wenn folgende
Bedinungen erfiillt sind:

= P[R[|S],
(i1) P[R] N P[S] = P[RoS],
= Plupc(VR)]. &

4.2.11 Korollar zu 4.1.2. Die Eigenschaft P mit P[R] <= R € R, ist kompositional,
denn nach 4.2.9(v) ist P dquivalent zur Eigenschaft Py mit Py[R] <= 3F: R = ABS(F),
die mit Hilfe von 4.1.2 unmittelbar als kompositional nachgewiesen werden kann. a

Als erstes Beispiel einer kompositionalen Eigenschaft haben wir in vorstehender Be-
hauptung das in 4.2.9(v) entwickelte, vollstindige Modell R, selbst betrachtet. Wir haben
damit bestitigt, dafl ‘R, zusammen mit den Netzkombinatoren tatsédchlich eine Algebra
im herkdmmlichen Sinne bildet. Weil wir uns jedoch mit einem einfacheren Modell als R,
das etwa Stetigkeitseigenschaften beinhaltet, auf die moglichst verzichtet werden sollen,
zufriedengeben, verdienen die einzelnen Eigenschaften fiir sich genommen der genaueren
Untersuchung beziiglich ihrer Kompositionalitét, wie wir dies in den folgenden Sétzen vor-
nehmen. Zuerst beschéftigen wir uns mit der Eigenschaft des Gepuffertseins, die fiir die
Ubereinstimmung von operationeller und denotationeller Semantik am maBgeblichsten ist.
Es bestétigt sich, dafl sogar die Bestandteile dieser Eigenschaft fiir sich genommen ohne
weitere Zusatzanforderungen kompositional sind.

4.2.12 Satz. Die Eigenschaft P mit
P[R] <= R gepuffert

ist kompositional, denn es gelten:
(1) Abgeschlossenheit nach oben ist eine kompositionale Eigenschaft.
(77) Ddmonische Monotonie ist eine kompositionale Eigenschaft.
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Beweis. Ad (i) : Die Kompositionalitéit der Abgeschlossenheit ist einfach zu zeigen: Fiir
die parallele Komposition wird (CCL) aus 3.2.5 angewendet, wihrend bei der sequentiel-
len Komposition die Abgeschlossenheit des zweiten Faktors nach oben bereits geniigt. Die
Uberpriifung der Riickkopplungskomposition ist schlieflich trivial, denn upc(VR) ist nach
Konstruktion nach oben abgeschlossen.

Ad (ii) : Die Kompositionalitdt der ddmonischen Monotonie ist keine Schwierigkeit
beziiglich 4.2.10(7)—(i7): Bei paralleler Komposition wird (CCL) aus 3.2.5 einsetzbar und
bei sequentieller Komposition wird die Ordnung C sukzessive nach rechts verschoben. Die
Riickkopplungskomposition nach 4.2.10(7i7) wird schlieffllich mit den frither ermittelten Er-
gebnissen 4.1.5 und 4.1.6 behandelbar:

Clr (RN p1p; )C]
= m (MmExr Npipl ) (RN pipy )E

C 7w [(mEr] N pipl ) RN pipl]C { Subdistributivitit von N}
C 7 (ERNp1p])T {mpl CmEp]}

C 7 (RENpps)E = upc(Pupc(R)) {R démonisch monoton }
= upc(YR) = w](RNpp3)C {nach 4.1.6 }

= [r{ (RN pp])CIC.

Nebenbei bemerkt, wird der Abschlufl von ¥R nach oben hier eigentlich gar nicht benotigt,
denn es erweist sich durch leichte Modifikationen des gefiihrten Beweises, dafl sich die
ddmonische Monotonie von R bereits auf WR selbst iibertrégt. O

Sind Abgeschlossenheit nach oben und dédmonische Monotonie ohne Beriicksichtigung
weiterer Modelleigenschaften kompositional, so gilt dies nicht fiir die beiden verbleibenden
Eigenschaften der schwachen angelischen Monotonie und der Totalitét. Dies liegt daran,
daf} jeweils ein zu 4.1.5 analoges Faktum verwendet werden muf}, das die Fixpunktbildung
diesmal nach einer aufsteigenden Kette, fiir Totalitdt sogar mit dem leeren Stromtupel als
Ausgangspunkt (,,Kleene-Kette*), vornimmt. Dazu wird jedoch zu der die Bildung der auf-
steigenden Kette begiinstigende Eigenschaft der angelischen Monotonie noch die in 4.2.9(7)
eingefiihrte Stetigkeit benotigt, so dafl, umgelegt auf das denotationelle Modell, der Begriff
der schwachen Monotonie unter Stetigkeit als Zusatzforderung fiir den Kompositionalitéts-
nachweis erhoben werden mufl.

In Analogie zu 4.1.5 gilt also fiir jede angelisch monotone und stetige Relation R die
folgende, komponentenweise betrachtete Tatsache: Lafit sich zur Relation R die Riickkopp-
lungskomposition WR bilden, d.h. R hat schematisch einen Quellbereich A x C und einen
Zielbereich B x C', und findet man zu (z,2) € AxC ein Paar (yg, 29) € BXxC, so daf

R[(Ia 2)7 (y07 ZO)] AN E 20
dann kann man induktiv eine Folge (v;, 2;);>0 von Paaren aus B x C' konstruieren, so daf

R{(z, ), (Wit1, Ziv1)] AN (Wi %) T (Yig1, Zit1)
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d.h. der sukzessiven Vergroflerung auf der Argumentseite durch die aufsteigende Folge
(x,2) C (2,20) C ... C (2,2;) C ... steht eine Vergroflerung der Resultatseite durch
die konstruierte aufsteigende Folge (y;, 2;)i>0 gegeniiber. Seien nun y,, z, definiert, so daf
Y. = L; v und z, = |; z;. Weil die Relation R stetig ist, gilt die Beziehung

R[(x,U; zi), (L Yis1, Ui zig1)] A yo C ys, dhe Rz, (Y4, 2)] A (Y0, 20) T (Y, 24) -

Die vorstehende Eigenschaft 148t sich analog zu 4.1.5 in relationenalgebraischer Formulie-
rung unter Weglassung der gebildeten Paarfolgen in folgendem Faktum zusammenfassen.

4.2.13 Faktum. Sei C Ordnung eines Stromverarbeitungsbereichs und R eine angelisch
monotone und stetige Relation, zu der zwei direkte Produkte wie in Abbildung 3.4 gegeben
sind. Dann gilt:

(7r17r1T N pIETplT)R N plp; - 7r17r1T(R N plpg)ET ) O

Im folgenden Satz wird die Kompositionalitit der schwachen angelischen Monotonie
untersucht. Um vorstehendes Faktum anwenden zu kénnen, mufl die Eigenschaft der schwa-
chen angelischen Monotonie unter Stetigkeit angesetzt werden. Jedoch ist der Anteil der
Stetigkeitsforderung selbst nicht kompositional, denn der in der sequentiellen Kompositi-
on implizit enthaltene Existenzquantor verhindert die Ubertragung der Stetigkeit, die in
4.2.10(ii) gefordert wird. Daher wird folgende spezielle Sprachregelung eingefiihrt: Wenn
wie im nachstehenden Satz behauptet wird, schwache angelische Monotonie sei unter Stetig-
keit kompositional, so bedeutet dies bei den zu beweisenden Implikationen von 4.2.10(i)—
(77i), daf in den linken Seiten fiir P jeweils die schwache angelische Monotonie unter
Stetigkeit eingesetzt wird, widhrend auf den rechten Seiten lediglich die Eigenschaft der
schwachen angelischen Monotonie intendiert ist.

4.2.14 Satz. Schwache angelische Monotonie ist unter Stetigkeit und unter der Zusatz-
forderung der ddmonischen Monotonie eine kompositionale Eigenschaft.

Beweis. Die Zusatzforderung der ddmonischen Monotonie wird benétigt, damit /2, zur
Kongruenz wird, wie in 4.2.5(i)—(iii) gezeigt; insbesondere zeigt 4.2.5(iv), dal ~,; die
ddmonische Monotonie von einer der beiden Seiten der Kongruenzbeziehung auf die ande-
re iibertragt. Dann reicht es nédmlich zu zeigen, dafi die angelische Monotonie selbst eine
kompositionale Figenschaft ist, wenn fiir die Riickkopplungskomposition im Gegensatz zu
4.2.10(i7i) der Abschluf nach oben unterbleibt. Dies fithrt aber zu einer zum Beweis von
4.2.12(ii) analogen Beweisfiihrung: Bei paralleler Komposition wird (CCL) aus 3.2.5 und
CT = CT||CET angewendet und bei sequentieller Komposition wird die transponierte Ord-
nung T sukzessive nach rechts verschoben. Die Uberpriifung der Riickkopplungskomposi-
tion gelingt schliellich mit dem zuvor behandelten Resultat 4.2.13, wobei wir den Beweis
wegen der Analogie zum Beweis von 4.1.6, wenn dort die Ordnung T durch CT ersetzt
wird, verkiirzt darstellen:
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CT(YR) = CT[rl(RNpip;)]
C 7 (CTRM pipd) { wie fiir 4.1.6, mit CT statt C }
C 7w (RETNpipd) { R angelisch monoton }
C 7w [(mal Ny ETp Y RN pipl|ET  { wie fiir 4.1.6, mit CT statt C }
C 7w [mml (RN pp))CTET {nach 4.2.13 }
= m(RNppy)CT = (YR)ET.

Wie einfache, komponentenweise angestellte Betrachtungen zeigen, ist WR sogar stetig,
denn als Prédikate wird WR aus R durch eine Substitution, die die Riickkopplung durch
Gleichsetzung der entsprechenden Kanalvariablen vermittelt, gewonnen und es ist bekannt,
dafl aus zuldssigen Pradikaten durch Substitution von Variablen durch Variablen entstan-
dene Préadikate selbst wieder unmittelbar zuléssig sind. a

Wie angekiindigt, bendtigt der Kompositionalitdtsnachweis fiir die Totalitdt minde-
stens dieselben Zusatzforderungen wie im vorhergehenden Satz fiir die schwache angelische
Monotonie, um das Faktum 4.2.13 einsetzen zu konnen. Dabei zeigt sich die Attraktivitit
der Eigenschaft der schwachen angelischen Monotonie (unter Stetigkeit) die Bildung von
intuitiven Fixpunkten, die als Suprema von Kleene-Ketten, d.h. aufsteigende Ketten mit
dem leeren Stromtupel als Ausgangspunkt, berechnet werden.

4.2.15 Satz. Totalitat ist unter den Zusatzforderungen der démonischen Monotonie und
der schwachen angelischen Monotonie unter Stetigkeit eine kompositionale Eigenschaft.

Beweis. Die Kompositionalitdt der Totalitdt ist beziiglich paralleler und sequentiel-
ler Komposition keine Schwierigkeit. Die Uberpriifung der Riickkopplungskomposition
benotigt fiir die Anwendung von 4.2.13 die Zusatzforderung der schwachen angelischen
Monotonie unter Stetigkeit. Um die Zusatzforderung der schwachen angelischen Monoto-
nie unter Stetigkeit in die Zusatzforderungen der angelischen Monotonie und Stetigkeit
gewissermaflen umzuwandeln, wird erstens die Tatsache verwendet, dafl fiir jedes R die
Aussage RL = RCL = upc(R)L gilt, so daf} fiir jedes weitere R, mit R =) R, die Aus-
sage RL = R,L gilt. Zweitens folgt aus der ddmonischen Monotonie von R die Aussage
upc(WR) = upc(VR,) fir R, mit R ~); R,, denn nach 4.2.5(iv) ist auch R, ddmo-
nisch monoton und 4.2.5(7ii) ist anwendbar. Deshalb kann die ddmonisch monotone, to-
tale, unter Stetigkeit schwach angelisch monotone Relation R bei der Untersuchung von
upc(VR)L = L 0.B.d.A. selbst als angelisch monoton und stetig angenommen werden. Man
erhdlt zunédchst:

upc(UR)L = (VR)CL = (UR)L = (¥R)C'L
mimal (RN pipy ) CTIL

> [(mm] N pE e )R N pip] L {nach 4.2.13}

D [RN(mm! N piCpl)pips )L { Dedekind-Regel }
= 71 (RN pCp;)L

O (nf NLep])(RNpiCp)L.
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In der letzten Zeile bezeichnet der Punkt ¢ das leere Stromtupel, fiir das nichtsdestoweniger
der Sachverhalt LeC = L gilt, der ausgenutzt wird, um schliellich das gewiinschte Ergebnis
zu erzielen:

(m{ N Lep) (RN piEpy)L
= [(7] NnLep]) RN LeCpl]L {x] N Lep] ist eindeutig }
(7] NLep] )RL {LeC =L und p, total }
= (af Nnlep])L = L. { R und 7] N Lep{ sind total } O

Nach der eingehenden Analyse der Eigenschaften des denotationellen Modells werden in
nachfolgender Bemerkung Zusammenstellungen der vorgestellten Eigenschaften eingefiihrt,
die zwar das denotationelle Modell nicht vollstdndig charakterisieren, aber unter zu be-
schreibenden Gesichtspunkten die Grundgeriiste des tatséchlich eingesetzten denotationel-
len Modells darstellen.

4.2.16 Bemerkung. (i) Mit Ry werde die Gesamtheit derjenigen stromverarbeitenden
Relationen aus Rel(SPD) bezeichnet, die

(1) gepuffert, also
(a) nach oben abgeschlossen und
(b) ddmonisch monoton

sind. Das Modell Ry stellt dasjenige Grundgeriist dar, unter dem die nach 4.1.2 erziel-
te Ubereinstimmung von operationeller und denotationeller Semantik hergeleitet werden
kann.

(1) Mit Ry werde die Gesamtheit derjenigen stromverarbeitenden Relationen aus
Rel(SPD) bezeichnet, die

(1) gepuffert,
(2)  schwach angelisch monoton
(3)  und total

sind. Das Modell R ist nicht mehr kompositional, denn dazu fehlt die Forderung der
schwachen angelischen Monotonie unter Stetigkeit (vgl. 4.2.15), deren Hinzufiigung eben-
falls nicht unmittelbar zu einem kompositionalen Modell fiihrt (vgl. Vorbemerkung zu
4.2.14). Dennoch ist R; ein wichtiges Grundgeriist, denn es ist dasjenige Modell, das er-
zielbar ist, wenn man, ausgehend von R, (siehe 4.2.9(v)), sowohl auf der Seite der Mengen
stromverarbeitender Funktionen, als auch auf der der nach oben abgeschlossenen stromver-
arbeitenden Relationen auf die Anteile der Stetigkeitsbedingungen verzichtet, denn dann
verbleiben genau die Monotonieeigenschaften und die Totalitét.

Die schwache angelische Monotonie ist dabei die bemerkenswerteste Eigenschaft, denn
sie ermdglicht, in der Diktion von 4.2.14, unter Stetigkeit die Bildung von Fixpunkten
als Suprema aufsteigender Ketten. Damit 148t die Eigenschaft der schwachen angelischen
Monotonie zu, daf§ im denotationellen Modell der nach oben abgeschlossenen Relationen
das operationelle Verhalten kommunizierender Systeme insbesondere bei der Riickkopplung
simuliert wird, obwohl Satz 4.1.2 die Ausweichmoglichkeit auf die Menge aller Fixpunkte
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bietet, bei der von jeglichem operationellen Verhalten abstrahiert werden kann. Am meisten
zeigt sich das simulierte operationelle Verhalten bei der Herstellung der Kompositionalitéit
der Totalitdt durch die Zusatzforderung der schwachen angelischen Monotonie unter Ste-
tigkeit, wenn der fiir die Totalitdt der Riickkopplungskomposition erforderliche Fixpunkt,
wie etwa bei funktionaler Semantik {iblich, als Supremum einer Kleene-Kette, d.h. einer
aufsteigenden Kette mit dem leeren Stromtupel als Ausgangspunkt und der Iteration der
Anwendung als Bildungsprinzip, berechnet wird. <&

b) FEin Kalkil der robusten Verfeinerung kommunizierender Systeme

Ziel jeder Systementwicklung ist die korrekte Verfeinerung von Spezifikationen bis hin zu
implementierbaren Versionen. Nachdem das semantische Modell fiir unsere Spezifikations-
sprache bereitgestellt worden ist, stellt sich die Frage nach der Erstellung eines entsprechen-
den Verfeinerungskalkiils, der die Entwicklung kommunizierender Systeme unterstiitzt. In
der Vorbemerkung zu 4.2.3 haben wir fiir unsere Spezifikationssprache bereits die Prédord-
nung C,, als Verfeinerungsrelation vorgeschlagen:

S verfeinert R <— RLCy, S.

Die Relation C,; entspricht hinsichtlich zweier Aspekte einer iiblichen Verfeinerungsrela-
tion fiir relationale Spezifikationen.

Einerseits leistet die Relation Ty, den Ubergang von unterspezifizierten zu spezifizier-
teren Systemen durch die Reduktion des Nichtdeterminismus, denn nach der Definition
von T,y in 4.2.3 gilt, dafi die stromverarbeitende Relation S die Relation R genau dann
verfeinert, wenn S im Abschlufl von R nach oben enthalten ist. Die Verfeinerungsrichtung
wird von der der abnehmenden relationalen Inklusion bestimmt, da dadurch die Redukti-
on des Nichtdeterminismus und damit die Verfeinerung in Richtung auf implementierbare
Spezifikationen modelliert wird. Dabei ist die zusétzliche Einbeziehung des Abschlusses
nach oben unerheblich, wenn geméfl unserem verwendeten Modell, das eine Teilklasse von
dem in 4.2.16(¢) definierten Grundmodell Ry ist, alle beteiligten Relationen ohnehin als
abgeschlossen nach oben betrachtet werden.

Andererseits leistet T, als Verfeinerungsrelation nicht nur die Reduktion des Nichtde-
terminismus, sondern auch den Ubergang von wenig definierten zu definierteren Spezifika-
tionen, wenn man C,; zudem als Informationsprdordnung des ddmonischen Nichtdetermi-
nismus interpretiert. Mit dieser Art der Verfeinerung, bei der die verfeinerte Spezifikation
eine Steigerung der Information in Bezug auf die Ausgangsspezifikation erfihrt, ist der
Begriff der robusten (manchmal auch totalen) Korrektheit verbunden:

S heifit eine robust korrekte Verfeinerung von R <= R L, S.

Der Begriff der robusten Korrektheit stammt aus [Broy 85|, wéhrend die Bezeichnung
als totale Korrektheit in der Literatur iiber CSP {iblich ist, siehe etwa [Hoare 85,
von Karger 94].
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Im folgenden wird der auf der Relation C,; basierende Verfeinerungskalkiil einschliellich
der Korrektheitsnachweise der einzelnen Regeln, sofern nicht sofort ersichtlich, vorgestellt.
Wir beginnen die Darstellung des Verfeinerungskalkiils mit den elementaren Eigenschaften
unserer Verfeinerungsrelation.

4.2.17 Regel.
Ry Ep Ry
L S Cupc(R y
() e B (i) R Cu By
=M Ry Eyn R3

Beweis. Punkt (i) ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Definition von Cj; in 4.2.3.
Es ist klar, dafl die Relation Cj; eine Pridordnung und insbesondere transitiv ist, womit
die Korrektheit von (ii) folgt. O

Der anschlieffende Regelsatz enthilt diejenigen Verfeinerungsregeln, die es erlauben,
Komponenten R zu einer Kombination co(Sy, Sy), wobei co ein Netzkombinator ist, zu
verfeineren, in der die Komponenten S; von einfacherer Netzaufbaukomplexitdt sind als
die Ausgangskomponente R. Die Regeln dieses Regelsatzes enthalten dabei in der Pramis-
se diejenige Aussage, die in der gewihlten Beweislogik hergestellt werden muf. Da fiir
unseren Verfeinerungskalkiil die Relationenalgebra als Beweislogik zugrundegelegt wird,
ergeben sich die Regeln des nachfolgenden Regelsatzes aus Einsetzungen von Definitionen
der Netzkombinatoren und der Relation C,; zur Gewinnung der zugehorigen Prémisse in
der relationenalgebraischen Fassung. Weil die Relation C,; genauso wie =,, die Abge-
schlossenheit nach oben bereits beinhaltet, kann bei der Riickkopplungskomposition die
explizite Anwendung des Abschlusses nach oben unterbleiben.

4.2.18 Regel.
715175 N p1Saps C upc(R)
R Ty S| S, .
4.2.19 Regel.
S1Sy C upc(R)
R Epp 5105, O]
4.2.20 Regel.

™ (SN pip;) C upe(R)
RCy TS O

Die Modularitdt der Verfeinerungsrelation wird in der nachfolgenden Regelgruppe ge-
zeigt. Es handelt sich dabei um die Legitimation der Regel

RCy S
So Car So[S/R]

in der Sy[S/R] diejenige relationale Spezifikation bezeichnet, die durch Ersetzung von R
durch S aus Sy gewonnen wird, wobei vorausgesetzt wird, dafi Sy nur mit Konstanten und
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den Netzkombinatoren ||, o, ¥ gebildet wird. Da Cj; nicht nur die Verfeinerungsrelation
darstellt, sondern auch die Ordnung der Fixpunktbildung fiir die Semantik rekursiv defi-
nierter kommunizierender Systeme (siehe Abschnitt 4.3), stellt der Korrektheitsbeweis der
nachfolgenden Regelgruppe auch den schrittweisen Nachweis der Monotonie der Fixpunk-
tordnung dar. Auflerdem entspricht die nachfolgende Regelgruppe einer Verschéirfung des
Kongruenzresultats 4.2.5, wenn dort die Aquivalenz ~,; durch die Priordnung C,; ersetzt
wird. Deshalb wird zum Teil, ohne daf§ dies nachfolgend in den Regeln selbst besonders
erwahnt wird, die ddmonische Monotonie der beteiligten Relationen benotigt.

4.2.21 Regel.
Ry Ty Sy
Ry Ty Sy
Ry||Ry Tyr 51|52

Beweis. Aus der Annahme R; T, S7 A Ry Ty Sy ergibt sich mit Hilfe der aus dem Satz
3.2.5 gewonnenen Beziehung upc(P||Q) = upc(P)||upc(Q) die Korrektheit (nach 4.2.18):

T1S17m9 N p1Sapy C mupc(Ry)my N prupc(Ry)py = upc(Ry)|jupc(Ry) = upc(Ry||Ry). O

4.2.22 Regel.
Ry Ty S
Ry Cp Sy
RloRQ EM 51052

Beweis. Aus der Annahme Ry T, S; A Ry Cj Sy ergibt sich mit Hilfe der aus
der implizit angenommen Eigenschaft der ddmonischen Monotonie gewonnenen Beziehung
upc(P)oupc(Q) = upc(PoQ) die Korrektheit (nach 4.2.19), wobei aber die ddmonische
Monotonie nur fiir Ry zu fordern ist:

S1Sy C upc(Ry)upc(Ry) = upc(R;)oupc(Rsy) = upc(Ri0Ry) . O
Aus demselben Grund wie fiir 4.2.20 kann bei der Riickkopplungskomposition der ex-
plizite Abschlufl nach oben weggelassen werden.

4.2.23 Regel.
RCy S
VR, US

Beweis. Aus der Annahme R C,; S ergibt sich mit Hilfe des aus der implizit angenom-
men Eigenschaft der ddmonischen Monotonie ermittelten Ergebnisses 4.1.6 die Korrektheit
(nach 4.2.20), wobei aber die ddémonische Monotonie nur fiir R zu fordern ist:

T (SN pipy) C 71 (upc(R) N p1py ) = Yupc(R) C upc(VR). O

Wir schlielen der Darstellung des Verfeinerungskalkiils einige Beispiele an, die demon-
strieren, wie mit dem Verfeinerungskalkiil prinzipiell und insbesondere im Zusammenhang
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mit dem relationenalgebraischen Hintergrund umgegangen wird. Das erste, nun folgende
Beispiel ist sehr einfach gehalten.

4.2.24 Beispiel. Wir wihlen zwei Komponenten R, S, wobei zu S ein direktes Produkt
(7, p) gegeben sei, derart dafl R = Le und S = p erfiillt ist. Die Komponente S kopiert
die Nachrichten ihres zweiten Eingabekanals auf den einzigen Ausgabekanal, so daf die
Anwendung des Riickkopplungskomposition eigentlich zu einer Verklemmung in dem Sinne
fiihren miifite, daf3 die entstandene Komponente keine Ausgabe produzieren diirfte und
damit der Komponente R entsprechen miifite. Formal ergibt sich die Verpflichtung, folgende
Verfeinerungsbeziehung zu zeigen:

RCy, US.

Diese Verpflichtung wird mit einem Nachweis geméfl der Regel 4.2.20 wie folgt eingeldst,
wobei fiir die Riickkopplung bei S geméf 3.2.6 die Gleichsetzungen (my, p;) = (7, p) und
(7, p2) = (L,I) vorgenommen werden:

' (SNp)=7"p=L=Lec'L C LsC = upc(R).

Dieses Beispiel zeigt allerdings auf, dafl die Verfeinerung gemifl einem robusten Korrekt-
heitsbegrift Verklemmungssituationen iibergeht, weil der Abschlufi nach oben nach schein-
bar abgebrochener Ausgabe beliebige Fortsetzungen der Ausgabeproduktion zulédfit. Da die
Verfeinerungsrelation Cj; die Abgeschlossenheit nach oben beinhaltet, ist es nicht notig
gewesen, die Komponenten R und S als abgeschlossen nach oben zu wéhlen. Allerdings
sind die Komponenten R und S sogar beide ddmonisch monoton, obwohl die Regel 4.2.20
ohne diese Anforderungen auskommt. O

Im zweiten, leicht umfangreicheren Beispiel wird sowohl die rekursive Aufschreibung
zur Einbeziehung unendlicher Stréme, als auch die Datenstruktur der natiirlichen Zahlen
verwendet, die durch die in Kapitel 3 eingefiihrte Bereichskonstruktion des natiirlichen
Zahlenstrahls repréisentiert wird.

4.2.25 Beispiel. Wir betrachten zwei Komponenten R, S, fiir die die Verfeinerungsbezie-
hung
RCy ¥S

gezeigt werden soll. Die Komponente S habe zwei Eingabekanéle und einen Ausgabekanal,
deren Kanalinhalte Strome iiber den natiirlichen Zahlen seien, und leiste folgendes: Der
zweite Eingabekanal wird nach der Ausgabe einer 1 oder auch im Falle, dafl das erste vom
Eingabekanal gelesene Element bereits eine 1 ist, auf den Ausgabekanal kopiert. Wird die
Komponente S einer Riickkopplungskomposition unterzogen, so erwartet man als opera-
tionelle Fixpunkte gerade alle Strome, die nicht leer sind und nur aus Einsen bestehen. Wir
wéhlen die Komponente R gerade so, dafl R alle Strome, die mindestens ein Element haben
und deren Elemente 1 sind, aufzéhlt. Formal werden R,S wie folgt relationenalgebraisch
charakterisiert: Die natiirlichen Zahlen seien durch einen natiirlichen Zahlenstrahl (z, S, <)
gegeben und zu S existiere ein relationales Produkt (7, p), das die beiden Eingabekanile
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symbolisiert, dann ergeben sich die folgenden Beschreibungen:

R = sup{X|X CLzS¢"' N (X ULs)o"},
S = (LzS¢" Npo") U (ppSTzTLNp).

Zum Verstdndnis sei daran erinnert, dafl der relationenalgebraische Term LzS die Konstan-
te 1 (Nachfolger von 0) bezeichnet, wihrend STzTL entsprechend das Pridikat des Tests
auf Gleichheit mit 1 bezeichnet. Weil R auch den unendlichen Strom, der nur aus Einsen
besteht, ausgeben muf, ist die in Kapitel 3 dargestellte Technik der rekursiven Aufschrei-
bung, d.h. die Darstellung als grofiter Fixpunkt eines relationenalgebraischen Funktionals,
verwendet worden. Fiir eine priadikatenlogische Notation des vorliegenden Beispiels sei auf
[Broy, Stelen 94, S. 18f.] verwiesen.

Um die oben angegebene Verfeinerungsbeziehung mit Regel 4.2.20 zu zeigen, wird
WS zundchst ausgerechnet, wobei fiir die Riickkopplung geméfl 3.2.6 die Gleichsetzungen
(1, p1) = (7, p) und (7, p2) = (L,I) vorgenommen werden:

' (Snp) = 7 {[(LzSo" Npe") U (pgs™zTL N p)] N p}

= 7 {[(Lzs¢T N pe") N p] U (pgST=TLN p)}

= 7'[(LzS¢" Npo") Np] UL(¢S™zTLNI)

= L(LzS¢ " Nnp" NI)ULzSepT

= L2So'.
Die Riickkopplungskomposition aus S mit dem Operator ¥ 14t also intuitiv gesprochen
nur die Schluffolgerung zu, daf§ das erste Ausgabeelement eine 1 ist, wihrend die iibrigen
Elemente unbestimmt sind.

Es verbleibt gemif der Primisse von 4.2.20 zu zeigen: LzS¢" C upc(R). Wir zeigen
dies in zwei Schritten, die folgenden Trick verfolgen: Zeige, dafi der Strom (1) von R
aufgezéhlt wird, wie oben in der informellen Beschreibung behauptet wird; dabei kommt
wegen der rekursiven Aufschreibung von R die in Kapitel 3 beschriebene Beweistechnik der
Berechnungsinduktion zur Anwendung. Danach ist nur noch relationenalgebraisch nachzu-
vollziehen, daf§ der Abschlufl des Stroms (1) nach oben den Vektor aller Strome beinhaltet,
deren erstes Element 1 ist. Die im folgenden dargestellten zwei Hilfsbehauptungen stellen
genau die eben beschriebenen Beweisschritte dar.

Hilfsbehauptung 1. LzS¢" NLsp' C R.
Bewets mit der Fixpunkteigenschaft von R, die in diesem Fall ausreicht:

R=128¢0"N(RULe)p" = (LzS¢p" NLep") U (L2S¢" N Rp") D LzS¢p" NLep' .

Hilfsbehauptung 2. LzS¢" C (LzS¢T NLsp" L.

Beweis folgt mit:

LzSeT = LzSo' NleCo'
= (LzSopT NLeo")(dpT NoCo™) {LzSéT NLep' ist Punkt: der Strom (1) }
C (Lzs¢" NnLep")C.
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Damit ergibt sich, wie anschliefend angegeben, die gewiinschte Schlufikette, die die
Anwendung von 4.2.20 ermoglicht. Fiir den ersten Term sind die fiir die Riickkopplung bei S
vorgenommenen Gleichsetzungen der beteiligten relationalen Produkte zu beriicksichtigen,
die folgenden Terme entstehen aus den beiden behandelten Hilfsbehauptungen:

7 (SNp)=Lz8¢" C (LzS¢" NLsp")E C RC = upc(R). O

Die beiden vorstehend behandelten Beispiele betrachten lediglich Anwendungen der Re-
gel 4.2.20, die die Herleitung von Verfeinerungsbeziehungen der Form R C,; WS ermoglicht.
Die vorgestellten Beispiele sind durch Beispiele aus der Arbeit [Broy, Stglen 94] inspiriert
worden, in der die zu dem genannten Fall gehérenden Verfeinerungsregeln unter Einbe-
ziehung von Invarianten formuliert sind. Invarianten dienen dort dazu, die Verfeinerungs-
beziehung herzustellen, wenn die Spezifikation R der linken Seite kleinste Fixpunkte der
Riickkopplung auf der rechten Seite berechnet. In unserem Ansatz erspart die Verwendung
des Abschlusses nach oben die Einbeziehung von Invarianten, so dafi die Regel fiir die
Riickkopplungskomposition wesentlich einfacher formuliert und dementsprechend wesent-
lich einfacher in der Praxis eingesetzt werden kann.

¢) Beispiel: Der Summationsagent

Das in diesem gesonderten Unterabschnitt behandelte Beispiel stellt einen Ausschnitt aus
einer mit dem vorgestellten Verfeinerungskalkiil komplett durchgefiihrten Entwicklung ei-
nes Summationsagenten dar: Es besteht die Aufgabe, einen Agenten zu entwerfen, der fiir
jede auf seinem Eingabekanal empfangene natiirliche Zahl die Summe aller bis zum aktu-
ellen Zeitpunkt empfangenen Zahlen auf seinem Ausgabekanal ausgibt. Der Umfang der
vorzustellenden Entwicklung des Summationsagenten ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Das
in der Abbildung verwendete Symbol ~» steht dabei fiir die Verfeinerungsrelation C,; und
die dariibergestellte Angabe ist die Nummer derjenigen Behauptung, die den jeweiligen
Verteinerungsschritt behandelt. Im betrachteten Ausschnitt der Entwicklung kommen Ver-
feinerungsregeln aller drei Gruppen (elementare Eigenschaften 4.2.17, Regeln 4.2.18-4.2.20
zur Einfiihrung von Netzkombinatoren, Modularitétsregeln 4.2.21-4.2.23) zur Anwendung.
Dabei wird genau diskutiert, welche Beweisschritte notig sind, um die Anwendbarkeit der
jeweilig verwendeten Regel formal abzusichern. Bei den Modularitéitsregeln werden ins-
besondere die in der gegenwértigen Formulierung der Regeln nicht enthaltene, aber im
zugehorigen Korrektheitsbeweis genau bezeichnete Voraussetzung, welche der beteiligten
Relationen als ddmonisch monoton nachgewiesen werden mufl. So lautet etwa die Regel
4.2.22, wie wir sie im Beispiel einsetzen, in Wirklichkeit wie folgt:

RICy S, Ry Ty Sy Ry ddmonisch monoton
RioRy Ep 5105,

Aufgrund der detaillierten Diskussion des Beispiels wird die Behandlung in eigensténdigen
Definitionen und Lemmata, die die Entwicklungsschritte vorbereiten, sowie in Behaup-
tungen, die die Entwicklungsschritte durchfiihren, vorgenommen. Wie in Abbildung 4.2
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dargestellt, wird die Entwicklung in zwei groflen Verfeinerungsschritten durchgefiihrt, von
denen der erste Schritt die Einfithrung der Riickkopplungskomposition beinhaltet, wihrend
der zweite Schritt die Verfeinerung der riickgekoppelten Komponente zum Ziel hat.

I— I—
ADD PRO
4.2.29 ADDSYS 4.2.31 | * * |
SUM | %32 23 SWAP
\ STR STR

Abbildung 4.2: Verfeinerung des Summationsagenten.

Die nachfolgende Definition stellt die relationenalgebraische Charakterisierung des
Summationsagenten vor. Dabei wird der Summationsagent durch Einbettung relational
programmiert, wobei die rekursiv definierte Einbettungsfunktion als zusdtzliches Argu-
ment zum Eingabestrom die Summe der bisher empfangenen natiirlichen Zahlen hat. Das
an der Definition anhéngende Lemma verifiziert, dafl die rekursiv definierte Hilfsrelation
tatséchlich eine Funktion darstellt.

4.2.26 Definition und Lemma. (i) Die natiirlichen Zahlen seien durch einen natiirlichen
Zahlenstrahl (z, S, <) gegeben. Ferner nehmen wir an, dafl die Addition auf dem gegebe-
nen natiirlichen Zahlenstrahl als Konkatenationsoperation conc wie in 3.1.12(7), jedoch mit
(70, po) als zugrundeliegendem direkten Produkt fiir die Beschreibung der Eingabe, konzi-
piert ist. Damit definieren wir das zweistellige Funktional + zur notationellen Abkiirzung
wie folgt:

R+ S = (Rmj N Spy)conc,

Sei weiter das relationale System (¢, p,e,C) der Strombereich iiber dem eingefiihrten
natiirlichen Zahlenstrahl, d.h. die Komposition ¢S ist definiert. Dann definieren wir zwei
Relationen SUM1 und SUM wie folgt:

SUM1 = sup{X|X Cre'eU{(np+p)o' Nimor' N(7d+p)p"|X0"}}
SUM = (x"'nlzp")-SUMI .
(17) SUMT1 ist eindeutig.
(1ii) SUM1 ist total.
Beweis. Ad (ii) : Dies geht mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = X'X C YV
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1. LTL C L ist trivial.
2. Angenommen, es gelte XX C Y, dann folgt:

(eer" U{o(rd+ p)" N oXTmo"" N p(we+p)T]})
(reTe U {(mo+p)o" Nlmor " N (o + p)pT]1X o™}
= clec’e U {g(rd+p)" NoX [ro'n" N p(re + p)']}
A(mo+p)o" N [ror’ N (1 +p)pT1X o}
C eeU{p(nd+p) (md+p)oT
NoX [mo'n" N p(we + p)T][men’ N (mp+ p)pT1X 0"}
C c=U(pp" N oXTXp")
C c=U(pp" NoYo").

Dabei ergibt sich die verwendete Beziehung (7¢ + p)T(7w¢ + p) C I aus:

(mo + p)T(7r¢ +p) = concT(w0¢T7rT N png)(ngnroT N ppOT)conc

C conc'(momy N popg)conc = conc'conc C 1.

Ad (7ii) : Dazu zeigen wir SUMI-L = L in zwei Schritten gem#f der Aufspaltung
L = 7L = 7L U nxTL. Zuerst wird die Aussage SUMI-L D wx"L behandelt: Anders als
im Beweis zu 3.1.12(ii), d.h. im Beweis der Totalitét von conc, ist dazu zunéchst folgende
Beziehung herzustellen:

(%) kTl =inf{X [7eTLU [ror' N (7¢+ p)p']X C X}.
Wir zeigen (k) mit einer Berechnungsinduktion iiber Q(X,Y) = X = 7Y:
1. O =70 ist wahr.
2. Angenommen, es gelte X = 7Y, dann folgt:

meTLU [ror' N (7o +p)p | X
= we LU [mor’ N (7¢+p)p' ]z
e LU [roN (7o + p)L]Y
= me'LU (moY Nmol) = w(c"LUgY).

Dabei ergibt sich die verwendete Beziehung (7¢ + p)L = 7oL aus:

(m¢ + p)L = (mpmy N ppg ) concl = (wédmy N ppg)mol = 7ol = wol .
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Sodann ist zu zeigen, dal SUM1 -L Fixpunkt des in (x) enthaltenen Funktionals ist:

LU [mor' N (7 + p)p']-SUMI -L
= meeLU{(r¢+p)LN[ror’ N (xd + p)p']-SUMI-L}
= meeLU{(ro+p)Nlror’ N (7d+p)p']-SUMIL-0 ¢}
= meeLU{(mp+p)o" N[ror" N (7d+ p)p']-SUMIL-0"}L
= SUM1-L.

Mit Hilfe von (Str;) liaBt sich die verbleibende Aussage SUMI-L D wxTL behandeln:

SUM1-L
D sup{X | X C (16 +p)o" Nlmon N (7 +p)pT]X o'} - sup{X | X C gL N oX}
= sup{X [ X C (7¢ + p)LN [ror" N (76 +p)pT] X}
= sup{X | X C [mor" N (76 +p)pT]X}.

Von hier aus verbleibt es, die Beziehung
7Tl = sup{X | X C [ror" N (7é + p)p"| X}

mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = X = 7Y zu zeigen (P ist costetig, da =
eindeutig ist):

1. L = nL folgt aus der Totalitdt von 7.
2. Angenommen, es gelte X = 7Y, dann folgt:

[ror™ N (7 +p)pT]X = [mor" N (7¢+ p)pT]zY.
= [ron(mp+p)L]Y = 7mo¥YNnmoL = mwoY. O

Nachfolgend werden diejenigen Komponenten relationenalgebraisch beschrieben, die in
dem mit dem ersten Verfeinerungsschritt erhaltenen Netz auftreten.

4.2.27 Definition und Lemma. (i) Wir definieren in der Situation von 4.2.26 vier Re-
lationen PR0O, ADD, ADDSYS und STR wie folgt, zu denen geeignete direkte Produkte
(71, 1), (0,7) und (09, 79, Vo) existieren mogen:

PRO = Lzp' Nnop"

ADD = sup{X|X C(ocUT)eeU[(cp+T0)p' N(c0o" NTor")X "]}
ADDSYS = wvy-PRO-7{ N(opo" N1y7")-ADD-p]

STR = p

(17) ADDSYS ist eindeutig.
(7ii) ADDSYS ist total.
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Beweis. Ad (ii) : Wegen der Beziehung

ADDSYSTADDSYS = [r-PROv Np-ADD (o] N77) )]
-[vo-PRO -7} N (co0" N1o7")-ADD-p]]
C m-PROTPRO-7] N pi-ADD (00" N777)-ADD-p;
- 7T17r1Tp1-ADDTADD-p1

reicht es, die Eindeutigkeit von ADD mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) =
XTX C Y nachzuweisen:

1. LTL C L ist trivial.

2. Angenommen, es gelte XX C Y, dann folgt:

{2(cTUTH U [p(co+70) NoXT (oo 0" NTo"7T)]}
A(cUun)eU[(cp+70)0" N(coo" NTorT)X0']}

C cele™=U[po" N oX (oo N7 X ]

= U (¢p" NoXX0") C U (po" NoYe'),

wobei sich die verwendete Beziehung (c¢ + 7¢)T(0¢ + 7¢) C I wie folgt ergibt:

(0p+79) (0o +7¢) = concT(mod'o" N pod'7")(odmy N Tépg)conc

C  conc'(momy N popg)conc = conc' conc C 1.

Ad (iii) : Wegen den Beziehungen

ADDSYS-L = [vy-PRO-7] N (0o0" N1y7")-ADD p! |7 L
vo-PRO-LN (0g0" N1y7")-ADD-L,
(oo NTer )L = (ogo' N7er )ol = oobnrml = L

reicht es, die Totalitit von ADD nachzuweisen. Dazu zeigen wir ADD-L = L in zwei
Schritten gem&f der Aufspaltung

L=(cUT)k"LU(erTLNTKTL).
Zuerst wird die Aussage ADD-L C (¢ UT)x"L behandelt: Dazu beweisen wir die Beziehung
(%) (cUT)R'L=inf{X |(cUT)e"LU (oo NTor")X}
mit einer Berechnungsinduktion iiber Q(X,Y) =X = (cUT)Y"

1. O = (0 UT)0 ist wahr.
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2. Angenommen, es gelte X = (¢ U 7)Y, dann folgt:

(cUT)E"LU (coo" NTor)X
= (cUT)e"LU (oo NTorT) (e UT)Y
= (cUT)e"LU(ocpUT)Y = (cUT)(eTLUY),

Sodann ist zu zeigen, dal ADD-L Fixpunkt des in (*) enthaltenen Funktionals ist:

(cUT)e"LU (000" NTor")-ADD-L

ocUT)e'eL U ool N 7oL N (0oo" NTor")-ADD-L]
oUT)eeL U [(0¢ +To)L N (oo NTor")-ADD-L]
ocUT)eeL U [(0¢+7¢) N (0oo" NTor")-ADD-o'¢|L
cUT)eeLU[(0¢+T0)o" N (oo NTorT)-ADD-o"|L
— ADD-L.

(
(
(
(

wobei sich die verwendete Beziehung (0¢ + 7¢)L = opL N 7oL wie folgt ergibt:
(cp+ 7o)l = (comg NTopg)concl = (comy NTopg )Tl = cpL N 7L = ool N 7ol .
Mit Hilfe von (Strs) liBt sich die verbleibende Aussage ADD-L D oxTLN7xTL behandeln:

ADD-L
O sup{X | X C(0p+70)0" N(ooo" NTor" )Xo }-sup{X | X C oL N X}
= sup{X|X C (6o +70)LN (000" N7Tor")X}
= sup{X|X CooLNroLN(0oc" NTor")X}
= sup{X |X C (coo" NTor")X} = oxTLN7KTL,

wobei die letzte Zeile recht einsichtig ist, so dafl auf den genauen Nachweis verzichtet
werden kann (Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = X = oY N 7Y, wobei P wegen der
Eindeutigkeit von ¢ und 7 costetig ist). O

Das folgende Lemma bereitet den ersten Entwicklungsschritt vor. In (i) wird der klei-
ne Schritt betrachtet, der SUM zu einer sequentiellen Komposition verfeinert, in der der
zweite Faktor STR nicht mehr weiter verfeinert wird, wahrend der erste Faktor der Aus-
gangspunkt der Verfeinerung zu der mit ADDSYS gebildeten Riickkopplungskomposition
darstellt. Der Punkt (i7) behandelt die fiir die modularen Verfeinerungsschritte notwen-
dige Eigenschaft der ddmonischen Monotonie des zweiten Faktors der in (i) entstandenen
sequentiellen Komposition.

4.2.28 Lemma. (i) SUM Ty (SUM-PRO-w] N SUM -p!)oSTR.

(77) STR ist ddmonisch monoton.
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Beweis. Ad (i) : Anstelle der Verfeinerungsaussage 1afit sich sogar die Gleichheit wie folgt
zeigen:

(SUM-PRO-w{ N SUM -p])py = SUM-PR0O-L N SUM = SUM-LN SUM = SUM .
Strenggenommen wird die Verfeinerungsregel 4.2.19 verwendet.

Ad (i) : Es gilt CT-STR = Cp; = (mCn] N piCp] )p1 = p1C = STR-C. O

Die folgende Behauptung fiihrt nun den in Abbildung 4.2 dargestellten ersten Entwick-
lungsschritt durch.

4.2.29 Behauptung. Es gilt SUM C,; VADDSYSoSTR.

Beweis. Unter Verwendung des Lemmas 4.2.28 geniigt es, die folgende Verfeinerungsaus-
sage zu zeigen:

(x)  SUM-PRO-n] N SUM-p| Ty WADDSYS .

Denn daraus ergibt sich folgende Entwicklung des Summationsagenten (verwendete Ver-
feinerungsregeln werden besonders durch Unterstreichung gekennzeichnet):

(1) SUM Ty (SUM-PRO-7] N SUM -pT)oSTR {4.2.28(i)}

(2) STR Ty STR {4.2.17(i) }

(3) (SUM-PRO-77 N SUM-pT)oSTR Ty WADDSYSoSTR { (x),(2),4.2.28(i1),4.2.22}
(4) SUM Ty WADDSYSoSTR. {(1),(3),4.2.17(ii) }

Anders als die zwei zuvor behandelten Beispiele 4.2.24 und 4.2.25 wird (%) gerade nicht
unter Ausnutzung der in Regel 4.2.20 enthaltenen Abgeschlossenheit nach oben, sondern
vielmehr wird die Begriindung sogar der Gleichheit angestrebt, die aus algorithmischen
Griinden herstellbar ist. Der Nachweis wird in drei Teilen gefiihrt: Im ersten Teil geht
es um bestimmte Eigenschaften der Relation SUM, die den Existenznachweis des Fix-
punkts der Riickkopplungskomposition WADDSYS ermoglichen sollen. Anschliefflend wird
im zweiten Teil die Eindeutigkeit des Fixpunkts der Riickkopplungskomposition moéglichst
genau begriindet; zu den Einschrénkungen des angewendeten Verfahrens werden weiter
unten entsprechende Bemerkungen gemacht. Der dritte Teil enthélt den Existenznachweis
des Riickkopplungsfixpunkts und die Vervollsténdigung des Beweises der Giiltigkeit der
Gleichheit in (x) mit Hilfe der Eindeutigkeitsaussage.

Hilfsbehauptung 1. SUM1 = [ro" N (pp" N SUM1-0")7T]-ADD.

Beweis mit Berechnungsinduktion iiber dem Prédikat

P(X,)Y)=[ro" n(pp" NSUMIL-0")TT|X =Y,

dessen Costetigkeit sich aus der Eindeutigkeit von SUM1 nach 4.2.26(i7) ergibt, weil damit
der Faktor 7o ™ N (pgpT N SUMI-o")7T selbst wieder eindeutig ist:

L. [rom N (ppT N SUM1-0")7T]L = L ist wahr wegen der Totalitit von SUM1 nach
4.2.26(ii).
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2. Angenommen, es gelte [ro’ N (pp" N SUM1-0")7T]X =Y, dann folgt zunichst

[moT N (pp" N SUM1L-0" )t {(c UT)ec U [(0¢p+ 7)o" N (doo" NTorT)X 0]}
= meeU|[(md+p)o' N (moo" NSUMI-7T)X "]

aus der Eindeutigkeit von 7o' N (ppT N SUM1-0")7T. Wir benutzen die Fixpunktei-
genschaft von SUMI, um den Teilterm moo' N SUM1 -7 wie folgt umzuformen:

woo' N SUM1-7T
= woo' N (e U{(np+p)p" N[mor' N (wp+p)p']|-SUMI-0"})7T
= moo" N{(xd+p)dT N[wor™ N (7¢+ p)pT]-SUMI-0"}7T
= [ror" N (nd+p)pT][ra’ N (pp" N SUML-0")7]
Das erhaltene Ergebnis wird entsprechend eingesetzt, damit die Induktionsannahme
angewendet und schliellich das Gewiinschte erhalten werden kann:
el U[(mo + p)o" N (moo™ N SUMI-7T)X "]
= e U{(rd+p)o" N [ror" N (w6 + p)pT[wa’ N (ppT N SUML-p")rT]X 0"}
= meeU{(ro+p)o" Nlror" N (nd+p)pT|Yo}.

Korollar zu Hilfsbehauptung 1. SUM = (¢" N SUM-PR0O-7")-ADD.
Beweis: Aus Hilfsbehauptung 1 148t sich unmittelbar folgendes ableiten:

SUM = (7' NLzp")-SUMI
(7" N Lzp ) [ro" N (pp" N SUMIL-0")7"]-ADD
= o' N(Lz¢" N SUM-0")7"]-ADD

= (6"NSUM-PRO-7")-ADD.

Die Bildung der Riickkopplungskomposition von ADDSYS erfolgt geméfl Abbildung 4.2
und 3.2.6(i7) mit den direkten Produkten (og, 7om] N vop;) (zwei der drei Eingabekanile
sind betroffen) und (L, 1) (alle Ausgéinge werden riickgekoppelt). Dabei ist (o, 7om] Nvgpy )
genauso ein binéres direktes Produkt wie das in 4.2.30(éi7) behandelte Relationenpaar, wes-
halb auf den enstsprechenen Nachweis hier verzichtet wird. Die folgende Hilfshehauptung
will plausibel machen, dafl die Riickkopplungskomposition von ADDSYS, die sich nach
3.2.6(ii) als Ausdruck og (ADDSYS N1om{ Nwgpi ) ergibt, eindeutige Fixpunkte berechnet.
Zunichst wird in (i) gezeigt, dafi die erste Komponente eines durch die Riickkopplung
berechneten Fixpunkts, der sich als Paar ergibt, durch die zweite Komponente bestimmt
wird, weshalb sich der Nachweis der Eindeutigkeit auf die zweite Komponente beschrinken
kann. Dazu vollziehen wir relationenalgebraisch nach, wie sich die Elemente des durch die
zweite Komponente des Riickkopplungsfixpunkts bezeichneten Stroms durch eine Rekursi-
onsformel der Art 2y = xg, 2; = x;+2; 1 (mit z als zweite Komponente des Riickkopplungs-
fixpunkts und z als Eingabestrom) und damit in einem eindeutigen Verfahren bestimmen
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lassen.
Hilfsbehauptung 2. (i) Es gilt
od (ADDSYS N} Nwgp; )p1-PRO = o) (ADDSYS N rymr] Nwgp] )y
(ii) Sei = = o (ADDSYS N 1ow] Nwgp! )p1, dann gelten:
() EC (6" NE-PRO-77)-ADD,
(B) ZpC o, Vi>0: Zg'¢ Co'o+E07'0,
(v) Vi > 0: Z¢o'¢ eindeutig .
Beweis: Ad (i) : Unter intensiver Ausnutzung der Regel
R eindeutig = RN (RNS)L=RNS
(siehe Abschnitt 2.2) zusammen mit den Ausblenderegeln ergibt sich:

od (ADDSYS N 1om; Nwgp; )pr- PRO
= 0, [(vg-PRO N 1y)LN (090" N 17" )-ADD N wy]- PRO
og {(vo- PRO N 1)L N (090" N1y7")- ADD N wy)- PRO}
o4 {(vo- PRO N 79)L Nwg-PRO N [(090" N 77" )-ADD N wy)L}
og{vo- PRO N9 N (g0 N 77" )- ADD NwglL}
= 05 {(vo-PRO N 7o)7w! N[(coc" N7 )-ADD Nwylp] dmy
= 0y (ADDSYS N ym] Nwepy )7y -
Ad (i) : Zunéchst formen wir = um wie folgt:
= 04 (ADDSYS N 7m! Nwop; )py
oq [(vo- PRO N 1)L N (oo N 7orT)-ADD N ]
= oy {[ooc" N (vo- PRO N1p)7T]-ADD Ny} .
Setzt man © = [og0 " N (vg-PRO N7y)7']-ADD, dann erhilt man (a) wie folgt, wobei sich
die Eindeutigkeit von © aus derjenigen von ADD nach dem Beweis zu 4.2.27(ii) ergibt:
= 04(®Nwv) = og[(O@Nv)LNO|
= o4{o0c" N[(©Nwy)-PRONTy|7"}-ADD
C (¢"NEZ-PRO-7")-ADD.

(1]

(1]

Mit Hilfe von («) werden die beiden Aussagen von () wie folgt hergeleitet, wobei i > 0
gelte:

Z¢ C (¢c"NE-PRO-TT)-ADD-¢

= (6"NZ-PRO-T(0p+710) = o+Lz = o,
Zo'¢ C (60" NE-PRO-7T)-ADD-0'¢

= (6" NZE-PRO-7") (oo N1 ") (00 + 70)

= (0" NE-PRO-T)(0d'0+70'0) = do+Ed 0.
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Dabei ergeben sich die beiden verwendeten Eigenschaften
ADD-¢p =0cp+ 10 ADD-¢' = (coo" N1or")"-ADD

leicht durch gegebenenfalls mehrfaches Expandieren der Definition von ADD. Aus (/)
ergibt sich schliellich die Aussage von (7) durch vollstdndige Induktion iiber i:

L. i =0: (20°90)T(E20°0) = (Z¢)T(Z¢) C ¢'¢ =1 ist wahr.
2. i > 0: Angenommen, es gelte (Z20' 1¢)T (20" 1¢) C I, dann folgt:
(E0'9)"(E'¢) C (¢ +EZ0'9) (00 +Z0""9)
= conc' [mo(0'®)T N po(Z0 7 9) T (o' oy NEo™ Lppg )conc
conc' [momg N po(Z0 1) (20" 1 p)pg ) cone

conc[momy N po-l-pg)conc C 1.

C
C

Der Ausdruck Zp'¢ bezeichnet das i-te Element des durch die zweite Komponente des
von der Riickkopplung bei ADDSYS berechneten Paares bestimmten Stroms in Abhéngig-
keit von einem Eingabestrom. In Punkt () der vorstehenden Hilfsbehauptung haben wir
demnach gezeigt, daf§ jedes durch Zo'¢p bezeichnete Stromelement in Abhingigkeit vom
Eingabestrom eindeutig bestimmt wird. Daraus ergibt sich als plausibel, dafl jeder durch =
berechnete Strom selbst eindeutig bestimmt wird, d.h. dafl die Relation = selbst eindeutig
ist. Allerdings haben wir keine entsprechende Technik vorgestellt, die die Eindeutigkeit
von = feststellt, wenn fiir alle i die Relation Zp'¢ eindeutig ist, sondern wir verlassen uns
auf entsprechende, auf Komponentenebene giiltige Ubertragungsschritte. Damit ist die
Feststellung folgender Tatsache durch die Ergebnisse aus Hilfsbehauptung 2 ausreichend
motiviert.

Faktum. o] (ADDSYS N ronf Nwopl) = Z-PRO-7] N E-p] mit = aus Hilfsbehaup-
tung 2(ii) ist eindeutig.

Der Existenznachweis fiir den von der Riickkopplung bei ADDSYS berechneten Fix-
punkts wird gefiihrt, indem wir zeigen, daf der durch die linke Seite der Aussage () vorge-
gebene Kandidat einen solchen berechnet. Dabei kann das Korollar zu Hilfsbehauptung 1
in folgender Schlulkette zielfithrend eingesetzt werden:

o (ADDSYS N 1omr! Nwgpy )
= o4 {(vo-PRO N 7o)} N[(ogo" N7or")-ADD Nwylp] }
O (og NSUM-PRO-7; N SUM -vy)
{(vo-PRO N 1o)w] N [(ogo" N7orT)-ADD N wglp] ¥
= SUM-PRO-n{ Nn[(¢c" N SUM-PRO-7")-ADD N SUM|p;
= SUM-PRO-n{ N SUM-p] .

Nach dem zuvor aufgestellten Faktum ist o (ADDSYS Nromr{ Nwgpl ) eindeutig und ferner
ist mit Hilfe von 4.2.26(7i4) die Totalitit von SUM-PRO-w{ N SUM-p] leicht nachweisbar.
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Damit folgt nach der Regel fiir die Gleichheit eindeutiger Relationen mit darin enthaltenen
sofort das gewiinschte Resultat

od (ADDSYS N romr; Nwgp; ) = SUM-PRO-7] N SUM -p{ O

In Vorbereitung auf den zweiten Verfeinerungsschritt wird die noch ausstehende De-
finition der Komponente SWAP aufgestellt. Im daran anhingenden Lemma werden Ei-
genschaften behandelt, die in der Entwicklung verwendet werden, wie insbesondere die
Aussagen iiber ddmonische Monotonie, die als Teil der Pramissen der Modularitdtsregeln
auftreten.

4.2.30 Definition und Lemma. (i) In der Situation von 4.2.27 sei (7, p2) ein weiteres
direktes Produkt, so daff ADD-7) und PRO-p) definiert sind. Dazu definieren wir die
Relation SWAP wie folgt:

SWAP = myp! O pyr} .

(71) SWAP ist ddmonisch monoton.

(i) (oo’ N 7T, vp) ist ein bindres direktes Produkt, das auf die Eingabeseite der
parallelen Komposition ADD||PR0 paft (siehe Definition von ADDSYYS).

(iv) ADDSYS ist ddmonisch monoton.

Beweis. Ad (ii) : Zunéchst gilt
C-SWAP = (maEmy N paCpy ) (map] N paw]) C malpf N paEry

Der Ausdruck mCp] N pyCr] 1iBt sich mit Hilfe von (CCL) aus 3.2.5 zum gewiinschten
Zielterm SWAP-C umformen. Wir erinnern daran, dafl zur Gewéhrleistung der praktischen
Einsetzbarkeit unserer Netzsprache stillschweigend eine Relationenalgebra zugrundegelegt

wird, die parallele Komposition erlaubt.
Ad (iii) : Der Reihe nach ergibt sich:

(0o N77y )(oo0 " NTeT") = oo’ N7’ = 1,
vevg = (Log NLry NI-vg) (oL Nl Nwg-I) = 1,
T T _ T T T _
(coy N7y )vg = (00y NTTy NLuy)(ogLNTeLNwvg) = L,
(coo " N 7o) (0o NTTy ) Nveuy = o0y NTeTy Ny = 1.

Ad (iv) : Zunédchst gilt die Beziehung

C-ADDSYS = Clvy-PRO-7i{ N (090" N1o7")-ADD-p]]
C wE-PRO-7 N (0yEc" N1E7T)-ADD-p]
= wvo(Lzo" NCo") ! N (oo N7 )E-ADD-p! {09, T eindeutig }
C wy(Lzo™ No")Crf N (oo0" N 77" )E-ADD-p]
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wobei die letzte Zeile wie folgt hergeleitet werden kann:

Lz¢" NCo" = Lzd" No'(¢p" Nolo")
C [Lz¢" (¢ NoCTo") N "] (¢pp" N oCpT)
C [Lzo(¢p" NoCTo")No"|E = (Lz¢' No")C.

Wegen der zuletzt hergeleiteten Beziehung reicht es, die ddmonische Monotonie von ADD
mit einer Berechnungsinduktion iiber P(X,Y) = CX C ADD-Y nachzuweisen (P ist
costetig wegen der Eindeutigkeit von ADD nach dem Beweis zu 4.2.27(i7)):

1. CL € ADD-L = L ist wahr nach dem Beweis zu 4.2.27(7ii), in dem die Totalitét von
ADD nachgewiesen worden ist.

2. Angenommen, es gelte CX C ADD-Y, dann folgt:

C{cUne=Ul(op+7¢)0" N (000" NTor ) Xo']}
= ((CUTE)e'eU[(0Cp+1C0)o" N(0Coo' NTEeT")X0']
= (cUT)eeU(oe'Lnre"L)U[(0p +T0)d" N (oo’ NTor )EX']
C (cUn):e'LU[(cop+T70)p N (oo0" NTorT)-ADD-Y o']
= (cUT)ee-cTLU[(0p+T10)d" N (oo NTor")-ADD-0"] - (pp" N oYo")
= ADD:[e"LU (66" NoYp')],
wobei die verwendeten Beziehungen C¢ = cTLU ¢ und Co = "L U oC leicht aus der

Fixpunkteigenschaft von C nach (Str,) abgeleitet werden kénnen. Fiir die Herleitung
der vorletzten Zeile ist die Eindeutigkeit des Faktors

(co+71¢)p" N (coo" NTor")-ADD-0o",
die sich etwa aus der Eindeutigkeit von ADD ergibt, ausgenutzt worden. a

Die folgende Behauptung fithrt nun den in Abbildung 4.2 dargestellten zweiten und
letzten Entwicklungsschritt durch.

4.2.31 Behauptung. Es gilt SUM C,; V[(ADD||PR0)oSWAP]|oSTR.

Beweis. Unter Verwendung von 4.2.29 und 4.2.30 geniigt es, die folgende Verfeinerungs-
aussage zu zeigen (vgl. Beweis zu 4.2.29):

(%) ADDSYS Ty (ADD||PR0O)oSWAP .
Denn daraus ergibt sich folgende Fortsetzung der Entwicklung des Summationsagenten:

(5) WADDSYS Ty W[(ADD||PR0O)o SWAP] { (+%),4.2.30(iv),4.2.23 }
(6) WADDSYSoSTR T, W[(ADD||PRO)oSWAP]oSTR {(5),(2),4.2.28(ii
(7) SUM Ty U[(ADD||PR0)oSWAP]oSTR {(4)
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Wir konnen anstelle der Verfeinerungsaussage in (%) sogar die Gleichheit zeigen, da etwa
die Relation SWAP = myp] N pam] injektiv ist:

(ADD||PRO)(mapT N pory) = [(oo0 T N 1077 )-ADD -] Nwy- PRO-pd](map] N por])
= (ooo" N7o7")-ADD-p! Nvy-PRO-w] = ADDSYS. 0O

An diesem Beispiel ist detailliert untersucht worden, wie der vorgestellte Verfeinerungs-
kalkiil im Systementwurf praktisch eingesetzt wird. Die Abfolge der dargestellten Lemmata
zusammen mit den in den Beweisen zu den Behauptungen 4.2.29 und 4.2.31 aufgefiihrten
Aussagen (x) bzw. (%) und den numerierten Herleitungsschritten (1)—(7) ergibt die kom-
plette Durchfiihrung der in Abbildung 4.2 dargestellten Entwicklung des Summationsagen-
ten. Einige Punkte der formalen Diskussion des Beispiels, die bisher aufler acht gelassen
worden sind, werden in folgender Bemerkung abgehandelt.

4.2.32 Bemerkung. (i) Im Beweis zu 4.2.31 féllt auf, daf trotz der im Zielnetz enthal-
tenen parallelen Komposition ADD||PR0 die dafiir zustdndige Modularitéitsregel 4.2.21
nicht zur Anwendung gekommen ist. Fiir die dargestellte Entwicklung ist ADD||PR0 nicht
Ergebnis einer Verfeinerung zu einer parallelen Komposition, sondern der Ausdruck ist
vielmehr als Schreibabkiirzung fiir den ersten Faktor der sequentiellen Komposition mit
SWAP zu verstehen. Wird die Entwicklung noch strenger durchgefiihrt, so ist unter ande-
rem die ddmonische Monotonie von SWAP zu zeigen, um die Modularitétsregel 4.2.22 fiir
sequentielle Komposition anwenden zu koénnen. Sei nun der Agent ADDparPR0O wie folgt
definiert:
ADDparPR0O = (090" N1y7")-ADD -7ty Nwy-PRO-p; .

Weil wir die ddmonische Monotonie bereits vorsorglich in 4.2.30(ii) gezeigt haben, ergibt
sich folgende strenge Fortsetzung der in 4.2.29 begonnenen Entwicklung:

(xx") ADDSYS Ty ADDparPR0o SWAP { Beweis zu 4.2.31(xx) }
(5") ADDparPR0 Ty ADD||PRO { Gleichheit,4.2.18 }
(6') SWAP Ty SWAP (4.2.17(i))
() ADDparPROoSWAP Cy; (ADDI|[PRO)oSWAP — {(5'),(6'),4.2.30(ii),4.2.22 }
(8 ADDSYS Ty (ADD||PR0O)oSWAP [ (#5),(71),4.2.17(ii) }
(9) WADDSYS Ty V[(ADD||PR0O)o SWAP] {(8),4.2.30(iv),4.2.23 }
(10') WADDSYSoSTR Cay W[((ADD||PRO)oSWAP]oSTR {(9'),(2),4.2.28(ii),4.2.22 }
(11') SUM Ty, W[(ADD||PRO)oSWAP]oSTR {(4),(10'),4.2.17(1) }

(77) Ein weiterer auffilliger Punkt in der vorgestellten Entwicklung ist die Verwendung
von ¥ selbst als Riickkopplungsoperator anstelle des durch das in 4.1.2 motivierte denota-
tionelle Modell gegebenen Operators AR.upc(¥ R), der auch beim Kompositionalitdtsbegriff
in 4.2.10(#7i) eingefordert wird. Durch die unmittelbar giiltige Beziehung WR C,; upc(VR)
und durch die Aussagen der als korrekt nachgewiesenen Modularitétsregeln 4.2.21-4.2.23,
in denen nur punktuell die Eigenschaft der ddmonischen Monotonie gefordert und nicht
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génzlich das Modell Ry zugrundegelegt wird, ist abgesichert, dafl jedes auf rechten Seiten
von Verfeinerungsbeziehungen auftauchende ¥ durch einen Abschlufl nach oben ergénzt
werden kann, ohne dafl die Korrektheit der Verfeinerung beeintrichtigt wird. Gerade weil
die Relation C,; den Abschlufl nach oben bereits enthélt, ist es moglich gewesen, den Ver-
feinerungskalkiil unter Fortlassung von Abschliissen nach oben allgemeiner zu formulieren
als es das Modell R zulédsst: Weder miissen die beteiligten Relationen alle nach oben ab-
geschlossen sein, noch werden die beteiligten Relationen als ddmonisch monoton gefordert,
wenn dies nicht explizit durch die Pramisse einer Modularitédtsregel verlangt wird. Insbe-
sondere ist es im Beispiel des Summationsagenten unwesentlich, ob das entwickelte Zielnetz
mit ¥ oder mit AR.upc(¥R) gebildet wird, weil die Abgeschlossenheit nach oben gar nicht
ausgeniitzt wird, sondern auf die Eindeutigkeit der Fixpunktbildung abgezielt wird.

(7ii) Im Beweis zu 4.2.29 haben wir bereits ausgefiihrt, das wir nicht genau die Eindeu-
tigkeit der Riickkopplungskomposition WADDSYS oder der zweiten Komponente = des
durch die Riickkopplung berechneten Paares nachweisen kénnen. In der dortigen Hilfsbe-
hauptung 2(ii)(y) haben wir die Eindeutigkeit aller Projektionen Z¢'¢ (i > 0) auf die
Elemente des durch = berechneten Stroms zeigen konnen. Zwar kann damit nicht ohne
weiteres relationenalgebraisch auf die Eindeutigkeit von = selbst geschlossen werden, aber
es laft sich immerhin beweisen, dafl = beziiglich berechneter unendlicher Stréme eindeutig
ist, d.h. die Relation =N Lk ist eindeutig, wobei x den zu dem in 4.2.26(i) zugrundegelegten
Strombereich gehoérenden Vektor der endlichen Strome bezeichnet. Unter Ausnutzung der
leicht zu zeigenden Darstellung 1N Lk = N); 0'po" (0°)7 erhilt man nimlich:

EnLr)T(ENLr) = (INkKTLETEINLkK)
C Nid'd(E0'0)" (Ed'd)oT (o))"
C Nidod- Lo (o) = INnLk. {Z¢'¢ eindeutig}

Das bedeutet also, dafl die in Abbildung 4.2 dargestellte Entwicklung des Summationsagen-
ten ganz im Sinne der Vorlage [Stolen et al. 93, S. 19ff.] unseres Beispiels nur fiir unendliche
Strome formal mit den Mitteln der Relationenalgebra abgesichert werden kann. Abgesehen
davon, dafl wir diese Einschriankung in Kauf genommen haben, weil wir auf andere Techni-
ken, die auf Komponentenebene liegen, vertrauen kénnen, haben wir mit der vorliegenden
Darstellung die formale Verifikation im Gegensatz zu der Sammlung der in der Originalvor-
lage von [Stolen et al. 93] lediglich behaupteten Zwischenschritte komplett nachvollzogen.
Dies ergibt sich aus der Tatsache, dafl in [Stglen et al. 93] eine logische Sprache lediglich
implizit zugrundegelegt wird, wiahrend fiir unseren Verfeinerungskalkiil der prézise Forma-
lismus der Relationenalgebra zur Verfiigung steht. a

d) Beispiel: Das Flanken-Bit-Protokoll

Das vorhergehende Beispiel des Summationsagenten ist die Entwicklung eines determini-
stischen Agenten, so dafl der relationale Ansatz noch nicht an einem gréfieren Beispiel, das
Nichtdeterminismus beinhaltet, erprobt ist. In dem in diesem Unterabschnitt zu behan-
delnden Beispiel geht es um die Entwicklung des Flanken-Bit-Protokolls, das wenigstens
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eine echt nichtdeterministische Komponente beinhaltet. Das Flanken-Bit-Protokoll ist ei-
ne starke Vereinfachung des Alternating-Bit-Protokolls, das ,,zeitabhéngige* Komponenten
enthélt, d.h. Komponenten die dasselbe anomalische Verhalten wie das nichtstrikte faire
Mischen zeigen, und deshalb hier nicht als Beispiel geeignet ist, wihrend dariiberhinaus das
Thema der Zeitabhéngigkeit Gegenstand des letzten Abschnitts des vorliegenden Kapitels
ist.

Ausgangspunkt des Flanken-Bit-Protokolls ist ein Bit-Daten-Empfanger mit zwei
Eingangs- und zwei Ausgangskanédlen, den wir im folgenden Receiver nennen wollen. Der
Receiver hat die Aufgabe, die auf dem ersten Eingangskanal empfangenen Bit-Daten auf
dem ersten Ausgangskanal weiterzuleiten. Allerdings ist der Receiver dabei in dem Sinne
unzuverldssig, dafl er hintereinanderfolgende gleiche Bits verliert, wenn auf dem zweiten
Eingangskanal kein Wechsel des Bits erfolgt, um anzuzeigen, dafl das zuletzt empfangene
Bit erneut iibertragen werden mufl. Auf dem zweiten Ausgangskanal liefert der Receiver
Bits vom zweiten Eingangskanal, wobei die Anzahl der gelieferten Bits mit der der auf
dem ersten Ausgangskanal weitergeleiteten Bits iibereinstimmt, fiir die Quittierung nicht
verlorengegangener Bits.

Das Flanken-Bit-Protokoll besteht aus der Kommunikation zwischen einem zu ent-
wickelnden Sender und dem Receiver, die die Unzuverlédssigkeit des Receivers vermeidet.
Der Sender besitzt ebenso wie der Receiver zwei Eingangs- und zwei Ausgangskanéle. Der
erste Eingangskanal des Senders enthélt weiterzutransferierende Bit-Daten, wéihrend der
zweite Eingangskanal des Senders die Bestdtigungsmeldungen des Receivers von dessen
zweiten Ausgabekanal aufnimmt. Die beiden Ausgangskanile des Senders sind mit den
beiden Eingangskanélen des Receivers in der vorgegebenen Reihenfolge verbunden. Der
Sender schickt also Bits von seinem ersten Eingangskanal zu seinem ersten Ausgangskanal,
wobei die Eintreffensreihenfolge wéhrend der Ausgabe eingehalten wird. Zur Vermeidung
der Unzuverléssigkeit des Receivers mufl der Sender gegebenenfalls gentigend Flanken, d.h.
Wechsel aufeinanderfolgender Bits im Datenstrom, auf dem zweiten Ausgabekanal zu erzeu-
gen, damit die auf dem ersten Eingangskanal des Senders empfangenen Datenbits korrekt
durch den Receiver ausgegeben werden. Dabei darf der Sender eventuell seine Sendung
bezogen auf beide Ausgangskanile beliebig oft wiederholen, bis der Receiver eine Bestéti-
gungsmeldung iiber die Verbindung zum zweiten FEingangskanal des Senders schickt. Bei
der Verifikation des Flanken-Bit-Protokolls handelt es sich also um die Aufgabe, aus der
Identitédtsrelation ein System zu entwickeln, das einen geeigneten Sender zu dem beschrie-
benen Receiver in der eben beschriebenen Vernetzung enthélt.

Die nachfolgende Definition enthilt die fiir das Flanken-Bit-Protokoll ben6tigten Da-
tenstrukturen als relationale Konstruktionen und die Definition der zur Beschreibung des
Receivers dienenden Funktion oc, die aus einem Paar von Bitstromen Wiederholungen von
hintereinanderfolgenden Bitpaaren herausnimmt, wenn man das Paar von Bitstrémen in
kanonischerweise als Strom von Bitpaaren, solange beide Bitstrome noch Elemente enthal-
ten, interpretiert. Weil eine solche Funktion genauso wie die Filterfunktion nur fiir endliche
Strompaare korrekt und fiir unendliche Strompaare lediglich robust korrekt programmiert
werden kann, verwenden wir das le-Funktional, um fiir unendliche Strompaare eindeuti-
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ge Ergebnisse zu erzwingen. Damit die Aufspaltung des Quellbereichs von o in endliche
und unendliche Strome leichter behandelbar wird, werden in nachfolgender Definition so-
wohl die relationenalgebraischen Funktionale o, 7, als auch deren extremalen Fixpunkte
X, X1, Xz einzeln eingefiihrt.

4.2.33 Definition. Seien (O, L) eine direkte Summe zweier Punkte O, L, (7, p) ein direktes
Produkt und ein Stombereich (¢, o, ¢, =) gegeben, derart dafl die Kompositionen 7¢O und
pdOT definiert sind. Dann definieren wir zwei relationenalgebraische Funktionale o, 7o wie
folgt:

ox(X) = [w(¢Nod)o™m’ Np(¢N o) " Nrooe™™" N pooo’p’]X
U [m(¢Nod)L N p(g N od)L
Nwod T N pod'p" N (mor™ N pop”) X (mo'n" N popT)],
(X)) = (me" Upe )(ex' NepT)
Ulr(ppT NosTeo")n" Np(pp" NLeg")pT]
Ulr(pp" NLegh)a™ N p(eg" NeeTeo")pT]
Uox(X).

Basierend auf den zuletzt definierten Funktionalen fiihren wir die Relationen o, o<1, o¢o, o
wie folgt ein:

xg = sup{X|X C 7 (X)},

x; = Inf{X|7.(X)C X},

xy = sup{X | X Cox(X)},

x = le(xg)- &

Nachfolgend sind Eigenschaften von oc und ein allgemeines Ergebnis zusammengefaflt,
die fiir die Verifikation des Flanken-Bit-Protokolls benotigt werden. Weil die Resultate
entweder mit frither beschriebenen Techniken, oder mit komponentenweiser Betrachtung
hergestellt werden, geben wir fiir die im nachfolgenden Faktum aufgestellten Behauptungen
lediglich Andeutungen der zugehorigen Beweise an.

4.2.34 Faktum. In der Situation von 4.2.33 gelten die folgenden Aussagen:

(1) o = o1 U le(oxa).

(1) o< ist eindeutig und total.
(1i0) xT# = xp#.

(iv) Allgemein gilt C N ##T = 1.

Beweisskizzen. Ad (i) : Mit Hilfe zweier Berechnungsinduktionen zeigt man die bei-
den Aussagen o = oo N k'L und oy = o ﬂm, woraus oo = o; U oy folgt. Weil oy
mit einer Berechnungsinduktion iiber Q[X] = XTX C I als eindeutig nachgewiesen werden
kann, gilt le(oc;) = oc;. Damit ergibt sich le(ocg) = oc; U le(oxz), weil oc; und o<y verschie-
dene Quellbereiche haben und daher das le-Funktional iiber die relationale Vereinigung
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distribuiert werden darf.

Ad (ii) : Die Eindeutigkeit von o< wird durch die Anwendung des le-Funktionals herge-
stellt. Es verbleibt daher, die Totalitdt zu zeigen.

Man zeigt leicht, da oL D mxTL U px'L gilt. Analog zum Filterfunktional © (sie-
he 3.1.15) gilt die Aussage le(oc2)C = oy der robusten Korrektheit der Spezifikation
von ocy und damit le(xs)L = oL, Es reicht daher mit Hilfe von (Str;) zu zeigen, daf
oL D mTL N psTL gilt und somit nach () die gewiinschte Aussage ocL O L folgt.

Ad (iii) : Die Beziehung le(oco)m# = le(oxg)p# ergibt sich aus einer relationenalge-
braisch kodierten Berechnungsinduktion iiber der Ordnung C des zweistelligen Stromver-
arbeitungsbereichs: Préziser gefafit geht die Berechnungsinduktion {iber der die Ordnung
C des Zielbereichs erweiternden Ordnung < aus 3.1.6(i) bzw. [Zierer 88, 3.2.4], die auf
Relationen definiert ist. Beziiglich der Ordnung < aus 3.1.6(¢) ist das Priadikat @ mit
Q[X] = X7# = Xp# stetig, weil 7, p, # alle beziiglich der Ordnung < als stetige Funk-
tionen nachweisbar sind. Der Anfang der Berechnungsinduktion wird mit = als kleinstes
Element beziiglich der Relationenordnung < geleistet. Das Funktional, iiber dem der In-
duktionsschritt schliefllich geleistet wird, ist analog zur Filteroperation (siehe 3.1.16) exakt
dasjenige von o¢y bzw. o1, da le(og) ebenfalls als beziiglich der Relationenordnung < ste-
tige Fortsetzung von ocy identifiziert werden kann.

Ad (iv) : Die Aussage C N ##" = [ wird mit einer Berechnungsinduktion iiber
P[X,Y,Z] = X NY#" = Z bewiesen, wobei die Costetigkeit von P aus der Eindeu-
tigkeit von # nach 3.1.11(¢7) folgt. Der Induktionsanfang ergibt sich aus der Totalitidt von
#, die ebenfalls nach 3.1.11(4i) gilt. O

Die in den Vorbemerkungen zu diesem Unterabschnitt beschriebene Situation des
Flanken-Bit-Protokolls ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Genauso wie in Abbildung 4.2
steht das in der Abbildung verwendete Symbol ~» fiir die Verfeinerungsrelation C,; und
die dariibergestellte Angabe ist die Nummer derjenigen Behauptung, die den Verfeine-
rungsschritt behandelt.

|

D gEed SND RCV

l l

Abbildung 4.3: Verifikation des Flanken-Bit-Protokolls.

Die nachfolgende Definition enthélt die relationenalgebraischen Formulierung der Spezi-
fikationen sowohl des Senders als auch des Receivers, der beiden Komponenten des Flanken-
Bit-Protokolls.
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4.2.35 Definition. In der Situation von 4.2.33 definieren wir die beiden Relationen SND
und RCV wie folgt:

SND = {7CTa" n[(7#< N p#)L U p#SH# 7 |,
RCV = . &

4.2.36 Bemerkung. Komponentenweise notiert, unter Zuhilfenahme einer nach funktio-
naler Programmierung abgeleiteten let-in-Notation, lautet die Spezifikation des Senders
wie folgt:

SND[(i,z),(z,y)] = let (2,y) = x(z,y) in
ZC0 N (#r<#i = #=H#r+1)
Demnach gibt der Sender auf dem ersten Ausgangskanal hochstens die auf dem ersten
Eingangskanal empfangene Bitfolge aus (,,Sicherheitsbedingung“), wenn man von belie-
bigen Wiederholungen absieht (erste ,Lebendigkeitsbedingung®). Ferner wiederholt der
Sender das letzte unbestétigte empfangene Bitpaar beliebig oft, wenn auf seinem zwei-
ten Eingangskanal vom Receiver nicht geniigend Quittierungen iibertragen werden (zweite

,Lebendigkeitsbedingung®). Es ist aufgrund der angegebenen Spezifikation klar, dafi der
Sender eine hochgradig nichtdeterministische Komponente darstellt. &

Die folgende Behauptung fiihrt nun den in Abbildung 4.3 dargestellten Entwicklungs-
schritt und damit die Verifikation des Flanken-Bit-Protokolls durch.

4.2.37 Behauptung. In der Situation von 4.2.35 gilt die Verfeinerungsaussage

[Cy U(SNDoRCV)or.

Beweis. Wie mit Hilfe von Abbildung 4.3 ersichtlich, gilt zunéchst die Beziehung
U(SNDoRCV) =7"(SND-RCV N pp").
Ferner lassen sich leicht folgende Beziehungen nachweisen:
(¥) 1 eindeutig A YQ =R = XYW NYQT = (XNYR" YT,
(1) p#ooToodt'm! C (T#< Npgh)L N pt '’
Fiir den Term SND-RCV N pp' errechnet man sodann folgendes:

SND-RCV N pp"
= {7CTa" N [(r#< N p#)L U p#ts# T [ FocToc N pp!
C {aCTn" N [(w#< N p#)L U p#S# T [ foc oc N p#t#TpT
{ Nach 3.1.11(ii) ist # total, d.h. ##7 D 1.}
= {7ETrT N [(n#< N p#)L U p#SH# T N ptt T JocT o
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{ (%) mit 4.2.34(i7) (x eindeutig) und 4.2.34(ii1) (#'7Toc = #pTox) }
= {rCirt Nag<T# T N [(#< 0 p#)L U p#S# T 0 pftt T o o
{Nach 3.1.11(4i) ist # monoton, d.h. C C #<#'.}
= (rETr N r#<T# T O {[(T#< N p#)L N p## T U phoo oo T }ocT oc
{sSNl=ocToo}
C (rCTa" Na#<T#: 7T Na#<#F r o o
{ (1) und dann (7#< N p#)L N p##TT = (7#< N p#E)# 7T, denn
nach 3.1.11(éi) sind # und daher auch p# eindeutig. }
= [CTr  na(<T N <)#E T o o
{ Eindeutigkeit von # und damit von 7# nach 3.1.11(éi) }
C m(CTN##ETT
{ Antisymmetrie von < und Eindeutigkeit von o nach 4.2.34(ii) }
= 7',
{mit 4.2.34(iv) }

Daraus folgt sofort die Beziehung
(1) T (SND-RCV Npp") Calrn’ =x' Cupc(n').

Damit ergibt sich folgende Verifikation des Flanken-Bit-Protokolls:

(1) 77 Ca W(SNDoRCV)  {(1), SNDoRCV = SND-RCV ,4.2.20 }
(2) TCy T {4.2.17(7) }

(3) mlom Cp W(SNDoRCV)orr {(1),(2),Enr = 7C,4.2.22}

(4) [Cy wlom {7Tr =14.2.19}

(5) 1T U(SNDoRCV)or.  {(4),(3)4.2.17(ii)}

(Die Anwendungen von Verfeinerungsregeln sind wie in den beiden vorhergehenden Bei-
spielentwicklungen durch Unterstreichung besonders gekennzeichnet.) a

4.3 Denotationelle Semantik rekursiv definierter kommunizie-
render Systeme

Die relationenalgebraische Netzsprache, wie sie bisher behandelt ist, beinhaltet noch kei-
ne Moglichkeit der Rekursion. Insbesondere steht die semantische Behandlung rekursiv
definierter kommunizierender Systeme aus, die in diesem Abschnitt vorgenommen wird.
Rekursiv definierte kommunizierende System fiihren zu Agentennetzen, deren Komponen-
ten trotz festgelegter Struktur in variabler Anzahl auftreten kénnen. Deshalb stellt die



4.3 Denotationelle Semantik rekursiv definierter kommunizierender Systeme 121

Rekursion in Agentennetzen ein Sprachmittel fiir den ersten Schritt in Richtung auf dy-
namisch konfigurierte kommunizierende Systeme dar. Ein typisches Schema eines rekursiv
definierten kommunizierenden Systems ist in Abbildung 4.4 dargestellt, wobei das darin

enthaltene Symbol = anzeigt, dafl die rechte Seite eine (unendlich oft durchgefiihrte)

Auffaltung der linken Seite darstellt, wenn die Komponente X als rekursive Bezugnahme
auf das Gesamtsystem angenommen wird.

rec X

CELL X = |CELL CELL CELL

| |

Abbildung 4.4: Rekursiv definiertes kommunizierendes System.

In Fortsetzung der in Abschnitt 3.2 beziiglich der Einfiihrung unserer Netzsprache ge-
tragenen Auffassung, sich vollstdndig auf die semantische Ebene zu konzentrieren, werden
rekursive Definitionen in Form von Funktionalen eingefiihrt. Es werden nur diejenigen
Funktionale als rekursive Definitionen zugelassen, deren Aufbau ausschliefilich durch die
Kombinatoren unserer Netzsprache bestimmt ist. Dabei sind die Netzkombinatoren in der
durch 4.1.2 motivierten Form gegeben, so dafl insbesondere die Riickkopplungskomposi-
tion einschliefflich des Abschlusses nach oben anzuwenden ist. Sodann bestimmt sich die
Semantik einer rekursiven Definition, wie bei Modellen der robusten Korrektheit {iblich
[Hoare 85, Hoare et al. 87b], als inklusionsgrofiter Fixpunkt desjenigen Funktionals, das
die rekursive Definition bildet.

Fiir die Gewéhrleistung der korrekten Einbeziehung der Rekursion in die Semantik
unserer Netzsprache stellt sich die Aufgabe der Untersuchung, welche Eigenschaften des
denotationellen Modells beim Ubergang zur Rekursion erhalten bleiben. Dazu wird ein
Zuldssigkeitsbegriff fiir Eigenschaften stromverarbeitender Relationen betrachtet, bei dem
sich die Eigenschaft von den Elementen einer inklusionsabsteigenden Kette auf das Infi-
mum der Kette zu {ibertragen hat. Es zeigt sich, dal immerhin diejenigen Eigenschaften
erhalten bleiben, die im Abschnitt 4.1 fiir die Ubereinstimmung von denotationeller mit
operationeller Semantik benotigt werden, ndmlich die Eigenschaften des Grundmodells Ry,
aber dafl man mit der Einbeziehung von Rekursion unter Verwendung inklusionsgrofiter
Fixpunkte im allgemeinen aus dem bisherigen Modell, das etwa die Forderung der Totalitét
und der schwachen angelischen Monotonie erhebt, herausfillt. Daher wird ein abgednder-
tes Modell vorgestellt, dal zwar die Anforderung der Surjektivitit an die Abstraktion
ABS nicht einhélt, aber die Zuléssigkeit seiner Eigenschaften und damit die Einbeziehung
von Rekursion ermdéglicht. Daraufhin betrachten wir als Beispiel eines rekursiv definier-
ten kommunizierenden Systems die nichtdeterministische interaktive Warteschlange und
weisen nach, dafl die angegebene rekursive Definition in dem Sinne korrekt ist, daf ihre
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Semantik in dem angegebenen Modell liegt.

4.3.1 Definition. Eine Struktur (7, R) heifit rekursive Definition genau dann, wenn 7
ein total definiertes relationenalgebraisches Funktional 7: /R — R ist, das ausschlieflich mit
Konstanten aus der Menge R von Relationen und den Netzkombinatoren ||, o, AR.upc(¥ R)
gebildet ist. &

Analog zu der vorstehenden Einfiihrung von rekursiven Definitionen als Funktionale,
die ausschliefllich mit den Netzkombinatoren gebildet werden, verlangt die nachfolgende
Definition des Zuléssigkeitsbegriffs fiir Eigenschaften stromverarbeitenden Funktionen in
Punkt (i) zunéchst die Kompositionalitdt der betrachteten Eigenschaft. Punkt (ii) enthélt
schlieBlich die Forderung nach der Ubertragung der betrachteten Eigenschaft von Ketten
beziiglich der Priordnung C,,; auf das Infimum der Kette, das wir durch den Schnitt der
Abschliisse der Kettenglieder nach oben repriisentieren. Der erste Teil von Punkt (ii) 1&8t
sich dabei als Ausdehnung der im zweiten Teil enthaltenen Forderung auf ,leere Ketten®
deuten.

4.3.2 Definition. Eine Eigenschaft P C Rel(SPD) stromverarbeitender Relationen heifit
zuldssig genau dann, wenn gilt:

(i) P ist kompositional im Sinne von 4.2.10;

(74) Es gilt P[L] und ferner ist fiir jede Kette (R;);>o bzgl. der Priordnung T, fol-
gendes erfiillt:
(Vi > 0: P[R;]) = PJ|N;upc(R;)]. &

Als erstes und grundlegendes Beispiel zeigen wir im nachfolgenden Satz die Zuldssigkeit
der Eigenschaften des Grundmodells Ry, auf dem wir die Semantik rekursiver Definitionen
basieren lassen.

4.3.3 Satz. Die Eigenschaft P mit P[R] <= R € R, ist zuliissig, d.h. (siehe 4.2.16(7))
ddmonische Monotonie ist zusammen mit der Abgeschlossenheit nach oben zuldssig.

Beweis. Nach 4.2.12 ist P mit P[R] <= R € Ry <= LRL = R kompositional, somit
ist die Bedingung 4.3.2(7) erfiillt.

Die Aussage LEeR, gilt wegen CLC = L, so dafl der erste Teil der Bedingung 4.3.2(iz)
gezeigt ist. Sei nun die Familie (R;);>o von Relationen aus Ry eine Kette bzgl. der Priord-
nung C,,. Wir haben fiir den Nachweis des zweiten Teils der Bedingung 4.3.2(ii) zu zeigen,
daf die Beziehung N; upc(R;) € Ry gilt:

C[Niupe(R)|C =C(Ni R)E € N ERE =N, Ri = N upc(R;).

Man vergleiche das eben erzielte Resultat mit den Ausfiihrungen zur Berechnungsinduktion
in Abschnitt 3.1, wonach die Bedingung P[X] <= CXC =X <= LCXLC C X costetig
ist. Im Falle von Familien nach oben abgeschlossener Relationen ist ndmlich die Bedingung
4.3.2(ii) dquivalent zur Bedingung der Costetigkeit. a
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Die Semantik einer rekursiven Definition ist nicht das unterliegende Funktional selbst,
sondern dessen kleinster Fixpunkt, sofern er existiert. Als Fixpunktordnung fungiert die
Priordnung C,;, die auf dem Grundmodell Ry mit der konversen Inklusion D zusam-
menfillt und dadurch mindestens zu einer Ordnung wird. Fiir die Semantik rekursiver
Definitionen wird schliefllich ein allgemeiner Rahmen durch ein Funktional héherer Ord-
nung vorgesehen, das jedem Funktional seinen kleinsten Fixpunkt zuordnet.

4.3.4 Satz und Definition. (i) Jede rekursive Definition (7, Ry), hat in R einen kleinsten
Fixpunkt p, beziiglich der Ordnung C,,.

(17) Wegen (i) ist es moglich, das hohere Funktional Yj;: (Ry — Ro) — Ry, das auf
rekursiven Definitionen (7, R) operiert, durch Yy,(7) = p, zu definieren.

Beweis. Nur (i) ist zu zeigen. Zu (i7) ist zu bemerken, daf} fiir das dort definierte Funk-
tional Yy, anders als fiir rekursive Definitionen, lediglich partielle Definiertheit gefordert
wird.

Ad (i) : Nach dem fiir C); als Verfeinerungsrelation entwickelten Regelsatz 4.2.21 mit
4.2.23 ist jedes nach den in 4.3.1 angegebenen Prinzipien gebildetes Funktional 7 monoton
beziiglich Cj; als Ordnung. Die Bildung von rekursiven Definitionen (7, Ry) ist erlaubt, da
die Einschrankung des Funktionals 7 auf Ry die totale Definiertheit des Funktionals nach
4.3.3 erhélt: Fiir jedes R € Ry ist 7(R) € Ry wegen der besonderen Bildung des Funktio-
nals 7 nach 4.3.1 erfiillt. Der Satz 4.3.3 beinhaltet ferner die Tatsache, dafl die Struktur
(Ro, Ear) eine cpo mit kleinstem Element L bildet. Damit aber a8t sich schliellich der Fix-
punktsatz monotoner Funktionen auf cpos auf eine gegebene rekursive Definition (7, Rg)
anwenden und man erhilt so fiir 7 einen in Ry liegenden kleinsten Fixpunkt p.. O

Mit dem Grundmodell Ry als semantische Basis spielt die Zuldssigkeit von Eigenschaf-
ten die Rolle eines hinreichenden Kriteriums fiir die korrekte Verschiarfung des Modells.
Eine Verschéirfung des Modells ist die Heranziehung der Erfiilllungsmenge der hinzutreten-
den Eigenschaft als Modell, wobei eine Modellverschérfung von R, in dem Sinne korrekt
genannt wird, wenn das gewonnene Modell die Bildung rekursiver Definitionen erlaubt
und fiir jede rekursive Definition deren durch Y), erhaltene Semantik als Element enthélt.
Wiéhrend die Zuldssigkeit der Eigenschaften des Modells Ry im Beweis zu 4.3.4(i) dquiva-
lent mit der cpo-Eigenschaft von (R, Cy) ist, ist im Beweis der nachfolgenden Behaup-
tung die Zuldssigkeit der verschiarfenden Figenschaft gleichbedeutend mit der vollsténdigen
Durchfiihrbarkeit einer Berechnungsinduktion iiber dem verschérfenden Pradikat.

4.3.5 Behauptung. Sei P C R, eine Eigenschaft und (7, Ry) eine rekursive Definition.
() Ist P zuldssig, dann gilt P[Y),(7)].
(77) Ist R durch R = {R€ Ry | P|R|} definiert und ist P zulissig, dann ist (7, R) eine
rekursive Definition und es gilt Yy, (1) €R.

Beweis. (ii) ist lediglich eine genauere Beschreibung des in (i) erzielten Resultats. Deshalb
weisen wir (i) und (i7) simultan nach. Sei P C Ry eine zulissige Eigenschaft, (7, Ry) eine
rekursive Definition und R wie in (i¢) angegeben definiert. Nach der Bedingung 4.3.2(i)
ist es erlaubt, die rekursive Definition (7, R) zu bilden, denn die Einschrinkung des Funk-
tionals 7 auf R beeintréachtigt nicht die totale Definiertheit des Funktionals: Fiir jedes
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Re Ry mit P[R] ist P[T(R)] wegen der besonderen Bildung des Funktionals 7 nach 4.3.1
erfiillt. Die Bedingung 4.3.2(ii) besagt im zweiten Teil die Costetigkeit von P. Damit wird
es moglich, die Aussage P[Y);(7)] mit einer Berechnungsinduktion iiber P zu beweisen:

1. P[L] ist unmittelbar nach 4.3.2(ii) wahr.

2. Angenommen, es gelte P[X], dann folgt nach den zuvor gemachten Ausfithrungen
(d.h. nach 4.3.1 und 4.3.2()) sofort P[r(X)].

Daher folgt P[sup{X | X C 7(X)}]. Aber weil die Ordnung C,; auf Ry wegen der Forderung
der Abgeschlossenheit nach oben mit der konversen Inklusion D iibereinstimmt, gilt gerade

Yur(r) = s = sup{X | X C 7(X)}

und somit folgt P[Y/(7)] und gleichzeitig Yy (7) €R. O

Mit dem nachfolgenden Satz wird gezeigt, dafl die Verschiarfung des Grundmodells R
zu den von der Surjektivitdtsforderung an die Abstraktion ABS motivierten Modellen R4
(siehe 4.2.16(77)) oder sogar Ry, (siehe 4.2.9(v)) nicht gelingt. Insbesondere fehlen die in
4.2.16(i7) als wichtig gekennzeichneten Eigenschaften der Totalitét und der schwachen an-
gelischen Monotonie, da diese sich als nicht zuléssige Eigenschaften erweisen. Dadurch wird
das Bediirfnis nach einer Modellmodifikation motiviert, unter der das entstandene Modell
die gewiinschte Verschirfung leistet. Der Vorschlag einer geeigneten Modellmodifikation
wird im Anschlufl an den folgenden Satz behandelt.

4.3.6 Satz. Weder Totalitdt, noch schwache angelische Monotonie sind zuldssige Eigen-
schaften, auch wenn die Zusatzforderungen der ddmonischen Monotonie und der schwachen
angelischen Monotonie unter Stetigkeit erhoben werden.

Beweis. Aufgrund der Zusatzforderungen der ddmonischen Monotonie und der schwachen
angelischen Monotonie unter Stetigkeit ist sowohl fiir die schwache angelische Monotonie,
als auch die Totalitdt die Bedingung 4.3.2(i) nach 4.2.14 bzw. 4.2.15 erfiillt. Ferner wird
der erste Teil der Bedingung 4.3.2(i7) eingehalten, denn die Universalrelation L ist sowohl
total (LL = L), als auch schwach angelisch monoton (CTL = L = LET). Daher wird der
verbliebene zweite Teil der Bedingung 4.3.2(éi) mit einem im folgenden behandelten Ge-
genbeispiel fiir Totalitdt und schwache angelische Monotonie simultan widerlegt.

Fiir die Konstruktion des Gegenbeispiels benétigen wir die natiirlichen Zahlen, sowie
den Strombereich {iber einem mindestens zweielementigen Bereich. Die natiirlichen Zahlen
seien durch einen natiirlichen Zahlenstrahl (z, S, <) gegeben. Dazu seien oo das unendliche
Element und N der Vektor der (endlichen) natiirlichen Zahlen. Sei weiter das relationale
System (¢, o,z,C) der Strombereich iiber dem eingefiihrten natiirlichen Zahlenstrahl, d.h.
die Komposition ¢S ist definiert, und dazu sei x der Vektor der endlichen Stréome. Da der
natiirliche Zahlenstrahl mindestens zwei verschiedene Elemente enthilt (z.B. z # oo, denn
sonst gilt 0o = 00-8T = 28T = O im Widerspruch zur Punkteigenschaft von o), ist ga-
rantiert, dafl der Vektor & der unendlichen Strome mindestens abzdhlbar unendlich viele
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Elemente enthilt, die wir mit folgender Abbildung auswéhlen und mit einer natiirlichzah-
ligen Nummer versehen: Sei 1) eine eindeutige und injektive Relation mit

Ly C Lk, YyL=N'L.

Die erste Bedingung beschreibt die ausschliefiliche Auswahl von unendlichen Stréomen durch
1, wahrend die zweite die Auswahl einer abzdhlbar unendlichen Menge von Strémen bein-
haltet, wobei das durch die Verwendung eines geschlossenen Zahlenstrahls hinzugekomme-
ne Element oo gerade nicht als Nummer verwendet werden soll. Vermoge v wird nun eine
Familie (R;);>o von Relationen definiert durch

R, =="LULS™,
was komponentenweise folgende Aquivalenz bedeutet:
Rifz,y] <= v== Vv ye{v()|j=i}.

In der folgenden Kette der Behauptung wird nachgewiesen, daf§ die Familie (R;) das
gewiinschte Gegenbeispiel darstellt: (R;) ist eine Cj-Kette aus Ry, deren Elemente al-
le zugleich total und schwach angelisch monoton sind, aber deren Schnitt N; R; keine der
beiden Eigenschaften hat, so dal weder Totalitdt noch schwache angelische Monotonie
zuldssige Eigenschaften darstellen konnen.

Behauptung 1. Fiir alle ¢ > 0 ist die Relation R; nach oben abgeschlossen.

Beweis: Es reicht aus, die Beziehung ¥C C 1) zu zeigen:

YE = YENATL)U(ENKTL)
= Y(CNKTL) {wegen ¢ C Ly C Lk }
= Y(INkKTL) c . {nach 3.1.5(iv) }

Behauptung 2. (R;);>o ist eine Kette bzgl. der Ordnung C ;.

Beweis: Weil es nach Behauptung 1 geniigt, die Beziehung R;;; C R; zu zeigen, folgt
die vorliegende Behauptung sofort aus der Beziehung LS'*! = LSS C LS.

Behauptung 3. Fiir alle ©+ > 0 ist die Relation R; ddmonisch monoton, und somit gilt
R, €Ry.

Beweis: Es kann sogar die Beziehung CR; = R; gezeigt werden, denn es gelten

CLS™) = LS, Ce™L=[c"LU(pp" NoCo")]e"L=c"L.
Behauptung 4. Fiir alle ¢ > 0 ist die Relation R; total.
Beweis:
RL = eTLuULS“%L
eTLULS'NTL { Eigenschaft von 1 }

= cTLULs'U;(s)T2TL {N=inf{X|zUXSCX}=U;28}
D eTLuLsi(s)T=TL

= 'LULTL {(Stry): 8/(s)T =1}

= ¢'LUL = L. { z ist Punkt }
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Behauptung 5. Fiir alle ¢ > 0 ist die Relation R; schwach angelisch monoton.
Beweis: Dazu definieren wir die injektive Funktion v wie folgt:

1& =Y Uoo'e.
Damit kann folgende Familie (R});>o von Relationen eingefiihrt werden:
R =c"LS") U LSy,
Einerseits ist fiir alle « > 0 die Beziehung R; ~), R erfiillt, denn es gilt
upc(R?) = eTLSHC ULSWC
= LS (Y UooTe)C U LS
= T (LS ULS'ooTLel) U LS
= eT(Ls'pul)ulLsiy {o0-8T =ocund sC =L}
= e'LULsy = R;.

Andererseits sind alle R} angelisch monoton, wie im folgenden gezeigt wird, so daf§ damit
alle R; als schwach angelisch monoton nachgewiesen sind. Zunéchst ergibt sich:

CTR; = CT(cTLS") U LS'y)) = CTeTLs™y U LSy = LS U Ls™y = LS™).
Ferner errechnet man:
LSiyy C LSWCT
= LS (pUoxTe)CT
= LSWCTULSicoTe {eCT=¢}
C LswCTULe.
Schliellich erhélt man das gewiinschte Ergebnis:
LsSiyET Uule = LSWCETULSH(S)TzTLeusTLSio0Ts

C LS%ET ULS'NTLz UeTLS o0Te
= LSYCTULSYLeUeTLS o0Te

LsiyCT UeTLS'o0Te {eTLcC}
= LS (Y UooTe)CT U LSy’ {e=¢cCT}
= (LW ulsiy)E”T = RiCT

Behauptung 6. Es gilt N, R; = ="L. Daher ist ; R; weder total, noch schwach ange-
lisch monoton.
Beweis: Man errechnet:

N, R = N;(eTLULS™®)
LU (N;LsHy {1 ist injektiv }
= e"LUoco-d {oo=sup{X|X C XS} =N,Ls"}
= ¢L. {YL=00"L}
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N; R; ist nicht total: Angenommen 'L = L, dann wiire oL = gL = O. Daraus ergibe
sich sofort ¢ = ¢ = O und fiihrte wegen (Str;) zu O = ¢'o = L im Widerspruch zur
Tarski-Regel 2.1.2(vi).

N; R; ist auch nicht schwach angelisch monoton: Weil (; R; nach oben abgeschlossen
ist, gilt fiir jedes R, mit N; R; ~y R, die Inklusion R, C N; R; = <'L. Daher gibt es fiir
jedes solche R, einen Vektor v mit R, = e"v und ¢ C v (wegen upc(R,) = ), R; = 'L
muf ¢'s C R, gelten), so daf} folgendes errechnet werden kann:

CTR, =[LeU (¢pp" NoC o )]e™w = Lee Lo = Lo

Angenommen, R, wire angelisch monoton, d.h. es gelte CTR, ¢ R.CT. Dann miiite auch
die Inklusion CTR,L C R,CTL erfiillbar sein. Aber CT R, = Lwv ist total wegen ¢ C v, so
dafl unmittelbar R,CTL = L gelten wiirde. Wegen der Beziehungskette

L=R.CTL=R,LC (N R)L

wiirde dies unmittelbar die zuvor widerlegte Totalitdt von (; R; nach sich ziehen. Daher ist
jedes R, mit N, R; ~); R, nicht angelisch monoton und ; R; somit nicht schwach angelisch
monoton. d

4.3.7 Bemerkung. Der vorstehende Satz und das in dessen Beweis enthaltene Gegen-
beispiel belegen, dafl folgende, die Totalitdt erzwingende Eigenschaft B, die zwar kompo-
sitional nachweisbar ist, ebenfalls nicht zuléssig ist:

B[R] <= 3R.: R =y R, A 3f stromverarbeitende Funktion: f C R,

Die Form von B bestimmt sich aus denselben Integrationsschwierigkeiten wie fiir die Ei-
genschaft der angelischen Monotonie. Man sieht fiir die Nichtzuléssigkeit von B leicht ein,
dal in jedem R} mit R} ~); R;, wobei R; aus dem Beweis zu 4.3.6 entnommen sei, die
monotone Funktion T U ZT28%) enthalten ist. Man konnte eventuell ausnutzen, daf 7
in einer vorbestimmten Weise aufgebaut ist, doch wird in der vorliegenden Arbeit eine
moglichst sprachunabhingige und einfache Entwicklung der Semantik angestrebt, weshalb
die Eigenschaft B nicht weiter behandelt wird. O

Im folgenden wird ein modifiziertes Modell stromverarbeitender Relationen entwickelt,
das beziiglich der Semantik rekursiver Definitionen einerseits die Einhaltung der fiir das
Grundmodell Ry erzielten Resultate 4.3.3 und 4.3.4(i) gewéhrleistet, und andererseits die
angestrebte Verschirfung des Grundmodells, die mindestens die Eigenschaft der Totalitdt
der Relationen einschlielt, ermo6glicht. Wesentlicher Kern der Modifikation ist die Adjunk-
tion eines T-Elements, d.h. eines gréfiten Elements, zur Stromordnung. Deshalb werden
in der nachfolgenden Definition schrittweise die Begriffe des T-adjungierten Strombereichs
und des T-adjungierten Stromverarbeitungsbereichs eingefiihrt.

4.3.8 Definition und Behauptung. (i) Ein relationales System (¢, 0,2,(,n,C ) heifit
T-adjungierter Strombereich genau dann, wenn gilt:
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e (1,(C) ist eine derart gewihlte direkte Summe, dafl ¢ ein Punkt ist und die Kompo-
sitionen o'n, nC, und (C definiert sind.

e (¢,0,6,nC,n") ist ein (iiblicher) Strombereich.
e Esgilt T, =n™C,n™ULC, d.h. T, ist genauso wie nE " Ordnung (siehe 4.3.9(i))
und der Punkt ¢ ist das grofite Element, das T-Element, der Ordnung C, .

(77) Die Gesamtheit der T-adjungierten Stromverarbeitungsbereiche sei mit
SPD" bezeichnet, wobei eine Relation T, als Ordnung eines T-adjungierten Strom-
verarbeitungsbereichs genau dann bezeichnet wird, wenn es ein relationales System
(¢, 00, €0, Co» M0, =4 ) und Relationen 7, p, T gibt, die folgenden Bedingungen geniigen:

e (m,p) ist ein direktes Produkt, so dal C, = 7Cgn' N pClpT gilt.
e (b, 00,20, Co, M0, £ ) ist ein T-adjungierter Strombereich.

e L ist entweder wieder Ordnung eines T-adjungierten Stromverarbeitungsbereiches
oder ein einelementiger Bereich, d.h. es gilt &, =1 = L.

(17i) Jede Ordnung C, eines T-adjungierten Stromverarbeitungsbereichs ist ein
vollstdndiger Verband. O

4.3.9 Bemerkung. (i) Die mit 4.3.8(i) eingefiihrte Relation C ist klarerweise eine Ord-
nung, denn mit Hilfe der Regeln der direkten Summe erh&lt man folgenden Nachweis:
Die Relation nC,n" ist nach 4.3.8(i) und 3.1.3(4ii) Ordnung als nach (Str,) bestimmte
Ordnungsrelation eines gewohnlichen Strombereichs. Damit ist T, reflexiv:

C,=nmCnmUL{ DUl d>p'ui¢=1.

Ferner ist C, transitiv:

C.Cy = ("MCmuL)(nmE ULl
= M nmME ™ U LCLC
= 'S UL = pCipuULll = C..

SchlieBlich ist C, antisymmetrisch:

C.NCL = (MMCenmuLd)n(nmEinmucTL)
= " (nCn" NCin )nu(kEn¢'L) c pulc = 1.

(77) In 4.3.8(ii) ist analog zu 3.2.1(7) der Fall des trivialen Stromverarbeitungsbereichs
ausgeschlossen, so dafl wieder jeder Agent mindestens einen FEingabe- und mindestens einen
Ausgabekanal besitzen muf3.

(77i) Wir verzichten auf die ausfiihrliche Behandlung von 4.3.8(7i7), denn ein Strom-
bereich ist, wie man leicht einsieht, bereits ein vollstdndiger unterer Halbverband, so daf
die T-Adjunktion lediglich fiir ein Supremum von Teilmengen unvergleichbarer Strome
sorgt und der T-adjungierte Strombereich ebenfalls ein vollstdndiger oberer Halbverband
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wird. Die Verallgemeinerung von Strombereichen auf Stromverarbeitungsbereiche gelingt
mit dem Resultat [Zierer 88, 4.2.1], nach dem fiir jede Relation R gilt:

lubc, (R) = lub_s+ (Rm)m " Nlubet (Rp)p” baw. lubg, (R)L = lub_s (Rm)L N lub+ (Rp)L,
glb, (R) = glb_+(Rm)n" Nglbt(Rp)p" baw. glbe, (R)L = glb_+(Rm)L N glb_+(Rp)L .

Die Ordnung Cf des T-adjungierten Strombereichs ist ein vollstédndiger Verband nach den
vorstehenden Uberlegungen. Ferner ist auch die Ordnung T ein vollstindiger Verband,
entweder weil der einelementige Bereich trivialerweise ein solcher ist, oder weil dies (inner-
halb einer strukturellen Induktion) durch Induktionsannahme gefordert wird. Dies zeigt
die Totalitdt der beiden Relationen lubc, (R) und glb- (R) fiir jedes R und damit die
Vollsténdigkeit der Relation T, als Verbandsordnung. O

Analog zu Stromverarbeitungsbereichen werden wir ab sofort die Ordnung eines T-
adjungierten Stromverarbeitungsbereichs immer mit T, bezeichnen. Dariiberhinaus wer-
den wir bei den speziellen Funktionalen wie le, lub, etc. den Index T, der Einfachheit
halber durch das Zeichen + ersetzen, wenn tatséchlich Bezug auf einen T-adjungierten
Stromverarbeitungsbereich genommen wird. Genauso wie € neben dem leeren Strom auch
das leere Stromtupel bezeichnet, dient ¢ auch als Notation fiir entsprechende T-Tupel. Im
Gegensatz zu den bisherigen Abdnderungen werden wir die analoge Definition der Fix-
punktordnung unter der bisherigen Bezeichnung C,; vornehmen, die man erhélt, indem
in 4.2.3 der Operator upc durch upc, ersetzt wird. Genauso werden wir das Grundmodell
mit den in 4.2.16(7) festgelegten Eigenschaften (Abgeschlossenheit nach oben, ddmonische
Monotonie) wieder mit Ry in Anlehnung an die am Anfang dieses Abschnittes dargestellte
Grundlage der Semantik rekursiver Definitionen bezeichnen (vgl. 4.3.4).

Im folgenden untersuchen wir die Auswirkungen der Modifikation des bisherigen Mo-
dells durch Bezugnahme auf T-adjungierte Stromverarbeitungsbereiche. Das Ziel der Un-
tersuchung ist die Herstellung des Resultats, dal die Modellmodifikation zu einer Klasse
stromverarbeitender Relationen fiihrt, die als Grundlage der Semantik rekursiver Defini-
tionen im Sinne von 4.3.4(i) bzw. 4.3.5(i¢) herangezogen werden kann und deren Elemente
neben den in 4.2.16(7) genannten Grundeigenschaften mindestens die Totalitdtsbedingung
erfiillen.

4.3.10 Bemerkung. (i) Im nachfolgenden Satz wird der zu dem modifizierten Modell
passende und zum Abstraktionsoperator ABS analoge Operator ABS definiert. Der Ope-
rator ABS, bildet dabei eine Menge von T -adjungiert stromverarbeitender Funktionen
auf eine T-adjungiert stromverarbeitende Relation ab. Dabei wird unter dem Begriff der
T-adjungiert stromverarbeitenden Funktion eine monotone Funktion verstanden, deren
Quell- und Zielbereich jeweils ein T-adjungierter Stromverarbeitungsbereich ist. Analog
ergibt sich der Begriff der T-adjungiert stromverarbeitenden Relation aus dem der strom-
verarbeitenden Relation durch Verwendung T-adjungierter Stromverarbeitungsbereiche.
Es kann leicht gezeigt werden, dafl ABS, genauso wie ABS zumindest eine Abstraktion
im weiteren Sinne auf das Modell der nach oben abgeschlossenen T-adjungiert stromver-
arbeitenden Relationen darstellt. Denn der Beweis ist vollig analog zu dem von 4.1.2, da
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lediglich verlangt wird, dafl die Ordnung zur Anwendung des Resultats 4.1.6 eine Wohl-
ordnung sein muf. Dies ist aber bei C, der Fall, da nur das T-Element hinzugekommen
ist und jede echt absteigende Kette weiterhin stationér wird, so dafl im entsprechenden
Beweis von 4.2.12 die Relation © durch £, bzw. der Operator upc durch upc, ersetzt
werden darf.

Mit der Ubertragung des Resultats 4.1.2 auf das modifizierte Modell wird suggeriert,
daf} die neue denotationelle Semantik ebenfalls mit einer geeigneten operationellen Se-
mantik iibereinstimmt. Sicher 148t sich der Begriff des interpretierten Datenflufigraphs auf
ein fiir die Einbeziehung von T-Adjunktion geeignetes Modell abédndern, dennoch bleibt
die operationelle Bedeutung von T anders als in [Gritzner, Berghammer 93] im Unkla-
ren. Die Unklarheit entsteht dadurch, daf§ dem T-Element als Ergebnis einer Berechnung
durch eine T-adjungiert stromverarbeitende Funktion keine recht intuitive Bedeutung un-
terlegt werden kann. In [Gritzner, Berghammer 93| fungiert das T-Element, das allerdings
einem lediglich flachen Bereich adjungiert ist, als Markierung: Tritt als Ergebnis sdmtlicher
Berechnungen lediglich T auf, so bedeutet dies das Abhandensein jeglichen Ergebnisses.
Damit wird das Konzept der Undefiniertheit im Fall des angelischen Nichtdeterminismus
symbolisiert, indem das T-Element bzw. die Resultatmenge { T} als angelisches L-Element
interpretiert wird. Dies gibt zwar einen guten Hinweis auf die intuitive Bedeutung des T-
Elements auch fiir das modifizierte Modell der vorliegenden Arbeit, aber anders als in
[Gritzner, Berghammer 93] fiir den flachen Verband ist die Umkehrung der verwendeten
Ordnung eines T-adjungierten Stromverarbeitungsbereichs wenig sinnvoll fiir die Herstel-
lung eines geeigneten Modells der partiellen Korrektheit. Deshalb mufl zugegeben werden,
dafl die Einfiihrung des T-Elements in der vorliegenden Arbeit vor allem aus technischen
Griinden motiviert ist.

(77) Zur Beschaffenheit des Modells der T-adjungiert stromverarbeitenden Relationen,
das die Surjektivitdt des Abstraktionsoperators ABS. herstellt, ist folgendes anzumer-
ken: Die Konstruktion einer in einer gegebenen T-adjungiert stromverarbeitenden Relation
enthaltenen T-adjungiert stromverarbeitenden Funktion ist anders als in 4.2.9(ii) trivial
moglich, denn man nimmt einfach die konstante Funktion L(, die jedem Element das T-
Tupel zuordnet. Allerdings wird die passende Stetigkeit (siehe 4.2.9(iv)) zur Konstruktion
der iiberdeckenden Funktionenmenge nach 4.2.9(iii) benotigt. Dafiir erhalten wir, wie wir
anschlieflend zeigen, die angelische Monotonie selbst anstelle der schwachen angelischen
Monotonie als Figenschaft des Modells, so dafl die passende Stetigkeit direkt anstelle der
schwachen angelischen Monotonie unter passender Stetigkeit als zusétzliche Stetigkeitsfor-
derung herangezogen werden kann, um ein zu R, analoges Modell zu erhalten.

Weil wir nicht an der ausfiihrlichen formalen Erérterung der in dieser Bemerkung auf-
gefithrten Aussagen interessiert sind, konzentrieren wir uns lediglich auf die formale Be-
handlung der Eigenschaften des auf der T-Adjunktion basierenden Modells, die im nach-
folgenden Satz vorgenommen wird. O

4.3.11 Satz. Sei F' eine Menge T-adjungiert stromverarbeitender Funktionen und ABS
derjenige Operator, der durch
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ABS,(F) =upe, (U f) = (U f)E-

fer fer

definiert wird.
(1) ABS,(F) ist gepuffert.

(17) ABS (F) ist sowohl angelisch monoton, als auch total.

Beweis. Ad (i) : Der Beweis ist genau identisch mit dem zu 4.2.2, wenn dort an allen
Stellen C durch C, ersetzt wird.

Ad (ii) : Angelische Monotonie besagt, dafl bei VergroBerung der Eingabe eine entspre-
chende Vergroflerung der Ausgabe moglich ist. Bei Verwendung T-adjungierter Stromver-
arbeitungsbereiche ergibt sich daher die Eigenschaft der angelische Monotonie ganz trivial
aus der Tatsache, daf jede produzierte Ausgabe durch den Abschlufl nach oben immer zum
T-Element selbst hin vergréfiert werden kann. Formal errechnet man:

ABS (F)EL = [J fE4C1 0 U fCTL=|J fL=L D C ABS(F).
feF fer fer

Aus der vorstehenden Herleitung erhéilt man unmittelbar auch den verbleibenden Nachweis
der Totalitét:

ABS(F)L D> ABS(F)C| =L. O

Im nachfolgenden Satz wird zur Vorbereitung auf den Zuldssigkeitsnachweis gezeigt, daf3
alle in 4.3.11 genannten Eigenschaften kompositional sind, d.h. von den Netzkombinatoren
erhalten werden.

4.3.12 Satz. In der Situation von 4.2.10 werde jedes Vorkommen von SPD mit SPD '
ersetzt. Dann gilt folgendes:

(1) Gepuffertsein bleibt eine kompositionale Eigenschaft.

(77) Sowohl angelische Monotonie, als auch Totalitdt sind unter der Zusatzforderung
der Abgeschlossenheit nach oben zwei kompositionale Eigenschaften.

Beweis. Ad (i) : Die Nachpriifung von 4.2.10(¢)—(ii) geht analog zum Beweis von 4.2.12.
Der Nachweis von 4.2.10(ii7) gelingt ebenfalls, denn im analogen Beweis zu 4.2.12 wird
lediglich verlangt, daf§ die Ordnung zur Anwendung des Resultats 4.1.6 eine Wohlordnung
sein muf}. Dies ist aber bei C, der Fall, wie bereits in 4.3.10(7) festgestellt worden ist.
Ad (i) : Zunichst wird der Kompositionalitidtsnachweis der Totalitdt betrachtet: Wie
bei 4.2.15 bereitet lediglich die Uberpriifung der Riickkopplungskomposition Schwierigkei-
ten. Die Zusatzforderung der Abgeschlossenheit nach oben reicht aus, denn damit 148t sich
das T-Element immer als Fixpunkt der riickgekoppelten Leitung herstellen. Man erhélt:
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upc, (WR)L = xT(Rpip])L

D (af NLCp)(R N prpy )L

= [(z7] NL¢p{)RN L¢p]]L {7] N L¢p] ist eindeutig }

= (7] NL¢p])RE, po(TL { R nach oben abgeschlossen }
D (7] NL¢p])R(mamg NLCPT)p2¢TL  { nach Definition von T }

= (a{ NL¢pl)RL { ist Punkt }

= (7 NnLpHL = L. { R und 7] N L¢p{ sind total }

Fiir die Kompositionalitdt der angelischen Monotonie bereitet die Nachpriifung von
4.2.10(i)—(i7) keine Schwierigkeit, denn der Nachweis erfolgt analog zu dem fiir die ddmoni-
sche Monotonie in 4.2.12(ii), wobei statt C gerade EJTF einzusetzen ist. Die Zusatzforderung
der Abgeschlossenheit nach oben wird fiir die Nachpriifung von 4.2.10(7ii) bendotigt, denn
dann gilt, wie zuletzt errechnet, die Beziehung (WR)L = L. Daraus ergibt sich die Ver-
vollstdndigung des Kompositionalitdtsnachweises fiir die angelische Monotonie wie folgt:

upc, (VR)CT = (VR)C,C! D (VR)L(CTL = (YR)L=L D Clupc, (VR). m

Wir zeigen nun die Zuldssigkeit der in 4.3.11 genannten Eigenschaften unseres modi-
fizierten Modells. Damit priifen wir insbesondere nach, daff die Aussage 4.3.3 iiber die
Zuldssigkeit der Eigenschaften des Grundmodells Ry weiterhin giiltig ist.

4.3.13 Hauptsatz. In der Situation von 4.3.2 werde jedes Vorkommen von SPD mit
SPD" ersetzt. Dann gilt folgendes:

(1) Gepuffertsein bleibt eine zuldssige Eigenschaft.

(77) Sowohl angelische Monotonie, als auch Totalitdt sind unter der Zusatzforderung
der Abgeschlossenheit nach oben zwei zuldssige Eigenschaften.

Beweis. Ad (i) : Die Bedingung 4.3.2(7) ergibt sich unmittelbar aus 4.3.12(i), wihrend
die Bedingung 4.3.2(ii) analog zum Beweis von 4.2.9 gezeigt werden kann, wenn dort die
Relation C durch £, bzw. der Operator upc durch upc, ersetzt wird.

Ad (ii) : Die Zusatzforderung der Abgeschlossenheit nach oben wird fiir die Kompo-
sitionalitét der angelischen Monotonie und der Totalitdt nach 4.3.12(ii) benotigt, um die
Bedingung 4.3.2(7) zu erfiillen.

Die Eigenschaft der Totalitéit hélt aulerdem die verbleibende Bedingung 4.3.2(ii) ein:
Der erste Teil ist klar (LL = L). Fiir den Nachweis des zweiten Teils sei (R;);>o eine Kette
bzgl. der Ordnung Cj;, so daf alle R; total sind, dann folgt:

(Nsupe, (R)L D (Nyupe, (R))CTL=N; RRELCTLD N RiLCTL=N; RiL=L.

Fiir die angelische Monotonie ist der erste Teil der Bedingung 4.3.2(i7) unmittelbar
erfiillt, denn es gilt EIL =L = LCT, wihrend der verbleibende zweite Teil wie folgt gezeigt
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wird: Sei (R;);>o eine Kette bzgl. der Ordnung Ty, so daf alle R; angelisch monoton sind,
dann folgt:

(Niupc, (R)CEL D (Nupc (R))CTL = M;RL = NJ(RCHC,
> M(EIR)C, D CI(Nyupc,(R;)) =

Nachdem im vorstehenden Ergebnis der Nachweis der in 4.3.3 behandelten Zuldssigkeit
der Eigenschaften des Grundmodells Ry als weiterhin giiltig enthalten ist, lassen sich auch
die daraus folgenden Aussagen 4.3.4 und 4.3.5 auf das modifizierte Modell iibertragen.
Die letztgenannte Tatsache fiihrt unmittelbar zu dem anschlieenden Korollar, das besagt,
daf fiir die Behandlung der Semantik rekursiver Definitionen das Grundmodell Ry zu dem
gewiinschten Modell, das die Totalitédtseigenschaft miteinschlief3t, verschérft werden kann.

4.3.14 Korollar. Mit R| werde die Gesamtheit derjenigen stromverarbeitenden Relatio-
nen aus Rel(SPD") bezeichnet, die

(1) gepuffert, also

(a) nach oben abgeschlossen und
(b) ddmonisch monoton

(2) angelisch monoton
(3)  und total

sind. Das Modell R| bzw. die charakteristische Eigenschaft P mit P[X] = X € R] ist
nicht nur kompositional, sondern auch zuldssig. Damit ist jede rekursive Definition (7, Rg)
zu einer rekursiven Definition (7,R]) verschérfbar, deren Semantik Yj;(7) entsprechend
im Modell R| zu liegen kommt. O

Im nachfolgenden Lemma werden fiir das zu behandelnde Beispiel relevante Vereinfa-
chungen des Pridikats des Enthaltenseins im Modell R diskutiert. Dabei stellt sich vor
allem heraus, daf§ die angelische Monotonie fortgelassen werden kann, weil diese Eigenschaft
bereits durch Totalitdt und Abgeschlossenheit nach oben impliziert wird.

4.3.15 Lemma. (i) Fiir jede T-adjungiert stromverarbeitende Relation R € R gilt:
R total «<— L{ C R.
(77) Fiir jede T-adjungiert stromverarbeitende Relation R gilt:
ReR! < RcRy A R total.
(77i) Fiir jede T-adjungiert stromverarbeitende Relation R gilt:

ReR/ < LC,RC,UL(CR.

Beweis. Ad (i) : Sei R eine T-adjungiert stromverarbeitende Relation. Falls L C R
gilt, so folgt sofort die Totalitdt von R aus RL D L(L = L. Fiir die Riickrichtung der
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Implikation sei R € Ry. Dann aber folgt sofort aus der Totalitdt von R zusammen mit der
Abgeschlossenheit nach oben gerade die Aussage R = RC, D RL( = LC.

Ad (i) : Nach 4.3.14 ist klar, daf aus R € R{ gerade beide Aussagen R € Ry und
R total unmittelbar folgen. Fiir die Riickrichtung geniigt es nach 4.3.14 zu zeigen, daf aus
den beiden Aussagen R € Ry und R total die angelische Monotonie von R folgt:

RCy =RC,CYDRLC'L=RL=LDLCIR.

Ad (iii) : Nach (i) beziiglich der Totalitdt und nach 4.2.16(7) beziiglich Ry ist gerade
die Bedingung C, RC, UL( C R dquivalent zur Konjunktion der beiden Aussagen R € Ry
und R total. Die letztgenannte Konjunktion ist jedoch nach (ii) ebenfalls dquivalent zu
R € R/, so daf§ sich die Behauptung ergibt. O

Das néchste Lemma enthélt niitzliche Eigenschaften der Operationen eines T-adjungier-
ten Strombereichs. Wir verwenden dabei die Relation C mit C = nEJrnT, um die Ordnung
des nach 4.3.8(i) unterliegenden gewohnlichen Strombereichs entsprechend zu bezeichnen,
so daf} friiher erzielte Resultate einsetzbar sind.

4.3.16 Lemma. Sei (¢, 0,2,(,n,C,) ein T-adjungierter Strombereich. Dann gelten die
folgenden Eigenschaften:

(1)  Emm =n'C, CTyT =¢TLuy™CT.
(i)  Cine’L=n'eTL, Cin=TL=L.
(i1i)  Cyn'o=n"(sTLU@), Cin'g=¢"LunTe.
(iv)  Eynlo=nT(sTLU L), CinTo=CTLUnTET.
(v) C.(L=L, CT¢TL=(TL.

Beweis. Es reicht aus, die Punkte (i) und (v) zu zeigen, denn die iibrigen folgen aus (i)

mit Hilfe von fiir gewohnliche Strombereiche in 3.1.23 bewiesenen Aussagen.
Ad (i) : Es gilt:

Con' =mMCimULOn" =n"(Cin") =n"C
CinT =("LunmCin)n™ =¢"Lun"™(nCln T) ("Lun™CT.

Ad (v) : Es gilt:

Co¢TL= (e uLOCTL=LCTL =1L,
CTCTL = (CTLUETn™)¢TL = (TLCTL = ¢TL. O

Der nachfolgende Satz erweitert die Vereinfachungen des Priddikats des Enthaltenseins
im Modell R € R] um die Integration von stromverarbeitenden Relationen aus dem Ur-
sprungsmodell, das auf gewohnlichen Stromverarbeitungsbereichen basiert, das also oh-
ne T-Adjunktion definiert ist. Es zeigt sich, daf§ gewohnlich stromverarbeitende Relatio-
nen aus dem Modell Ry zu T-adjungiert stromverarbeitende Relationen aus dem Modell
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R € R| umgeformt werden konnen. Diese Umformung erlaubt es, in Definitionen von T-
adjungiert stromverarbeitenden Agenten die Hilfsagenten mit gewohnlichen stromverarbei-
tenden Komponenten einzufithren. Dies bedeutet, daf§ Relationen aus dem Ursprungsmo-
dell zusammen mit Relationen aus dem durch T-Adjunktion entstandenen Modell gemischt
verwendet werden konnen, so daf in vielen Fillen eine notationelle Uberfrachtung, die aus
der Sonderbehandlung des T-Elements entsteht, verhindert wird.

4.3.17 Satz. Sei () eine gewoOhnliche stromverarbeitende Relation, zu der zwei direkte
Produkte (m;);; und (p;)7-, derart existieren mogen, da$ jedes der Kompositionen 7 Qp;

definiert ist. Ferner sei zu @) die T-adjungiert stromverarbeitende Relation Q wie folgt
definiert, wenn zwei direkte Produkte (7;)7_; und (p;)7L, derart existieren, daf jedes der

Kompositionen 7] Qﬁj definiert ist:
= (N7 Q[ N pi(nU L} ULC
=1 7=1
Dann gilt: Q e Ry = @ ER/].

Beweis. Die Aussage wird mit Hilfe von 4.3.15(iii) gezeigt, wobei wir die Notation C in der
Komposition CQLC im Sinne eines gewohnlichen Stromverarbeitungsbereichs verwenden,
wie wir fiir 4.3.16 mit C die Ordnung des dem T-adjungierten Bereich unterliegenden
gewOhnlichen Strombereichs bezeichnet haben:

N[ A piULOFT]E. UL {43160 C,LE, —L¢)

O cO
I

c (r_w FC T [fj ps(nULOC, AT U L

= (ﬂl 7 Ty )Q[ﬁ pi(ENULOAT | UL {4.3.16(7),(v) }

= (ﬁl%mTﬂf)EQ[ ﬁlpy (nULQ)p| U LS

_ ml mw)gng[ﬁl pULOAT|ULC  {(CCL) aus 3.2.5}

= Q. {QERy} =

4.3.18 Bemerkung. Die Konstruktion des Satzes 4.3.17 hat folgende Bedeutung: Die
gewohnliche stromverarbeitende Relation ) wird im linken Vereinigungsglied der konstru-
ierten T-adjungiert stromverarbeitenden Relation Q unverindert angewendet, wenn keiner
der Inhalte der Eingangskanéle T ergibt. Allerdings mufl in der Ausgabe wegen des Ab-
schlufes aller Kanalinhalte nach oben das T-Element im Term (., p;(n U L()p; explizit
erzeugt werden. Das rechte Vereinigungsglied L( féngt sowohl die Félle, in denen minde-
stens einer der Inhalte der Eingangskanéle T ergibt, als auch den Fall auf, dafl @) keinen
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Wert liefert, da ja @ nicht zwingend total ist. In diesen Féllen werden die Inhalte aller
Ausgangskanile auf T gesetzt, da ¢ hierbei fiir das T-Tupel N, ¢ ﬁ]T steht. In gewisser

Weise wird ) durch diese Konstruktion von Q um ein ,, T-striktes® Verhalten erweitert,
denn es gilt U™, (7] Q= ¢ wie man leicht nachrechnet. Bei der Verfassung von Spezifika-
tionen ist es giinstig, ein T-striktes Verhalten zu verlangen, denn anderenfalls wird wegen
der ddmonischen Monotonie bei einer Verkleinerung der Eingaben eine entsprechende Ver-
kleinerung der Ausgabe und damit eventuell die Hinzunahme unerwiinschter Ausgaben
erzwungen. Falls @@ nicht total ist, ergibt Q an den Stellen, an denen ) kein Resultat
liefert, wie erwdhnt das T-Tupel (, wodurch wie mit der T-strikten Erweiterung die un-
verinderte Ubernahme des Verhaltens von Q in Q gewdhrleistet ist, um die Einhaltung
der ddmonischen Monotonie nicht zu beeintrichtigen. Allerdings handelt es sich damit bei
Q um eine angelische Erweiterung der Relation Q im Sinne der Bemerkung 4.3.10(7), die
die Nichtdefiniertheitsstellen von @ in Q lediglich durch die Auslieferung des T-Tupels
als einziges Ergebnis markiert. Weil das eventuelle Fehlen der Totalitdt von @ keine for-
male Bedeutung fiir den Nachweis des Satzes 4.3.17 besitzt, nehmen wir den scheinbaren
Stilbruch durch Riickgriff auf Konzepte des angelischen Nichtdeterminismus in Kauf und
verschieben die Verantwortung zur etwaigen Totalisierung auf die Spezifikation von Q. O

Um die Eignung der vorgeschlagenen denotationellen Semantik zu illustrieren, betrach-
ten wir ein Beispiel eines rekursiv definierten kommunizierenden Systems nach dem in
Abbildung 4.4 dargestellten Schema. Dabei werden wir das Beispiel der nichtdetermini-
stischen interaktive Warteschlange, deren Aufgabe die Speicherung empfangener Daten
und die Herausgabe von gespeicherten Elementen in einer nicht festgelegten Reihenfolge
als Reaktion auf eintreffende Anfragen ist. Dieses Beispiel ist deshalb typisch, da es die
in funktionaler Umgebung héufig zitierten Beispiele der interaktiven Warteschlange, des
interaktiven Kellers und des interaktiven Sortierwerks als deterministische Verfeinerungen
besitzt. Das Beispiel wird wie folgt behandelt: Zuerst geben wir die relationenalgebraische
Formulierung der nichtdeterministischen interaktiven Warteschlange mittels der in Kapi-
tel 3 beschriebenen Methoden an und dann beweisen wir, daf die angegebene Formulierung
eine Relation bezeichnet, die im semantischen Modell R enthalten ist.

Die nachfolgende Definition enthélt die relationenalgebraische Formulierung des Spei-
cherzellenagenten CELL, der genau einen empfangenen Wert aufnehmen kann. Die Spei-
cherung erfolgt mit dem eine Einbettung leistenden Hilfsagenten STORFE, der zudem im
gewOhnlichen Modell formuliert ist, um die durch 4.3.17 angebotene Moglichkeit der ge-
mischten Verwendung von gewohnlichen und T-adjungiert stromverarbeitenden Agenten
auszunutzen. In Abbildung 4.5 ist die Situation des Beispiels der nichtdeterministischen
interaktiven Warteschlange dargestellt, auf deren Grundlage die Definitionen der entspre-
chenden Relationen vorgenommen werden. Der linke Teil der Abbildung 4.5 enthélt die
Darstellung des nach Abbildung 4.4 fiir die nichtdeterministische interaktive Warteschlan-
ge gebildeten Agentennetzschemas in einer Form, mit der die nichtdeterministische inter-
aktive Warteschlange mit unseren Netzkombinatoren beschrieben werden kann. Im rechten
Teil der Abbildung 4.5 ist die Situation fiir das Verstédndnis der nun folgenden Definition
von CELL und STORE dargestellt.
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Abbildung 4.5: Zur Definition der nichtdeterministischen interaktiven Warteschlange.

4.3.19 Definition. Gegeben seien zwei T-adjungierte Strombereiche (g, 0o, €0, Co, 70, =4 )
und (¢, 0,2,(,n,C,), sowie eine direkte Summe (7, §) mit den folgenden Eigenschaften:

e 7 ist ein Punkt, der fiir das Anfragesymbol steht, wihrend 6 die Injektion der Da-
tenelemente darstellt.

e (o, 00,0, Co, Mo, C) ist der Strombereich iiber der Menge der Daten, d.h. die Kom-
position ¢yo ist definiert.

e (0,0,2,(,n,C,) ist der Strombereich iiber der Menge der Daten vereinigt mit dem
Anfragesymbol, d.h. die Kompositionen v¢" und 6¢" sind definiert.

(1) Seien ferner (09, 79, v9) und (7, p) zwei direkte Produkte gemdfl Abbildung 4.5. Dazu
definieren wir die Relationen a, (X)), f2(X) (X beliebig) und STORFE wie folgt:

a = [o207"L N (0205 NT205)7" No20p’|C
f(X) = 020700 pT N (aggag N TQTQT N UQUQT)X(WTT N pQTpT)
Bo(X) = 200 p" N (03009 NTyry Noagd vy ) X (7r" Npo'p")

STORE = sup{X|X Coyc'LUa U S (X)U[B(X)}

Wir bezeichnen in der Situation von 4.3.16 die zum Eingangskanalbiindel von STORE pas-
sende Relation O'QEO'QT N Ty ETQT N U2U2T wieder mit C, so dafl die Komposition C-STORE-C
eine sinnvolle Bedeutung erhélt.

(#7) Im Sinne von 4.3.17 sei STORE zusammen mit den direkten Produkten (G5, T2, U2)
und (7, p) (siehe auch den rechten Teil der Abbildung 4.5) basierend auf den in (i) de-
finierten Relationen erkldrt. Ferner sei das ebenfalls im rechten Teil der Abbildung 4.5
eingetragene direkte Produkt (o,7) gegeben. Dann definieren wir die Relation CELL wie
folgt:

CELL = o' (=T Uy "L U (o"68™0) N on"ongs N7 )-STORE U o(CTC . o
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4.3.20 Bemerkung. (i) In 4.3.19(i) wird der Agent STORE in rekursiver Aufschrei-
bung definiert. Die relationenalgebraische Formulierung beschreibt die Funktionsweise von
STORE wie folgt:

e Der Agent STORE hat drei Eingédnge, von denen die ersten beiden Kanéle sind,
wéhrend der dritte Eingang das gespeicherte Datenelement hélt. Der erste Eingang
enthélt die Auftrige, die jeweils entweder aus einem zu speichernden Element oder aus
einem Anfragesymbol bestehen kénnen, wihrend der zweite Eingang dazu bestimmt
ist, zukiinftige Antworten auf Anfragen, die von anderen Speicherzellagenten gesendet
werden, zu empfangen. Die beiden Ausgénge von STORE sind zwei Kanéle, von
denen der erste die Anfragebearbeitung enthélt, wihrend der zweite riickgestellte
oder derzeitig aufgehobene Speicherauftrige zur spéteren Weiterverarbeitung durch
das iibrige Agentennetz aufnimmt.

e 052"L bedeutet den Fall, dafl auf dem Empfangskanal, von dem Daten oder Anfragen
erwartet werden, keine Elemente mehr geschickt werden; STORE reagiert darauf mit
,Absturz®, d.h. mit dem Abschlufl des leeren Stromes nach oben. In gewisser Weise
zeigt STORE damit ein e-striktes Verhalten beziiglich des Auftragskanals, denn es
gilt 0 -STORE = <.

e « bezeichnet den Fall, dal ein Anfragesymbol auf dem Empfangskanal erscheint.
STORE {ibergibt jetzt auf dem ersten Ausgabekanal das in der dritten Komponente
des Eingangs gespeicherte Element gefolgt von dem Inhalt des zweiten Kanals, der
die durch die iibrigen Speicherzellenagenten moglicherweise ausgegebenen Elemente
enthélt. Der zweite Ausgangskanal erhélt den Rest des Auftragsstroms zur Weiter-
bearbeitung durch das iibrige Agentennetz.

e [51(X) bezeichnet den ,, Warteschlangenfall“, bei dem das neben dem bereits gespei-
cherten Element empfangene Datenelement auf dem zweiten Ausgabekanal weiterge-
geben wird gefolgt von etwaigen Resultaten des rekursiven Aufrufs von STORFE, bei
dem das bereits gespeicherte Element in der Speicherzelle verbleibt.

e [5(X) bezeichnet dagegen den , Kellerfall, bei dem das gegenwirtig empfangene Da~
tenelement gegen das gespeicherte ausgetauscht wird, wéhrend das gespeicherte nun
auf dem zweiten Ausgangsanal zur spiteren Behandlung der Ausgabe des rekursiven
Aufrufs von STORE vorangestellt wird.

(77) Wihrend die Relation STORFE basierend auf gewohnliche Stromverarbeitungsbe-
reiche definiert ist, wird CELL in 4.3.19(ii) als T-adjungiert stromverarbeitende Relation
spezifiziert. Dabei symbolisiert die relationenalgebraische Formulierung die Funktionsweise
von CELL wie folgt:

e CFELL besitzt zwei Eingabe- und zwei Ausgabekanéle, deren Aufgaben dieselben wie
die entsprechenden von STORFE sind.

e on' (T U ¢yT)L bedeutet, daf CELL mit ,Absturz* reagiert, wenn entweder keine
Auftrage mehr auf dem Empfangskanal vorliegen oder eine Anfrage gesendet worden
ist, obwohl der Speicher leer ist.
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e Der Term mit STORE bedeutet den Fall, dafl ein zu speicherndes Datenelement

empfangen worden ist. Dabei speichert CELL mit Hilfe des Agenten STORE bazw.
STORE das empfangene Datenelement im dritten Eingang des Hilfsagenten.

o 0('¢ bezeichnet den T-strikten Fall #hnlich zur Relation Q aus 4.3.17, siehe dazu
Bemerkung 4.3.18. O

Nachdem die Formulierung des Speicherzellenagenten vorliegt, konnen wir geméfl dem
linken Teil der Abbildung 4.5 das rekursiv definierte kommunizierende System selbst, das
zur nichtdeterministischen interaktiven Warteschlange gehort, in nachfolgender Definition
angeben.

4.3.21 Definition. In der Situation von 4.3.19 seien (o, 71, v1) und (o7, 71, v]) zZwei ternire
direkte Produkte und ferner nehmen wir die Existenz geniigend vieler weiterer bindrer und
ternédrer direkter Produkte an, um die nach dem linken Teil der Abbildung 4.5 dargestellten
Kompositionen wie die parallele Komposition von CELL und X und die Riickkopplung
von (CELL||X)oSWAP mit SWAP wie nachstehend definiert ausfithren zu kénnen. Dann
definieren wir die Relationen SWAP, STR und ND@ durch:

SWAP = ool nvir] Nrjo]
STR —= 01
NDQ = Yu(AX.U[(CELL||X)oSWAP]oSTR). o

Insgesamt beinhaltet die Aufschreibung von ND@ in der vorstehenden Definition Kon-
zepte der Rekursion sogar auf drei Ebenen: Auf der obersten Ebene wird mit YY), die rekur-
sive Definition des kommunizierenden Systems ND@ gekennzeichnet. Die néchste Ebene
ist die durch den Operator ¥ eingeleitete Riickkopplungskomposition. Im Speicherzellen-
agenten CELL befindet sich mit dem Aufruf der Hilfsrelation STORE die unterste Ebene,
die die rekursive Aufschreibung von STORE gemifl der strukturellen Induktion iiber dem
Strombereich des Auftragskanals enthilt.

Im nachfolgenden Satz wird schrittweise das Ergebnis des vorliegenden Beispiels nach-
gewiesen, dafl die in der vorstehenden Definition eingefiihrte Relation ND@, die fiir das
kommunzierende System der nichtdeterministischen interaktiven Warteschlange steht, im

fiir die Semantik rekursiv definierter kommunizierender Systeme vorgeschlagenen Modell
R| liegt.
4.3.22 Satz. Fiir die in 4.3.19 und 4.3.21 definierten Relationen STORFE, CELL und
NDQ@ gelten folgende Aussagen:

(i) STORE € Ry.

(ii) CELL € R] .

(iii) NDQ € R .
Beweis. Ad (i) : Der Beweis erfolgt mit Berechnungsinduktion tiber dem Pridikat P[X] =
CXLC C X, wobei das erste C im Sinne von 4.3.19(i) zu verstehen ist:
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1. CLC C L ist trivial.

2. Angenommen, es gelte CXC C X, dann folgt der Reihe nach:

(a) Wir behandeln zuerst o9e"L U a:

C(oe'LUQ)E = oCe'LUCal

= 09 LUC[o907 LN (vpdg NToog )" Nayop’|C
oo LU [03507 LN (vypg Nl )m' NoyCop'|C
o9c LU [o907TLN (U2¢g N T2QOT)E7TT NoyoCp'|C
o9 LU [o207TLN (U2¢g N T2QOT)7TT Noy0p ' |CEC

= oye'LUa.

Dabei haben wir abgesehen von Lemma 4.3.16 und (CCL) aus 3.2.5 die Bezie-
hung X¢T NYCp" C (X¢T NYp")C verwendet, die im Beweis zu 4.2.30(iv)
fiir einen die Allgemeinheit nicht beschrinkenden Spezialfall bereits bewiesen
worden ist.

(b) Fiir 3;(X) ergibt sich mit Hilfe der Induktionsannahme:

CA(X)E

C

Cloy6 60 p" N (09000 N1y Nuyug )X (7’ N pe'p")]|C
23E00 00 Cp' N (038005 NTET) Nusvg ) X(7Cx" Npo Cp')
oae LU [0900 700 p" N (020505 N1ET, Nuyug )X (7’ N pCo'p’)]
09e LU [0906"60 p" N (09005 NTyry Nuguy \EXE (7' Npo'p")|E
092 LU [0906"60 p" N (0200 N1y1) Nuguy ) X (" Npo'p")|C
o9 LU BL(X).

(c) Analog ergibt sich E3(X)C C g9 TLU fa(X), weil 5(X) dieselbe Gestalt wie
F1(X) besitzt.

(d) Insgesamt folgt Clope™LU U 31 (X) U Bo(X)|E C ope"LU @ U B1(X) U Bo( X).

Ad (ii) : Nach (i) gilt STORE € Ry, so da§ daraus zusammen mit 4.3.17 die Aussage
STORE €R| folgt. Damit ergibt sich fiir CELL folgendes:

1. CELL ist gepuffert: Zunéchst gilt

C-CELLT, = T, [on" (" Usy" LU (00" 66™0] nonongl N7 -STOREUaCTC]C, .

Wir behandeln die Vereinigungsglieder einzeln:

(a) Nach 4.3.16(ii), (#ii) gilt:

Coon" (5T Uy TILE, = 0T (€T Uy ML = on"(T U ™)L
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(b) Weil STORE bereits gepuffert ist, erhélt man:

C.(on'os™0) Non'ondy N77,)- STORE- C.

(0Con'06"0, NoCyntongy NTC 7)) .STORE - C,
on'pd0, NoneCnd, NTELT) )- .STORE- C.
o068l Non"onC 6] NrC, 7 )-STORE-C,
on'pd0y Non'ongy NT7 )Ty .STORE - C.
on'pd"0, Non'ong, N7, )- .STORE .

on'e"L U

n N N

on'leTL U

on'e"L U

o R N

on'e"L U
(c) Weil STORE total ist und daher L C STORE gilt, ergibt sich:

E+U<T<E+ = UE+<T< = olL¢
= on' (T UL Uon'gsTLE U oCTC
C on' (T Uy LCU (on'¢p8™0; Non'ond; N7, )LCUaCTC
C CELL.

2. CELL ist total, denn unter Ausnutzung der Totalitdt von STORE ergibt sich:

CELL-L = on' (c"Upy" LU (o0 060, Non'ongy N175 )- -STORE- LUo¢TCL
= one'LUon ¢y LUon ¢sTLU o¢TL
= one'LUon"¢LUo(TL = on'LUo('L = oL = L.

Ad (#74) : Nach (i7) ist CELL in R| enthalten. Klarerweise sind die in 4.3.21 eingefiihr-
ten Relationen SWAP und STR ebenfalls Konstanten aus R, wir verzichten auf den
dazugehorigen Beweis. Daher ist nach 4.3.1 und 4.3.14 das Paar

(AX.U[(CELL||X)oSWAP]oSTR, R])
eine rekursive Definition und es gilt, wie verlangt, die Aussage

NDQ = Y\ (A\X.U[(CELL||X)o SWAP]oSTR) € R/ . O

4.4 Ein Modell schwichster Vorbedingungen fiir kommunizie-
rende Systeme

Dieser Abschnitt verfolgt drei Ziele: Fiir den in den vorhergehenden Abschnitten entwickel-
ten denotationellen Ansatz der Semantik kommunizierender Systeme wird als erstes Ziel
der Zusammenhang mit axiomatischer Semantik untersucht, um den Nachweis zu ver-
vollstdndigen, dafl der vorgeschlagene Ansatz als komplementére Semantikdefinition moti-
viert ist. Fiir die Herstellung der Ubereinstimmung der denotationellen mit der axiomati-
schen Semantik wird ein Modell fiir den nach Dijkstra so bezeichneten wp-Operator, der
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schwichste Vorbedingungen berechnet, angegeben und dessen Plausibilitdt nachgepriift.
Das zweite Ziel des vorliegenden Abschnitts ist damit die auf der vorgeschlagenen Mo-
dellierung des wp-Operators basierende Erstellung eines wp-Kalkiil fiir kommunizierende
Systeme. Schlieffilich wird als drittes Ziel der Zusammenhang des vorgeschlagenen denota-
tionellen Modells mit “specification statements” untersucht, die als Spezifikationen in Form
von Paaren aus Vor- und Nachbedingung gebildet werden und dabei die schwéchste Rela-
tion mit der Eigenschaft, dafl die Ausgabe die Nachbedingung einhélt, wenn die Eingabe
die Vorbedingung erfiillt, bezeichnen.

Es ist wohlbekannt, wie ddmonischer Nichtdeterminismus und robuste Korrektheit in
Beziehung mit schwéchsten Vorbedingungen gesetzt werden konnen. Dijkstras wp-Kalkiil
beschiftigt sich mit der Theorie des Pradikatentransformators (engl. predicate transformer)
mit der Bezeichnung wp, um einen Kalkiil fiir die Verifikation nach dem totalen Korrekt-
heitsbegriff zu erhalten. Der wp-Kalkiil basiert auf der Sichtweise des Zustandsiibergangs,
wobei ein Zustandsiibergang in Form eines sogenannten Hoare-Tripels { P} R {Q} der to-
talen Korrektheit gegeben ist, worin P, () Prédikate iiber Zustdnde und R den Programm-
schritt in Form einer Relation darstellen. Die Bedeutung des Hoare-Tripels { P} R {Q} der
totalen Korrektheit 148t sich wie folgt beschreiben: Fiir jeden Eingangszustand, der das
Pridikat P erfiillt, muf jeder durch den Ubergang vermége dem Programmschritt R er-
haltenen Folgezustand das Pridikat Q erfiillen, wobei der Ubergang vermége R erfolgreich
terminieren muf}, d.h. nicht zu einem undefinierten Zustand fithren kann. In einem Hoare-
Triple {P} R {Q} heifit P daher Vorbedingung (engl. precondition), wihrend ¢ Nachbe-
dingung (engl. postcondition) genannt wird. Mit wp(R, Q) wird nach Dijkstra schliefflich
dasjenige Pradikat P bezeichnet, das die schwichste Anforderung an Eingangszustdnde
stellt, um gerade noch den Zustandsiibergang {P} R {Q} zu ermoglichen, und heifit da-
her schwéchste Vorbedingung (engl. weakest precondition) fiir den Programmschritt R bei
Nachbedingung Q.

Um eine geeignete Modellierung fiir den wp-Operator zu finden, ist die Verallgemeine-
rung der Darstellung von wp fiir flache Bereiche auf nicht-flache Ordnungen zu leisten. In
der Literatur findet man die Darstellung von wp fiir flache Bereiche (mit L als Bezeichnung
fiir das kleinste Element) in der durch

wp(R, Q) ={x|R(x) €Q N L ¢ R(x)}

gegebenen Form (vgl. etwa [Plotkin 80, Broy 85]). Die im vorliegenden Abschnitt verfolgte
Ansatz zur Verallgemeinerung auf nicht-flache Bereiche ist die Verwendung des Abschlusses
nach oben, indem bei der Verifikationsaussage R(x) C @ die Relation @ durch upc(Q) er-
setzt und analog zu [Apt, Plotkin 86] anstelle der Terminierungsaussage L ¢ R(z) verlangt
wird, dafl @ das L-Element nicht enthélt. Damit erhélt die Modellierung des Zustandsiiber-
gangs in unserem Modell die zum Ansatz von [Hoare, He 86] analoge Gestalt

{P} R{Q} <= P-RCupc(Q) < QLCy P-R.

Deshalb ist klar, daB der wp-Operator eine Darstellung als Linksresiduum besitzt. Ahnlich
wie fiir die speziellen Funktionale der ordnungstheoretischer Begriffe wie mi, le, lub, min und
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anderer betrachten wir den wp-Operator in auf Zulassung beliebiger Relationen als Vor-
bzw. Nachbedingungen verallgemeinerter Form, so dafi wir fiir den wp-Operator nachfol-
gend tatsichlich die Definition von “weakest prespecifications” im Sinne von [Hoare, He 86]
erhalten. Die Verallgemeinerung erweist sich als vorteilhaft fiir den komponentenfreien
Nachweis der Ubereinstimmung der Verfeinerungsbegriffe fiir denotationelle und axioma-
tische Semantik.

4.4.1 Definition. Das zweistellige Funktional wp sei fiir gegebene Relationen R, wie
folgt definiert:

wp(R, Q) = upc(Q)<IR. %

Obwohl beliebige Relationen als Prédikate zu gelassen werden, zeichnen wir gewisse
Relationen fiir den Einsatz als Vor- bzw. Nachbedingungen aus. Weil die Terminierungs-
aussage dergestalt beriicksichtigt wird, dafl in eigentlichen Bedingungen das Enthaltensein
des L-Elements ausgeschlossen ist, kann L als Vor- bzw. Nachbedingung nicht mit dem
gewOhnlich als true bezeichnet Element fiir das universelle Pradikat gleichgesetzt werden.
Tatséchlich spielt in Stromverarbeitungsbereichen das leere Stromtupel  die Rolle des -
Elements, denn einerseits ist es gerade das kleinste Element des Stromverarbeitungsbereichs
und andererseits setzen wir es intuitiv mit Verklemmung wegen der Fehlen jeglicher Ausga-
bebereitschaft gleich. Daher wird in der néchsten Definition die universelle Bedingung mit
Le gleichgesetzt, wihrend L die Rolle der ,undefinierten® Bedingung erhilt. Damit ist der
Verband der als Vor- bzw. Nachbedingungen verwendeten Relationen ungewohnlicherweise
nicht mit der universellen Bedingung als gréfites Element geordnet. Die Seltsamheit der
entstehenden Logik wird in der vorliegenden Arbeit in Kauf genommen und die Griinde
dafiir werden in den anschliefenden Untersuchungen des wp-Operators angegeben.

4.4.2 Definition. Die drei Relationen F, T und U seien wie folgt definiert:

F=0, T=L¢, U=L. o

In der nachfolgenden Behauptung betrachten wir grundlegende Eigenschaften unseres
wp-Operators. Punkt (i) begriindet die Zuweisung der Rolle der undefinierten Bedingung
an die universelle Relation L, denn die traditionell angenommene Rolle als universell wahre
Bedingung wiirde zu dem ungewiinschten Schluf fiihren, dafl jede Relation erfolgreich ter-
minieren wiirde und daher wp nicht imstande wére, den ddmonischen Nichtdeterminismus
zu vermitteln. In Punkt (i) wird eine der sogenannten “healthiness conditions” nachgewie-
sen, die positive Konjunktivitit genannt wird und die Ubertragung beliebiger nicht-leerer
Schnitte von Nachbedingungen auf die zugehérigen schwéchsten Vorbedingungen beinhal-
tet [Dijkstra, Scholten 90]. Der Punkt (iii) zeigt die Invarianz des wp-Operators gegeniiber
Abschliisse seiner Parameter nach oben. Schliefilich enthélt (iv) den gewiinschten Zusam-
menhang zwischen schwéchster Vorbedingung und Zustandsiibergang, d.h. es wird formal
festgestellt, dafl wp(R, Q) tatsichlich die schwichste Vorbedingung berechnet.

4.4.3 Behauptung. (i) wp(R,U) = U (,,Striktheit*).
(77) wp(R,N; upc(Q:)) = N; wp(R, Q;) (,Positive Konjunktivitdt).
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(i) wp(upc(R), Q) = wp(R, Q) = wp(R, upe(Q).

(iv) wp(R, Q) ist fiir gegebene R, Q die schwichste Relation P mit der Eigenschaft
QCy P-R.
Beweis. Ad (i) : Es gilt wp(R,L) = LCRT = ORT =0 = L.

Ad (i7) : Es gilt

wp(R, Ni UPC(Qi)) = [ﬂi UPC(Qi)]ERT = (Ui @)RT =M @RT =0 wp(R, Qz) .

Ad (iii) = Der zweite Teil wp(R, Q) = wp(R,upc(Q)) ist klar, wihrend sich der erste
Teil der Behauptung wie folgt ergibt:

wp(upc(R), Q) = QCC'RT = QCRT = wp(R, Q) .

Ad (iv) : Die Giiltigkeit der behaupteten Aussage ist klar aufgrund der Darstellung von
wp(R, Q) als Linskresiduum. O

Um die Operation der nichtdeterministischen Auswahl den Netzkombinatoren hinzu-
zufiigen, wird im nachfolgenden Satz eine Verschiarfung des Resultats von 4.3.3 betrachtet,
das bisher besagt, dafi (Ro,C)s) eine cpo mit kleinstem Element L ist. Tatséchlich ist
(Ro,Exs) ein vollstédndiger Verband, dessen Operation zur Bildung der grofiten unteren
Schranke die Rolle der damonischen nichtdeterministischen Auswahl erhélt.

4.4.4 Satz. Die Struktur (Rg,Cy) ist ein vollstdndiger Verband, in dem kleinste obe-
re Schranken durch relationale Schnitte und gréfite untere Schranken durch relationale
Vereinigungen fiir beliebige Mengen von Relationen aus Ry dargestellt werden.

Beweis. Weil C,; mit der konversen Inklusion D zusammenfillt, konnen kleinste obere
Schranken und gréfite untere Schranken lediglich auf die in der Behauptung genannten
Weise dargestellt werden.

Der Beweis zu 4.3.2(7ii) behélt seine Wirkung, wenn die Kette (R;);>o beziiglich T,
durch eine beliebige Familie ersetzt wird, und der Fall des leeren Schnitts féllt genau mit
der Betrachtung von L zusammen. Damit ist klar, dal (Rg, Cy/) einen vollstdndigen oberen
Halbverband mit kleinstem Element L darstellt.

Es verbleibt zu zeigen, dafl fiir jede Menge R C Ry gepufferter Relationen deren rela-
tionale Vereinigung sup R wieder gepuffert ist:

CsupRE =Csup{X | X e RIC =sup{CXC | X e R} =sup{X | X € R} =supR.

Damit ist (Ro, Cps) vollstandiger unterer Halbverband mit grofitem Element O und insge-
samt ein vollstdndiger Verband, wie behauptet. O

Wir haben die unbeschrédnkte nichtdeterministische Auswahl dem Modell kurzzeitig
hinzugefiigt, um in anschliefender Behauptung nachzuweisen, dafi der vorgeschlagene wp-
Operator tatsédchlich den ddmonischen Nichtdeterminismus vermittelt.

4.4.5 Behauptung. Sei (R;);>o eine Familie von Relationen.
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(1) wp(L,LQ) =F <= LQC # U (,abort").
(17) wp(U; Ri, Q) = N; wp(R;, Q) (,nichtdeterministische Auswahl®).

Beweis. Ad (i) : Wegen 4.4.3(7) ist fiir LQC = U nichts zu zeigen, so daf§ im folgenden
ohne Einschrinkung die Giiltigkeit von LQC # U angenommen wird. Es ergibt sich mit
Hilfe der Tarski-Regel, mit der aus der Annahme die Aussage LLQCL = L folgt:

wp(L,LQ) =LQCL =LLQCL=L=0=F.

Ad (ii) : BEs gilt: wp(U; R, Q) = QCU; BRI = U; QER] = N, wp(R;, Q). a

Wann immer also L ein Element der Familie (R;);>o ist, ist F das kleinste Element
von (wp(R;, LQ));>o unter der Annahme LQC # U, so daf alle Optionen der nichtdeter-
ministischen Auswahl aufler dem ,Absturz® L ausgeschlagen werden. Deshalb stellt 4.4.5
exakt das Verhalten des ddmonischen Nichtdeterminismus und dessen Vermittlung durch
den wp-Operator dar.

Neben der durch das in 4.4.5(7) identifizierte Verhalten als abort bezeichneten Relation
L betrachten wir in der nachfolgende Behauptungen weitere Konstanten, deren Verhalten
unter wp die angegebene Definition des wp-Operators plausibel machen sollen. Dabei ergibt
sich nach Punkt (i) als Gegenpart zur ,undefinierten® Bedingung U = L die Relation O.
Die Relation O stellt zwar ein sogenanntes Wunder (engl. miracle) dar, d.h. eine Relation
R mit wp(R,F) # F, aber nicht die aus der Literatur bekannte Konstante miracle, d.h.
diejenige Relation R, fiir die die Aussage wp(R,F) = T giiltig ist. Man erhélt anstelle der
Relation O, die wir informell wegen der engen Beziehung zur undefinierten Bedingung U
mit nil bezeichnen, in Punkt (i7) den s-strikten Ausdruck 7L als Darstellung von miracle.
In Punkt (4i7) zeigen wir, welche Relation der Operation, die havoc genannt wird und die
jedem definierten Argument jedes definierte Resultat, d.h. jedes Stromtupel aufler ¢, liefert
und deren schwéchste Vorbedingung genau dann einen definierten Wert liefert, d.h. das
Stromtupel  nicht enthélt, wenn die gegebene Nachbedingung definiert ist. Obwohl wir al-
so ein Modell im Stil der Chaos-Semantik von Hoare aufgestellt haben, werden in unserem
Modell abort und havoc von zwei verschiedenen Relationen dargestellt. Im sogenannten
Hoare-Hehner-Modell (vgl. [Nelson 89] zu diesem Begriff und [Hoare 85, Hehner 84a] zu
dessen Inhalt) wird ,,Chaos®, das fiir die Absturzsituation steht, als diejenige Resultat-
menge konzipiert, die jedes Resultat beinhaltet, wobei kein 1-Element und auch keine
entsprechende (flache) Ordnung zur Verfiigung steht. Diese Konzeption funktioniert offen-
bar, wenn die Auswahloperation auf beschrinkten Nichtdeterminismus eingeschriankt ist
und die gesamte Resultatmenge unendlich ist. In der vorliegenden Arbeit wird im Gegen-
satz zum Hoare-Hehner-Modell auf ein Modell abgezielt, das auch die Einbeziehung von
unbeschrénktem Nichtdeterminismus ermoglicht. Schlielich behandeln wir in Punkt (iv)
das Verhalten der Identitdtsrelation, die fiir die Operation skip steht: Deren schwichste
Vorbedingung ist der Abschlufl der gegebenen Nachbedingung nach oben.

4.4.6 Behauptung. (i) wp(O,Q) = U (,,nil*).
(ii) wp(e"L,LQ) = T <= LQLC # U, insbesondere wp(s'L,F) = T (,miracle®).
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(iii) wp(s"LU Ls, LQ) = [Q] (,havoc*), wobei [Q] wie folgt definiert ist:

B F, falls LQC #T A LQC £ U
@l = { LQC, falls LQC =T v LQC =TU.

(iv) wp(LQ) = upC(Q) (,,Skip“).

Beweis. Ad (i) : Es gilt wp(0,Q) =QCO0 =L =0.
Ad (i) : Wegen 4.4.3(i) kann im folgenden ohne Einschrinkung die Giiltigkeit von

LQC # U angenommen werden. Es ergibt sich mit Hilfe der Tarski-Regel, mit der aus der
Annahme die Aussage LLQCL = L folgt:

wp(sTL,LQ) = LQCLe = LLQCLe = L= =T.

Ad (iii) : Zunéchst gilt:

wp(s"LULe, LQ) = LQELs ULQC - 7L
Fir Q mit LQC # T A LQC # U ergibt sich daraus
wp(s"LULs, LQ) =LeUL=0 =T,
denn LQC - 7L = L folgt mit folgender Aquivalenzkette:
LQC #Ls A LQC AL +— LRC ¢ L <= LQCNL=#0
— LQC-cTL#0 <<= LQC-<L=L.
Fiir LQC =T gilt LQT - 7L = Le - eTL = O und damit folgt
wp(s"LULe, LQ) =Le U0 =T
Fiir LQC = U ist LQC = O und damit ergibt sich sofort wp(sTLU Ls,LQ) =0 = U.
Ad (iv) : BEs gilt wp(1,Q) = QC - T = upc(Q). O
Das néchste behandelte Resultat nennen wir wp-Extensionalitit, das den Zusammen-
hang zwischen wp-Kalkiil und robuster Korrektheit herstellt. Die wp-Extensionalitdt zeigt
das angestrebte Resultat der Ubereinstimmung von axiomatischer mit denotationeller Se-
mantik, wobei die zugehorigen Verfeinerungsrelationen in Aquivalenzbeziehung zueinander

gesetzt werden. Die Verfeinerungsrelation fiir das denotationelle Modelle ist C,;, wihrend
diejenige, die auf dem wp-Operator basiert, nach [Back 78, Back 88| konzipiert ist:

S verfeinert R <= VQ: wp(R, Q) C wp(S,Q).

Dabei zeigt sich, dafl die allgemeinere Definition des wp-Operators als Operator fiir ,, wea-
kest prespecifications” nicht nur keine Beeintrichtigung der Nachweisbarkeit des angestreb-
ten Resultats darstellt, sondern sogar einen kurzen, vollstdndig komponentenfreien Beweis
ermoglicht.
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4.4.7 Hauptsatz. Seien R, S zwei stromverarbeitende Relationen, dann gilt:

RCy S <= VQ: wp(R,Q) C wp(S,Q).

Beweis. ,=“: Aus R Ty S folgt mit der Aquivalenz R Ty S <= S C upc(R) fiir
beliebige Relationen @):

wp(R, Q) = wp(upc(R), Q) = upc(Q)<upc(R) C upc(Q)<S = wp(S, Q).

»<=": Wegen 4.4.3(iv) gilt I C wp(R, R). Ist fiir alle @ die Aussage wp(R, Q) C wp(S, Q)
giiltig, dann ergibt sich somit:

S C wp(R,R)S C wp(S,R)S C upc(R). O

Das nachfolgende Resultat betrachtet die festzustellende Antisymmetrie der Behand-
lung von Vorbedingungen gegeniiber Nachbedingungen in der Definition des wp-Operators.
Auf die gegebene Nachbedingung wird zur Berechnung der schwéchsten Vorbedingung der
Abschlufl nach oben angewendet, wihrend nicht klar ist, ob der Ausdruck wp(R, Q) selbst
eine nach oben abgeschlossene Relation bezeichnet. Deshalb wird im nachfolgenden Satz
diejenige Beziehung zwischen ddmonischer Monotonie und Abgeschlossenheit nach oben
hergestellt, in der die Forderung der Abgeschlossenheit von schwéchsten Vorbedingungen
wp(R, Q) nach oben fiir jede gegebene Nachbedingung @ mit der Forderung der ddmoni-
schen Monotonie an die gegebene Relation R zusammenfillt.

4.4.8 Satz. Sei R eine stromverarbeitende Relation, dann gilt:

R dé&monisch monoton <= VQ: wp(R, Q) nach oben abgeschlossen .

Beweis. ,=: Sei die Relation @) gegeben, dann gilt:

wp(R,Q)C = [upc(Q)<RC]C
C [upc(Q)<CRIE = QCRTC'C C upc(Q)<R = wp(R,Q).

,<=": Falls fiir alle ) die Aussage wp(R, Q)C = wp(R, Q) erfiillt ist, dann folgt fiir alle
() die Beziehung

Somit ist nach 4.4.3(iv) die Beziehung wp(R,Q) C wp(CR, Q) fir jedes @ giiltig. Mit
wp-Extensionalitdt 4.4.7 ergibt sich daraus gerade R C); CR bzw. CR C RC, d.h. R ist
ddmonisch monoton. O

Ebenso wie im vorstehenden Resultat 148t sich im nachfolgenden Satz eine weitere, mit
dem wp-Kalkiil eng verkniipfte Aquivalenzbeziehung fiir die ddmonische Monotonie her-
stellen. Es wird ein Zusammenhang zwischen ddmonischer Monotonie und der wp-Regel fiir
sequentielle Komposition in der zu erwartenden Gestalt festgestellt, in der die Anforderung
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der ddmonischen Monotonie dhnlich zur Regel 4.2.22 der modularen Verfeinerung sequen-
tieller Kompositionen nur an den zweiten Faktor gestellt wird. Der nachfolgende Satz, der
die wp-Regel fiir sequentielle Komposition behandelt, leitet damit die Gruppe von Resul-
taten ein, die zur Erstellung des wp-Kalkiils fiir kommunizierende Systeme gehéren und
der Reihe nach wp-Regeln fiir die eingesetzten Netzkombinatoren o, ||, U ermitteln.

4.4.9 Satz (Regel fiir sequentielle Komposition). Seien R, S zwei stromverarbeitende
Relationen, dann gilt:

S dédmonisch monoton <= VQ: wp(RoS, Q) = wp(R,wp(S,Q)) .

Beweis. ,=*: Nach 4.4.8 folgt aus der ddmonischen Monotonie von S die Beziehung
wp(S, Q) = wp(S,Q)C. Damit jedoch ergibt sich:

wp(RoS, Q) = QESTRT = wp(S, Q)RT = wp(R, wp(S, Q)) .

,<=* Falls R = I gesetzt wird, dann ergibt sich sofort aus 4.4.6(iv) und 4.4.8 die
Behauptung. O

Wihrend die sequentielle Komposition, die bereits eine zu erwartende Gestalt der wp-
Regel als Vorbild besitzt, weil sie traditionell zu jeder mit einem zugehoérigen wp-Kalkiil
ausgestatteten Programmiersprache gehort, gilt fiir die parallele Komposition ein anderes,
im folgenden Satz dargestelltes Ergebnis. Zunéchst sind die Nachbedingungen auf soge-
nannte beobachtbare Relationen einzuschrinken, d.h. jede gegebene Nachbedingung hat
die zur parallelen Komposition der Programmschrittrelationen passende Gestalt @Q[|Qs,
die der logischen Konjunktion der fiir die parallelen Komponenten gegebenen Nachbedin-
gungen @, Qs entspricht und deren Form von der Zulassung beliebiger Relationen als
Nachbedingungen beeinfluf3t ist.

In Punkt (i) des nachfolgenden Satzes stellen wir fest, dafi unser Konzept des wp-
Operators die parallele Komposition mit totaler Auswertung koppelt, denn es gilt, wie
in Punkt (iii) festgestellt, dafl die schwéchste Vorbedingung einer parallelen Kompositi-
on nur dann eine parallele Komposition bzw. eine logische Konjunktion von schwichsten
Vorbedingungen der Komponenten ist, wenn beide Programmschrittrelationen, aus denen
die parallele Komposition gebildet wird, total sind. Die Ursache der in Punkt (i) erziel-
ten Einschrinkung des erwarteten Resultats liegt an der strikten Auffassung der direkten
Produkte: Nur wenn alle Komponenten vorliegen, kann das entsprechende Ergebnistupel
gebildet werden, wie an der Beziehung

(RN Sp")r = RN SL

ablesbar ist. Allerdings wird in der strengen Sichtweise durch den Bezug auf den ddmo-
nischen Nichtdeterminismus gerade die totale Auswertung gefordert, so daf§ die in Punkt
(1) beschriebene wp-Regel nicht génzlich unpassend erscheint. Der beschriebene Effekt des
Zwangs zur totalen Auswertung zeigt jedoch keine Beeintréchtigung auf einen auf wp ba-
sierten Verfeinerungskalkiil, wie wir in Punkt (i7) zeigen, denn Punkt (77) entspricht der
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Regel 4.2.21 der modularen Verfeinerung paralleler Kompositionen. Schliellich behandeln
wir in Punkt (iv) die Niitzlichkeit des im vorhergehenden Abschnitt im Zusammenhang mit
der denotationellen Semantik rekursive definierter kommunizierender Systeme eingefiihrten
T-Modells. Wir vereinbaren, den wp-Operator durch wpy zu notieren, sofern der Bezug
auf Ordnungen C, von T-adjungierten Stromverarbeitungsbereichen vorliegt, wobei die
Definition von wp, analog zu 4.4.1 gefafit sei. Es zeigt sich nun, dafl unter Verwendung
des Modells R| die entstehende wp,-Regel fiir parallele Komposition die beiden Konzep-
te des ddmonischen Nichtdeterminismus und der partiellen Auswertung als nebeneinander
verwendbar kennzeichnet. Intuitiv ist klar, dafl bei Vorliegen keines greiftbaren Ergebnis-
ses fiir eine der Komponenten mindestens das T-Element ausgeliefert wird und damit die
Ergebnisse, die von den anderen Komponenten berechnet werden, in einem Tupel eines
T-adjungierten Stromverarbeitungsbereichs zusammengefafit erhalten bleiben.

4.4.10 Satz (Regel fiir parallele Komposition). Seien gew6hnliche stromverarbeitende
Relationen R, .S gegeben. Ferner seinen zwei beliebige Relationen @, Qs gegeben, fiir die
die Kompositionen Q;R" und @, ST existieren mogen. Schliellich nehmen wir die Existenz
hinreichend vieler binérer direkter Produkte an, die die parallelen Kompositionen R||S und
Q1/|Q2 ermdoglichen.

(7) Dann gilt:
wp(R||S, Q1]|Q2) = [wp(R, Q1)|lwp(S, Q2)] ULRT||LST .

(77) Immerhin gilt ohne weitere Zusatzforderungen, wobei P;, Py, Q weitere, als geeignet
verkniipfbar angenommene Relationen darstellen:

P Cwp(R, Q1) N P, Cwp(S,Qz) N Qi||Q: CQ = Pi||P, Cwp(R||S,Q).
(7ii) Ferner gilt:
R, S total = wp(R||S, Q1||Q2) = wp(R, Q1)||wp(S, Q2) .

(iv) Sei zusidtzlich angenommen, dal R und S T-adjungiert stromverarbeitende Rela-
tionen sind und die Relationen @, @2 entsprechend den obigen Forderungen gegeben sind.
Dann gilt:

R,S€R| = wps(R|S, Q]|Qz) = wp.(R, Qu)llwp+(S, Q2) .

Beweis. Weil (iii) und (iv) unmittelbare Folgerungen aus (i) sind, werden nur (i) und
(77) nachgewiesen. Dabei ergibt sich (iv) analog zu (iii), denn die Totalitdt von R, S wird
in (7v) durch die Bedingung R, S € R| impliziert.

Ad (i) : Es ergibt sich (unter anderem mit Hilfe von (CCL) aus 3.2.5):

wp(R||S, Q1]|Q2) = (mQims N p3Q2pd )E(maRTr! N p2STp])
= (m@Q1Cmy U p3@Q2Cp] )(me R N paSTpl)
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= mQiE(RTr] NLSTp) U psQ,E(LR™r{ N STpl)
= (msQ ERTr] U ps@Q2ESTpl ) N (LR™r] NLSTp])
= (m3QiCRTx] N ps@Q2CSTp] ) ULRT||LST

= [wp(R, Q1)[lwp(S, Q2)] ULRT||LST.

Es ist klar, dal das zweite Vereinigungsglied verschwindet, wenn R und S beide als total
vorausgesetzt werden, wie in (¢7¢) und (iv) verlangt.

Ad (ii) : Seien Pp, P,,@ mit den simultan erfiillten Eigenschaften P; C wp(R,Q1),
Py, C wp(S,Q2) und Q1||Q2 C @ gegeben. Es folgt unter Verwendung der Eigenschaften
und des in (7) erzielten Resultats:

Py[|P, C wp(R, Q1) ||wp(S,Q2) C wp(R||S, Q1|Q2) C wp(R|S, Q).

Die erste Inklusion folgt aus der Inklusionsmonotonie von ||, die zweite ergibt sich nach (i)
und schliefflich ist die dritte eine Folge der Monotonie von wp im zweiten Argument. O

Die wp-Regel fiir die Riickkopplung steht im Zentrum des nachfolgenden Satzes. Bereits
fiir die Motivation des Faktums 4.1.5 haben wir fiir jede ddmonisch monotone Relation R
folgende, komponentenweise betrachtete Tatsache festgestellt: Hat R schematisch einen
Quellbereich Ax C' und einen Zielbereich BxC', und findet man zu (x, z) € AxC' ein Paar
(Yo, 20) € BXC, so daf

Rl(x, z), (Yo, 20)] N 20 C 2,

dann kann man induktiv eine Folge (y;, 2;);>0 von Paaren aus B x C' konstruieren, so daf

R[(xazi)a (yi+17 Zi-l—l)] A (yi+17 Zi-l—l) L (yn Zi)7

gilt. Weil # € wp(¥R, Q) sich auf alle (y, z) mit W[upc(R)][x, (y, z)] bezieht, wie gerade das
Faktum 4.1.5 und der Satz 4.1.6 zeigen, muf fiir alle i > 0 die Aussage (y;, z;) € upc(Q)
fiir die nach obigem Verfahren zu x gefundenen Paare gelten. Mit Hilfe der Relation # mit
0[(z, 2), (x, z0)], so daB zy C z gilt, die relationenalgebraisch durch

0 =mm NpC o]

charakterisiert wird, dann wird durch den Ausdruck W(0TR) = #[(0TR N pipd) die Si-
tuation fiir jede Aussage R[(z,2;), (Yi+1, 2iy1)] charakterisiert, denn in komponentenweiser
Betrachtung tritt zwischen #7 und R das Paar (z,2;) auf, wihrend zwischen 7] und dem
zweiten Faktor des Ausdrucks W(0TR) das Paar (yii1,zi11) berechnet wird, wobei sich
die fiir die Riickkopplung relevante Beziehung z;,1 C z; durch die geschickte Verwendung
der Ausdriicke 0T und p;pd in W(TR) ergibt. Mit der nachfolgend dargestellten wp-Regel
fiir die Riickkopplungskomposition wird damit die Situation der Fixpunktsuche beziiglich
dédmonischer Relationen modelliert.

4.4.11 Satz (Regel fiir Riickkopplungskomposition). Sei R eine stromverarbeitende
Relation. Ferner sei die Relation ¢, definiert durch § = w7 N p; =7 pl, und das Funktional
¥, definiert durch ¥(X) = ma! (X N pypd), gegeben. Dann gilt:

VQ: wp(¥R,Q) = wp(V[0'R], Q) .
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Beweis. Zunéchst gelten die Beziehungen
0TRN prps C V(R)C, [=mna; Npp] Cmm NpCpp =07,

wobei die erstgenannte gerade das unter den eingefiihrten Bezeichnungen umgeschriebene
Faktum 4.1.5 ist.
Wir zeigen, dafi die Aquivalenz UR =, U[0TR] gilt:

upc(W[0TR]) = w(8TRN pip;)C
C m J(R)E
= upc(VR)
= 1 (RNpipy)E
C m(0"RNpipy)E = upc(POR]).

Daraus ergibt sich sofort
wp(IR,Q) = wp(¥[0'R], Q)

= QC(0TRN p1py)Tmymim
_ QTR = wp(o"R]. Q).

wenn man beachtet, dafl aus der Surjektivitdt und der Eindeutigkeit von 7 die Beziehung
X7lm = X fiir jede beliebige Relation X folgt. O

In der vorstehenden wp-Regel ist zumindestens das Ziel erreicht worden, die zur Relati-
on ¥R gehorende schwiichste Vorbedingung auf diejenige der Relation ¥[0TR] zu reduzieren,
die mit R sowohl denselben Quell-, als auch denselben Zielbereich hat. In wp-Regeln wird
ganz allgemein moglichst darauf geachtet, die Reduktion eines kombinierten Spezifikati-
onsausdrucks co(R, S) moglichst auf Relationen, die dieselbe Komplexitéit wie die Kompo-
nenten R und S besitzen, beziiglich des ersten Arguments des wp-Operators zu bewirken.
Wiéhrend dies bei sequentieller Komposition sehr gut und bei der parallelen Komposition
angemessen gelingt, ist als Komplexitédtskriterium bei der Riickkopplungskomposition gera-
de die Schnittstelle der Komponente, d.h. Anzahl und Sorte sowohl der Eingangs-, als auch
der Ausgangskanile, verblieben. Wie in [Scholefield, Zedan 92] zugegeben, ist die Form der
Regeln des wp-Kalkiils zu einer gegebenen Programmiersprache, die oft recht kompliziert
geraten, wenn man etwa Kommunikation einbezieht, weniger entscheidend als die kon-
zeptuelle Begriindung eines auf dem wp-Kalkiil basierten Verfeinerungskalkiil. Durch die
Ubereinstimmung der Verfeinerungsbegriffe des denotationellen Modells und des im vorlie-
genden Abschnitt dargestellten wp-Kalkiils ist daher die auf die denotationelle Semantik
sehr stark ausgerichtete Darstellung des vorliegenden Kapitels gerechtfertigt.

Der folgende Satz leitet die Diskussion der verbleibenden Herstellung der Uberein-
stimmung von denotationeller und axiomatischer Semantik hinsichtlich rekursiv definierter
kommunizierender Systeme ein. Es wird das Lemma 4 von [Nelson 89] bewiesen, das wir als
Monotonielemma bezeichnen und das rekursive Definitionen relationaler Spezifikationen in
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Beziehung setzt zu rekursiven Definitionen von Priadikatentransformatoren, wie in der dem
Satz folgenden Bemerkung verdeutlicht wird. Ahnlich zur wp-Extensionalitiit 4.4.7 fiir die
Verfeinerungsordnungen wird festgestellt, dafi die Fixpunktordnung C,; der Inklusionsord-
nung auf der Seite der Vorbedingungen entspricht.

4.4.12 Satz (Monotonielemma). Sei 7 ein Funktional, das nur auf ddmonisch mono-
tonen Relationen definiert sei. Ferner sei 7 ein Funktional, das nur auf nach oben abge-
schlossene Relationen berechnenden Priadikatentransformatoren definiert sei. Wenn fiir alle
ddmonisch monotone R und beliebige () die Aussage

wp(7(R), Q) = nfwp(R, Q)]

gilt, dann sind sowohl 7, als auch 7 monoton auf ihrem Quellbereich, wobei 7 beziiglich
der gewOhnlichen Inklusion, widhrend 7 beziiglich C;; monoton ist.

Beweis. Seien 7 und n mit den verlangten Eigenschaften gegeben. Zunéchst folgt die
Inklusionsmonotonie von 7 aus

nupc(@)] = nlwp(L, Q)] {4.4.6(iv) }
= wp(r(1),Q) {wp(r(R),Q) = nlwp(R, Q)] }

und aus der Inklusionsmonotonie von wp im zweiten Argument. Damit folgt die Monotonie
von 7 bzgl. der Praordnung C,, aus folgender Beziehungskette, wenn R, S zwei ddmonisch
monotone Relationen sind:

RCy S < VQ: wp(R,Q) C wp(S,Q) { wp-Extensionalitét 4.4.7 }
V@Q: nfwp(R, Q)] C n[wp(S,Q)] {4.4.8 und Monotonie von 7 }

—
= VQ: wp(7(R),Q) Cwp(7(5), Q) {wp(r(R),Q) =n[wp(R, Q)] }
<~ 71(R)Cy 7(S). { wp-Extensionalitét 4.4.7 } O

Mit dem Monotonielemma 148t sich zunéchst die Monotonie von AS.Ro S beziiglich
der auf wp basierten Ordnung ohne tiefe Betrachtung des denotationellen Modells be-
weisen [Nelson 89]. Die Anwendung geht jedoch dariiberhinaus auf die Ubereinstimmung
der denotationellen Semantik rekursiver Definitionen mit der zugehoérigen axiomatischen
Semantik, die wir in nachfolgender Bemerkung diskutieren.

4.4.13 Bemerkung. Wir nehmen an, es seien 7 und 7 genau in der Situation von 4.4.12
gegeben, dann definieren wir zu 7 das héhere Funktional 7 durch

Damit gilt zunéchst

(ARAQ.wp(R,Q)) o T =7 o (ARAQ.wp(R,Q)),
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wenn o ausnahmsweise die in funktionaler Reihenfolge geschriebene Komposition von Funk-
tionalen bezeichnet. Weil das Funktional AR.AQ.wp(R, Q) strikt und monoton in R ist,
folgt die Giiltigkeit der Aussage

(*) Q) Cwp(pr, Q)

aus dem zum Lemma von Levy (vgl. etwa [Zierer 88, S.142] fiir die Rechtfertigung des
Begriffs) analogen Resultat

Vo,7,0: 0,7 beide monoton A for =006 A 6 strikt und monoton =y, C 6(p,),

wobei C die Ordnung des gemeinsamen Zielbereichs der Funktionale o und € bezeichne. Es
gilt in (x) nur die Inklusion anstelle der Gleichheit, weil das Funktional AR.AQ.wp(R, Q)
hauptsichlich wegen der N-Subdistributivitdt gegeniiber der relationalen Komposition
nicht als stetig in R nachgewiesen werden kann, wie etwa in [Apt, Plotkin 86] behaup-
tet, so dafl das Lemma von Levy in seiner urspriinglichen Form (d.h. es wird zusétzlich
die Stetigkeit von # verlangt, um damit die Gleichheit u, = 6(p,) zu erzielen) nicht zur
Anwendung kommen kann.

Die angestrebte Ubereinstimmung der denotationellen mit der axiomatischen Semantik
fiir Rekursion 148t sich also nicht vollstédndig herstellen. Zum einen sind die oben angegeben
wp-Regeln weit davon entfernt geeignete Funktionale n ermitteln zu lassen, denn schon bei
der parallelen Komposition wird die Nachbedingung in ihre parallele Komponenten zerlegt,
obwohl zumindestens die Programmschrittrelationen erhalten bleiben, wihrend es bei der
angegebenen wp-Regel fiir die Riickkopplungskomposition umgekehrt ist, denn die Nach-
bedingung bleibt im Gegensatz zur Programmschrittrelation unverdndert. Zum anderen
fehlt die Gleichheit in der Inklusionsaussage (*). Immerhin 188t sich aus (%) die folgende
fiir Verfeinerung zu rekursiven Definitionen niitzliche Aussage folgern:

(%) P Cuz(Q) = P Cuwp(i,,Q).

Wenn man in (*x) die Beziehung y7(Q) = wp(R, Q) fiir ein gewisses R unterstellt, dann
folgt ndmlich aus (x*) unmittelbar die Verfeinerungsaussage R Cy; fi,. O

Auf dieselbe Weise, wie fiir einen Zustandsiibergang {P} R {Q} die schwichste Vor-
bedingung P durch wp(R, Q) ermittelt wird, 148t sich die Frage nach der schwichsten Re-
lation R stellen, die als Programmschritt den Zustandsiibergang gerade noch ermoglicht.
Damit werden Relationen durch Paare aus Vor- und Nachbedingung spezifiziert, die in
der Literatur unter dem Namen specification statements bekannt sind [Morgan 88| (sie-
he auch [Morris 87] fiir die Einfithrung und Untersuchung desselben Konzepts). Wir
fiihren eine kurze Untersuchung des Zusammenhangs unseres denotationellen Modells
mit ,,specification statements® durch. Die genannte Untersuchung dient zur Vervollstédndi-
gung der Plausibilitdtsbetrachtung der vorgestellten relationenalgebraischen Modellierung
des Zustandsiibergangs {P} R {Q}, die urséchlich mit der vorgeschlagenen Definition
des wp-Operators verbunden ist. Wegen der Formalisierung des Zustandsiibergangs als
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P-R C upc(Q) ergibt sich die relationenalgebraische Darstellung eines “specification state-
ments” erwartungsgemédf als Rechtsresiduum. In der nachfolgenden Definition und im fol-
genden verwenden wir statt dem englischen Begriff “specification statement” den gleich-
wertigen deutschen Ausdruck Spezifikationspaar.

4.4.14 Definition. Seien P, () Relationen, fiir die es jeweils eine Ordnung C eines Strom-
verarbeitungsbereichs gibt, so daf§ die Kompositionen CPT und QC definiert sind. Dann
definieren wir das Spezifikationspaar aus P und (), notiert als [P, @], durch:

[P, Q] = Prupc(Q) .

Die folgende Behauptung enthélt im ersten Teil grundlegende Eigenschaften von Spe-
zifikationspaaren: (i) stellt fest, daf sich der Abschlufi der Nachbedingung nach oben auf
das gesamte Spezifikationspaar auswirkt. Wegen Punkt (ii), der den Zusammenhang zur
relationenalgebraischen Charakterisierung des Zustandsiibergangs { P} R {Q} herstellt, ist
die Aussage von (i) recht einsichtig, denn sonst bekommt man mit [P, Q|C eine schwéchere
Relation R mit der Eigenschaft P-R C QT als [P, Q]. Punkt (iii) fifit noch einmal die
drei formalen Darstellungen des Zustandsiibergangs {P} R {Q} zusammen, die sich alle
als miteinander dquivalent erweisen. Schliefilich werden in Punkt (iv) der nachstehenden
Behauptung gewisse spezielle Spezifikationspaare betrachtet, die die zuvor in 4.4.5(¢) und
4.4.6(i)—(¢ii) behandelten ,extremalen® Spezifikationen beschreiben. Die erste Gleichung
von (iv) zeigt die Nidhe von abort zur Konstante havoc, die sich in der vierten Gleichung
als das schwichste Programm erweist, das vom schwéchsten definierten Zustand wieder
zum schwéchsten definierten Zustand fiihrt. Die dritte Gleichung von (iv) identifiziert mi-
racle als Wunder und bringt miracle in die Ndhe von nil, wenn man die Gleichung fiir
miracle mit der fiinften Gleichung (iv) vergleicht.

4.4.15 Behauptung. (i) [P, Q] ist fiir alle P, @ nach oben abgeschlossen.

(17) [P,Q] ist fiir gegebene P, @ die schwéchste Relation R mit der Eigenschaft
QCy P-R.

(7ii) Es gilt die sogenannte Hoare-Tripel-Korrektheit:

PCuwp(R,Q) < QLCy P-R < [PQCy R.

(1v) Es gelten fiir beliebige P, @ die folgenden Beziehungen:

[P,U =L, [F,Q =L (,abort"),
[T,F] =TL (,miracle®),
[T,T] =c"LULe (,havoc*),
[U,F] =0 (,mil“).

Beweis. Ad (i) : Es gilt [P,Q]C = PTQCC = PTQCC'C = PTQCLC' = PTQLC, denn
C ist Ordnung.
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Ad (ii) : Die Behauptung ist klar wegen der Darstellung von [P, @] als Rechtsresiduum.
Ad (iii) : Die Behauptung folgt unmittelbar aus (ii) (zweite Aquivalenz) und 4.4.3(iv)
(erste Aquivalenz) und der entsprechenden Anwendung der Schroderiquivalenzen.
Ad (iv) : Fiir beliebige P, @ gelten:
[P, U] = P>upc(L) = PTL=L, [F,Q] = Omupc(Q) = OQE =L,
[T, F] = Le>upc(0) =TL- O = "L,
[T, T] = Leupc(Le) = eTlle = cTLNLe = TL U L,

[U,F] = L>upc(0) =LO=O. O

Der nachfolgende Satz enthélt Aussagen, die das Konzept der Spezifikationspaare in
enge Verbindung zu unserem denotationellen Modell und dem zugehérigen Verfeinerungs-
kalkiil bringt. In Punkt (i) wird festgestellt, dafi der Abschluf} der Vorbedingung P nach
oben zum Enthaltensein des Sperzifikationspaares [P, ] in unserem Grundmodell R fiihrt.
Fiir die Komposition von Spezifikationspaaren lassen sich die in Punkt (ii) (sequentielle
Komposition) und Punkt (éii) (parallele Komposition) dargestellten Verfeinerungsaussa-
gen zeigen, die zu den Modularitdtsregeln 4.2.22 bzw. 4.2.21 analog sind. Wir verzich-
ten auf eine Darstellung einer Aussage beziiglich der Riickkopplungskompositionen aus
Spezifikationspaaren, weil wir die absichtlich knapp gehaltene Analyse des Konzepts der
Spezifikationspaare auf leicht {iberschaubare Aussagen beschréinken wollen.

4.4.16 Satz. (i) Ist P nach oben abgeschlossen, dann ist [P, Q] gepuffert.
(77) Fiir alle Relationen P, @, R gilt:

() nach oben abgeschlossen = [P, R| Ty [P, Q]o[Q, R] .

(77i) Fiir alle Relationen Py, Py, @1, Q2 gilt, wobei wir die Existenz geniigend vieler
direkter Produkte annehmen, um die parallelen Kompositionen P;||P; und Q]|/Q2 bilden
zu kénnen:

[Pr1[| P, @1]|Q2) Tar [P, Q1]|[[ P2, Q2] -

Beweis. Ad (i) : Es gilt C[P,Q|C = C[P,Q] = CCTPTQC = CTPTQC = [P,Q], da
[P, Q] bereits nach oben abgeschlossen ist.
Ad (i7) : Es gilt

[P,Qlo[Q,R] = [Prupc(Q)][Q>upc(R)]
= [Peupc(Q)][upc(@Q)>upc(R)] C [P>upc(R)] = [P R].

Wegen (i) entspricht die Forderung der Abgeschlossenheit von @ nach oben genau der in
4.2.22 erhobenen Forderung der ddmonischen Monotonie des zweiten Faktors [Q, R].

Ad (iii) : Mit einem zu dem von 4.4.10 vollig analogen Beweis kann folgende Aussage
gezeigt werden:

[PL|| Py, Q1]|Q2] = [Pr, Qu][|[P2, Q2] U PIL||PSL.
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Daraus ergibt sich ohne weitere Zusatzforderungen unmittelbar die Behauptung. O

Die vorgeschlagene Form der Spezifikationspaare folgt dem in vielen Spezifikati-
onsformalismen fiir kommunizierende Systeme verwendeten Schema des Annahme/Ver-
pflichtungsstils (engl. assumption/commitment style) [Pandyd 90, Lamport, Abadi 90,
Stglen et al. 93, Broy 94], denn Spezifikationen vom Annahme/Verpflichtungsstil werden
als Paare von Bedingungen (A, C') gebildet, von denen die erste die Annahme A beschreibt,
unter der das spezifizierte System die Verpflichtung C' erfiillen muf. Fiir Relationen A, C'
wird in unserem Ansatz die zugehorige Spezifikation (A, C') vom Annahme/Verpflichtungs-
stil relationenalgebraisch charakterisiert durch

(A,C) =upc(AUC),

d.h. als relationenalgebraische Darstellung einer Implikation, die einem Abschlufl nach oben
unterworfen ist.

Sind P, @ Vektoren, dann ist der Annahme/Verpflichtungsstil in der angegebenen Cha-
rakterisierung tatsdchlich eine Verallgemeinerung von Spezifikationspaaren, denn es gilt

[P,Q] = PTLLQC = PTLNLQC = PTLC ULQL = (PTL,LQ).

Im nachfolgenden Beispiel belegen wir, dal die mit dem wp-Kalkiil verbundenen Spezifi-
kationspaare aus praktischen Griinden nicht fiir die Spezifikation kommunizierender Sy-
steme ausreichen und daher der Verallgemeinerung durch den Annahme/Verpflichtungsstil
bediirfen. Dabei wird das Beispiel einer Relation R, sowie eine Nachbedingung ) angege-
ben, fiir die wp(R, Q) = F gilt, obwohl R nicht die Konstante abort darstellt.

4.4.17 Beispiel. Um nachfolgend Relationen spezifizieren zu kénnen, die Stréme natiirli-
cher Zahlen verarbeiten, seien die natiirlichen Zahlen durch einen natiirlichen Zahlenstrahl
(2,8, <) gegeben und sei ferner dazu derjenige Strombereich (¢, g, =, C), fiir den die Kompo-
sition ¢S definiert ist. Das zu behandelnde Beispiel der Relation R und der Nachbedingung
@ wird zunédchst in komponentenweise notierter Form vorgestellt, wenn x den Eingabekanal
und y den Ausgabekanal von R bezeichnen:

Rlz,y] = ¢(x)=0
_—
¢(y) € {0,1}
A [(0(y) =0Ao(x) € {0}°) = o(y) = o()]
A (o(y) =1Ao(x) € {1}*) = oly) = o()]
Qlyl = (0,0)Cy,

wobei {0} und {1}* jeweils die Mengen derjenigen endlichen und unendlichen Stréme
bezeichnen, die ausschliellich aus der 0 bzw. aus der 1 zusammengesetzt sind. Fiir die rela-
tionenalgebraische Charakterisierung werden die Relationen Py, Py, R, () wie folgt definiert:

Py = sup{X|X CcTU(¢z" NoX)},
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P, = sup{X|X CcTU(¢s2T noX)},
R = ¢2TLU[L(2U28)¢" N (0Pyz¢T U oP12S¢T U o' )],
Q = Lzp"NLzp"p".

Anstelle den Ausdruck wp(R, Q) direkt zu berechnen, werden fiir R und @ einfache-
re Ausdriicke R’ und Q" mit R Ty R bzw. Q C @' ermittelt, so dafl die Inklusion
wp(R, Q) C wp(R', Q") gilt und es somit geniigt, die bequemer zu behandelnde Aussage
wp(R', Q") =T zu zeigen:

R = "LU[L(zU=28)¢" Noo'],

Q = Lzp".

Zunichst erhalten wir die folgende Beziehung

wp(R', Q") = LzgTC{Le U [p(2TUSTzT)LN 0o"]} = Lz¢pTLe ULzoT (#STzTL N 0oT).

Es gilt Lzp" # L, denn anderenfalls wiirde Lz = Lz¢'¢ = Lo = L folgen und somit zu
O =LzS" = LsST =L im Widerspruch zu O # L fiihren. Ferner gilt LzS¢" C Lz¢T, denn

dies folgt aus
LzS¢" NLzg' = (LzSNLz)¢" C (LSNL2)p" =O0.

Mit den beiden zuletzt errechneten Beziehungen erhilt man schliellich

wp(R,Q') = LeULzeT(4ST2TLN goT)
C LeULzSoT(¢ST=TL N poT)
LeULzS(STzTLN L") = LeUlLe"™ = L = F. O

Fiir die im vorstehenden Beispiel definierte Relation R ist es essentiell, die Informa-
tion iiber die Eingabe in der die Rolle der Nachbedingung spielenden Verpflichtung zur
Verfiigung zu haben, um die Ausgabe entsprechend vornehmen zu konnen, denn es gibt
offensichtlich keine Darstellung der Form [LP, LQ)] fiir Vektoren P, (.

Die fiir unser Modell vorgeschlagene Definition von Spezifikationen (A, C) vom An-
nahme/Verpflichtungsstil ist geeignet, nichtdeterministische Systeme zu spezifizieren, die in
den Annahmen iiber die Umgebung auch die bereits produzierte Ausgabe beriicksichtigen.
Weil damit Annahme und Verpflichtung beide Prédikate iiber Ein- und Ausgabe sind, han-
delt es sich bei dem Ausdruck (A, C') nur um eine spezielle Form relationaler Spezifikationen
kommunizierender Systeme, die auch symmetrische Spezifikationen (vom Annahme/Ver-
pflichtungsstil) genannt werden. Ohne den entsprechenden Riickgriff auf den Abschluff nach
oben bei der Definition symmetrischer Spezifikationen tritt die Brock-Ackermann-Anomalie
auf und die Kompositionalitit, d.h. die Modularitit eines Verfeinerungskalkiils fiir symme-
trische Spezifikationen ist nicht herstellbar [Stglen et al. 93]. Dabei ist der Annahme/Ver-
pflichtungsstil gerade deshalb eingefiihrt worden, um die Kompositionalitdt sowohl fiir die
Spezifikations-, als auch fiir die Verifikationstechnik zu garantieren [Lamport, Abadi 90].
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Durch unser Modell wird, wie bereits mit 4.1.2 gezeigt, die Kompositionalitdt auch fiir
symmetrische Spezifikationen erreicht. Allerdings liegt hierbei dieselbe Situation vor wie in
[Broy 94], in der der Annahme/Verpflichtungsstil nichts zur bereits vorliegenden Kompo-
sitionalitét des unterliegenden semantischen Modells beitridgt, sondern eine Bereicherung
bestenfalls aus methodischen Griinden darstellt, die wir in der vorliegenden Arbeit nicht
weiter diskutieren.

Eine zu der der symmetrischen Spezifikationen verwandte Sichtweise, bei der in den
Spezifikationen die Vorbedingung bzw. Annahme und die Nachbedingung bzw. Verpflich-
tung gleichberechtigt als Prédikate iiber demselben Bereich, der sowohl Ein-, als auch Aus-
gabekanalinhalte einschlieit, konzipiert sind, wird &hnlich zum Ansatz von [Hehner 84b]
in relationalen Spezifikationen angewendet, die alternativ zum in der vorliegenden Ar-
beit verfolgten Konzept der Relation zwischen Eingabe und Ausgabe (siehe etwa auch
[Park 83, Broy, Stglen 94]) als Zustandsiibergangsrelationen verstanden werden. Die se-
mantische Modellierung mit Zustandsiibergangsrelationen tritt auf der Ebene prozedura-
ler Sprachen auf, bei denen die Kommunikationsprimitive als Beeinflussungen der Kanal-
variablen dargestellt werden. Denn Zustdnde sind Abbildungen von Identifikatoren auf
die Inhalte der mit den Identifikatoren bezeichneten Variablen und insbesondere werden
in Zustdnden sowohl die Eingabekanile, als auch die Ausgabekanile mitberiicksichtigt.
Vor- und Nachbedingungen sind daher gleichermafien als Préddikate iiber Zustédnden kon-
zipiert. Die prozedurale Ebene ist nichtsdestoweniger mit der Brock-Ackermann-Anomalie
behaftet, siche etwa [Broy, Lengauer 91|. Mit dem in der vorliegenden Arbeit entwickelten
Konzept der Abgeschlossenheit nach oben und des Riickgriffs auf den ddmonischen Nicht-
determinismus erhélt man auch auf der prozeduralen Ebene einen kompositionalen Ansatz,
der die Brock-Ackermann-Anomalie vermeidet.

Wir kénnen aus den folgenden drei Griinden auf die detaillierte Darstellung der Proble-
matik der prozeduralen Ebene verzichten: Erstens ist in [Broy, Lengauer 91] die priadikative
Semantik der robust korrekten Spezifikation von Zustandsiibergangsrelationen einschlief3-
lich der Kanalriickkopplung bereits behandelt worden. Zweitens ist in [Dederichs 92] unter
Verwendung des feineren Spezifikationsformalismus der nach oben abgeschlossenen Men-
gen stromverarbeitender Funktionen ein Transformationskalkiil entwickelt worden, der den
Ubergang von Agentennetzen, die mit Mitteln dhnlich zu unserer in Kapitel 3 entwickel-
ten Netzsprache formuliert sind, zu prozeduralen Programme kommunizierender Systeme
erlaubt. Schliellich ist drittens mit 4.1.7 ein Resultat bewiesen worden, dafl der Sichtweise
der prozeduralen Ebene ngher kommt, denn die Ubergangsrelation interpretierter Daten-
fluBgraphen ist recht #hnlich einem prozeduralen Ubergangsschritt, wenn man das Tupel
der Kanalinhalte des Datenflufigraphen als Zustand interpretiert.

4.5 Die Anomalie des nichtstrikten fairen Mischens

Wie in dem vorliegenden Abschnitt diskutiert wird, ist der in der vorliegenden Arbeit
dargestellte Ansatz in der Ausdrucksméchtigkeit eingeschrénkt. Etwa 148t sich der Agent
des nichtstrikten fairen Mischens, der jede von zwei Kanélen empfangene Eingabe auf den
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einzigen Ausgabekanal weiterleitet, nicht in einer Semantik nach dem in der vorliegenden
Arbeit verfolgten Konzept des Stromverarbeitungsbereichs ausdriicken, denn eine solche
Beschreibung verletzt etwa Monotonieforderungen an Spezifikationen von Mengen strom-
verarbeitender Funktionen (cf. z.B. [Park 83]). Wie wir zeigen werden, tritt die Anomalie
des nichtstrikten fairen Mischens auch bei dem vorgestellten relationalen Ansatz auf, wobei
die entsprechenden von Funktionen auf Relationen verallgemeinerten Monotonieeigenschaf-
ten davon beriihrt sind. Das nichtstrikte faire Mischen und analog anomalische Agenten
werden aufgrund der angewandten Methoden der Vermeidung der beschriebenen Anomalie,
die darin bestehen, dem Strombereich einen Zeitbegriff zu unterlegen, zeitabhdingig genannt,
denn jedes gelieferte Ergebnis erscheint als abhéngig von der Reihenfolge des Eintreffens
der Eingaben, da das augenblickliche Nichtvorliegen einer Eingabe an einem gerade abge-
fragten FEingangskanal unter einer Monotonieforderung zum Abbruch der Ausgabe fithren
miifite [Park 83, Broy 90].

Nichtstriktes faires Mischen ist jedoch eine oft verwendete Operation, so dafl der vor-
gestellte Ansatz daraufhin untersucht werden muf}, wie sich die festgestellte Anomalie
tatsdchlich auswirkt. Der Verfeinerungskalkiil zu unserem Ansatz wird durch die Anomalie
zeitabhéngiger Agenten im Bereich der modularen Verfeinerung beeinflufit, da die modu-
laren Verfeinerungsregeln 4.2.21-4.2.23 Monotonieforderungen einschlieflen. Deshalb zeigt
sich die Grenze unseres Ansatzes darin, dafl etwa nicht jedes Netz, das den Agenten des
nichtstrikten fairen Mischens enthélt, weiter modular verfeinerbar ist. Allerdings muf, wie
in den Korrektheitsbeweisen zu den modularen Verfeinerungsregeln angegeben, nicht fiir
jede an der betreffenden modularen Verfeinerung beteiligten Relation die Monotonieforde-
rung erhoben werden. Einerseits ist daher die modulare Verfeinerung paralleler Kompo-
sitionen uneingeschréinkt mdoglich und andererseits besteht fiir die modulare Verfeinerung
sequentieller Kompositionen lediglich die Einschrinkung, dafl zeitabhingige Agenten nur
im ersten Faktor auftreten diirfen. Die Praxisrelevanz der zuletzt genannten Tatsache wird
in diesem Abschnitt im Anschlufl an die Diskussion des nichtstrikten fairen Mischens durch
das Beispiel der Verfeinerung des 2-Port-Kommunikationsprozessors zu einer sequentiellen
Komposition belegt, deren erster Faktor ein zeitabhidngiger Agent ist, dessen Verfeiner-
barkeit zum nichtstrikten fairen Mischen einen modularen Verfeinerungsschritt fiir das
Gesamtsystem des Kommunikationsprozessors erlaubt.

Nachfolgende Definition enthélt die mit den in Abschnitt 3.1 vorgestellten Mitteln er-
stellte relationenalgebraische Formulierung der Spezifikation des nichtstrikten fairen Mi-
schens.

4.5.1 Definition. Seien (O, L) eine direkte Summe zweier Punkte O, L, (o, 7) und (7, p)
zwei direkte Produkte, sowie zwei Strombereiche (¢, 0,2, C) und (¢y, 00,0, Zo) gegeben,
derart daB die Kompositionen 7¢, pd, 0¢ und 7¢oQ" definiert sind und zwei Punkte a, b mit
ab” = 0 existieren, fiir die die Kompositionen a¢" und b¢' definiert sind. Dann definieren

wir das Funktional SPLIT und die Relation FM wie folgt:

SPLIT(p) = sup{X |X C (0" UTeg)eU[rdopLNodd’ N (oooT N7oo7T)X0"]
U [r¢opL N (goo™ Nroer ™)X},
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FM = [x-SPLIT(Q")" N p-SPLIT(L") (o N7KIL).

Die Relation FM nennen wir auch nichtstriktes faires Mischen (engl. non-strict fair
merge). &

4.5.2 Bemerkung. Fiir das Funktional SPLIT gibt es nur die Pridikate O, O, LT, sowie
L als zugelassene Parameter. Fiir gegebenes p extrahiert die mit zwei Eingangskanélen und
einem Ausgangskanal versehene Relation SPLIT (p) denjenigen Strom aus dem Inhalt des
ersten Eingangskanals nach folgendem Verfahren: Liegt auf einem der beiden Eingangs-
kanéle keine Eingabe vor, wird die Ausgabe abgebrochen, anderenfalls wird das auf dem
ersten Eingangskanal gelesene Element genau dann auf dem Ausgangskanal {ibertragen,
wenn das auf dem zweiten Eingangskanal eingetroffene Element das Pridikat p erfiillt.
Analog zur Filteroperation (©(p) bezeichnet SPLIT(p) keine zeitsynchrone Relation und
ist in der vorliegenden relationenalgebraischen Beschreibung nur die robust korrekte Im-
plementierung des beschriebenen Verfahrens (vgl. 3.1.15).

Die Relation FM besitzt zwei Eingangskanéle und einen Ausgangskanal, wobei allen
Kanélen jeweils derselbe Strombereich zugrundeliegt. Die Strome der beiden Eingangs-
kanédle werden durch FM zu einem Strom derart zusammengemischt, dafl ein unendlichen
Strom iiber {Q,L} existiert, der vermége SPLIT(Q") bzw. SPLIT (L") aus dem Ausga-
bestrom die Eingabestrome des ersten und des zweiten Eingangskanals wiedergewinnen
1a8t. Weil SPLIT(Q") bzw. SPLIT(LT) nur robust korrekte Programme des zuvor be-
schriebenen Extraktionsverfahrens sind, kénnen durch FM doch Elemente entgegen der
Fairnefannahme unendlich verzégert werden, wenn genau einer der beiden Eingabestrome
unendlich ist. In Analogie zur Filteroperation ©(p) haben wir jedoch aus systematischen
Griinden die urspriingliche Bezeichnung als nichtstriktes faires Mischen belassen. &

Nachfolgend diskutieren wir die Zeitabhidngigkeit des Agenten des nichtstrikten fai-
ren Mischens, die sich in dem formal nachweisbaren Verlust von Monotonieeigenschaften
duflert. Bereits die in 4.5.1 angegebene Spezifikation des nichtstrikten fairen Mischens, die
die lediglich robust korrekte Version des Hilfsfunktionals SPLIT verwendet, zeigt das fiir
die modulare Verfeinerung relevante Fehlen der ddmonischen Monotonie.

4.5.3 Hauptsatz. In der Situation von 4.5.1 gilt:
Nichtstriktes faires Mischen ist nicht didmonisch monoton, d.h. es gilt

C-FM ¢ FM-C.

Daraus folgt FM ¢ Ry, d.h. nichtstriktes faires Mischen hat keine Semantik in unserem
Grundmodell R,.

Beweis. Seien a,b zwei Punkte, derart dafl ab™ = 0 gilt und die Kompositionen a¢' und
by definiert sind. Um das Gegenbeispiel zu konstruieren, fithren wir zu a, b die Punkte
i1,19, 1,1, c und o wie folgt ein:

i = ad' Nep'
iy, = bp'Nep'
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i = T Nep’

i o= G Niyp'

¢ = boTN(agTNeo")o"

o = Log N(O¢; Nsup{X | X C Lég N Xog}og)o
Es reicht nun aus, die beiden Gleichungen der Aussagenkette
'C-FM-c"=L¢ O0=4-FM-Cc"

zu zeigen, damit die Behauptung C-FM ¢ FM-C folgt. Ware L C O, dann wire O = L im
Widerspruch zur Tarski-Regel 2.1.2(vi). Wenn nun ¢/C-FM-cT ¢ i'-FM-Cc' hergeleitet
werden kann, dann ergibt die Monotonie der relationalen Komposition sofort die Behaup-
tung des Hauptsatzes.

Fiir i'C-FM -c' ergibt sich:
{C-FM-c" > i-FM-c'
{i=im" Niyp" CHEr" NeCp’ =4¢'C }
O i[r-SPLIT(Q")" N p-SPLIT(L")"|(cc" Nn7o")
{(onteL)c" =oc" N7TRIL D ocT N7o" }
= i1-SPLIT(O") (oc" n10") Niy-SPLIT(L") (oc" N70T)
{iund co™ NorT sind Punkte. }
= dyi; Nigig
{ durch jeweils zweimaliges Expandieren
von SPLIT(QO")T und SPLIT(LT)"}
= LNnL = L.
Die genaue Herleitung der vorletzten Zeile haben wir ausgelassen, weil aufgrund der Gestalt
der den Relationen SPLIT(QT)" und SPLIT (L") unterliegenden Funktionale und der

Wahl von ¢ und o das Ergebnis leicht hergestellt werden kann.
Dafiir geben wir fiir den Ausdruck i'- FM die genaue Berechnung wie folgt an:

¢-FM = [iy-SPLIT(Q")" ne-SPLIT(L") (o N 7KIL)
= ({[i10-SPLIT(Q") (c0'0" N1oyr") Ni1dpd o N LOGIT']
U [iy-SPLIT(Q") (co'o" N7oyr") N LLegT ']}
N{eo" NegrT U [e-SPLIT(LY ) (60'0T N1oyr ") NLOGIT T} ) (0 N TrL)
= [i10-SPLIT(QO") (co"0" N7oi7") Nitdod'o" N LOGGT"
Ne-SPLIT(LN) (c0"0" N7oirT) N LOGT (0 N TrEL)
C i1pp oo =ap’ .
Aus i'-FM C a¢' ergibt sich jedoch die verbleibende Behauptung '+ FM -Cc’ = O wie
folgt:
i'"“FM-Cc" Cap'Cob" =ab” =0. O
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4.5.4 Bemerkung. Sei FM die korrekte Version von FM, die man wie folgt erhélt (siehe
zur Korrektheit die analoge, in 3.1.15 beschriebene Situation fiir die Filteroperation):

FM = {x1e[SPLIT(O")]" N p-le[SPLIT(L")]"}(o N 7xIL).

Dann gilt zusétzlich die Aussage:

Nichtstriktes faires Mischen ist auch nicht schwach angelisch monoton.

Das dazu konstruierte Gegenbeispiel wird in der Literatur im Zusammenhang mit dem
unendlich-fairen Mischen (engl. infinity-fair merge [Park 83, Panangaden, Shanbhogue 92])
verwendet, das den Strom des einen Eingangskanals vollstindig auf den Ausgangska-
nal iibertragt, wenn der bei dem anderen Eingangskanal eintreffende Strom unendlich
ist: Das unendlich-faire Mischen ist nicht angelisch monoton. Weil in der in [Park 83,
Broy, Stglen 94| vorgeschlagenen Zeitmodellierung gerade die Eigenschaften beziiglich un-
endlicher Strome in der Rolle vollstdndiger Beobachtungen betrachtet werden, wird die
Anomalie des nichtstrikten fairen Mischens auf dem Weg iiber die angelische Monotonie
hergestellt, die auflerdem einen operationellen Charakter im Hinblick auf die Fixpunktbil-
dung bei Riickkopplungskompositionen hat.

Das im folgenden dargestellte Gegenbeispiel widerlegt nicht nur die angelische Monoto-
nie, sondern auch den zu unserem Modell der robusten Korrektheit besser passenden Begriff
der schwachen angelischen Monotonie aus 4.2.6. Wenn das nichtstrikte faire Mischen nicht
schwach angelisch monoton ist, dann gibt es nicht einmal einen angelisch monotonen Ver-
treter derselben Kongruenzklasse modulo ~,,.

Seien a,b zwei Punkte, derart dai ab” = 0 gilt und die Kompositionen a¢’ und bp"
definiert sind. Um das Gegenbeispiel zu konstruieren, fiihren wir zu a, b fiinf weitere Punkte
i1,12, 1,1, 0o und das Priadikat P, wie folgt ein:

iy, = sup{X|X Cap" NXo'},

i? - b¢T N €QT )
i = yn Nep',
i = i m Niypt,

o = sup{X|X COp NXgg},
P, = sup{X|X Ce"U(¢a" NoX)}.

Man kann zeigen, daf§ folgende Beziehung gilt:
CY'L=7ijL = [x-SPLIT(Q")" N p-SPLIT(L")"|(ci{ N70")
so dafl unmittelbar
i'L = {n-1e[SPLIT(Q")]" N p-le[SPLIT(L")]"}(oi N70")

folgt. Daraus ergibt sich unmittelbar i, C i- FM. Wir konnen auch die konverse
Inklusion ¢-FM C i-FM C i; erhalten, indem wir wie folgt zeigen, daff die Aussage
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i-FM C agp" Ni-FM-p" gilt, denn 4; ist das Supremum aller Relationen mit der Eigen-
schaft X Cagp" N Xo':

i-FM = [iy-SPLIT(Q")" ne-SPLIT(L")"|(oc N 7KJL)
= [i10-SPLIT(O") (co'o" NToim") Nirpg'o" NLOGIT"
Ne-SPLIT(LN) (60"0" N7oir )] (o N 7rIL)
{ analog zur Berechnung von i'- FM im Beweis zu 4.5.3 }

[iy-SPLIT(QO") (co'0 " NToi77) Nap'o’ N LOG,7"

Ne-SPLIT(LN) (60"0" N7oir")](o N 7rIL)
ag" N [iy-SPLIT(Q")T Ne-SPLIT(LN) )(oo"o" Nrodr ) (o N 7rIL)
ag’ N [iy-SPLIT(Q")T Ne-SPLIT(L") (00" NTod kIL)
ad" Ni-FM-o'.

n N

{odkiL = kJL, Ausklammern von o' mit Ausblenderegel }

Insgesamt haben wir die Aussage i-FM = i, abgeleitet. Weil 4; ein unendlicher Strom ist,
so daf 1 = 4y gilt, gilt fiir jede Relation R, mit FM =,; R, die Beziehung

iR, Ciupc(R,) = iupc(FM) = i,C =iy .

Andererseits ist iupc(R,) = iupc(FM) = iy total und daher gilt iR, = i;. Doch ergibt auch
i'"FM nur einen Vektor unendlicher Stréme, wie man &hnlich zur Berechnung von i- F'M
durch i'-FM# C i'-FM# = oo zeigen kann, so daf} sich

/'R, C i'upc(R,) = i'upc(FM) = i'-FM
ergibt. Ferner erhélt man fiir /' M@I die Beziehung
FM-il ¢ #P, N pP,,

deren Beweis hier ausgelassen wird. Intuitiv besagt die zuletzt genannte Beziehung, dafl
ein zu dem nur aus einem Element gebildeten unendlichen Strom zusammengemischtes
Strompaar, selbst nur wieder aus jenem Element gebildete Stréme enthalten kann.

Es folgt insgesamt:

‘TR, DR =L,
/R.Ei] =i FM-il =i (P, pP,) C iyP, C b¢"pa” = 0.

Daraus ergibt sich die gewiinschte Aussage i'C'R,i] =L ¢ O =R, CTi]. O

Wir behandeln im folgenden das angekiindigte Beispiel des 2-Port-Kommunikationspro-
zessors, das die Praxisrelevanz der Moglichkeit der Verfeinerung von sequentiellen Kom-
positionen mit zeitabhédngigen Komponenten demonstrieren soll. Der 2-Port-Kommunika-
tionsprozessor ist ein Agent, der zwei Eingangs- und zwei Ausgangskanéle besitzt. Dabei
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bilden die Paare von jeweils einem Eingangs- und Ausgangskanal derselben Nummer in der
Reihenfolge ihres Auftretens am Agenten des Kommunikationsprozessors einen sogenann-
ten Nachrichten-Port. Jede Nachricht enthélt die Information, die gesendet werden soll,
und den Empténger-Port als Nummer. Der Kommunikationsprozessor sichert nun zu, dafl
jede Nachricht auf dem zugehoérigen Empfinger-Port weitergeschickt wird. Wir verzich-
ten auf die Einschrdnkung, daf§ zur Vermeidung einer Verklemmung eine auf einem Port
empfangene Nachricht nicht auf demselben Port zuriickgeschickt wird, damit wir mit zwei
Nachrichten-Ports auskommen konnen und dennoch ein zeitabhéngiges System vorliegen
haben. Der Kommunikationsprozessor kann zu einer sequentiellen Komposition weiterver-
feinert werden, wenn man den ersten Faktor dazu verwendet die Strome der Eingéinge
der Ports zu einem Strom zusammenzufassen, wiahrend der zweite Faktor dazu dient, die
Nachrichten an den zugehorigen korrekten Empfénger zu verteilen.

Der Umfang der beabsichtigten, der eben beschriebenen Aufgabenteilung folgenden Ent-
wicklung des 2-Port-Kommunikationsprozessors ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Genauso
wie in Abbildung 4.2 und in Abbildung 4.3 steht das in Abbildung 4.6 verwendete Sym-
bol ~» fiir die Verfeinerungsrelation C,; und die dariibergestellte Angabe ist die Nummer
derjenigen Behauptung, die den Verfeinerungsschritt behandelt. Nach Abbildung 4.6 be-
trachten wir zunéchst die Verfeinerung des Kommunikationsprozessors CP zu einer sequen-
tiellen Komposition. Die Spezifikation des Kommunikationsprozessors ist derart allgemein
gehalten, daf} die Reihenfolge des Eintreffens der Eingabe bei der Ausgabe nicht unbedingt
eingehalten wird. Damit ist es uns erlaubt, fiir die Mischphase der Port-Eingangskanile
einen zunéchst allgemeineren Mischoperator RFM als das nichtstrikte faire Mischen zu
betrachten, der Umordnungen im Ausgabestrom zuldft. Das Resultat des Beispiels zeigt,
daf3 der Mischoperator REFM mit Umordnungen zu dem Agenten des nichtstrikten fairen
Mischens FM verfeinert werden kann und damit trotz fehlender dimonischer Monotonie
ein modularer Verfeinerungsschritt fiir das Gesamtsystem des Kommunikationsprozessors
CP ausgefiihrt werden kann.

| l T l T

4.5.7(4) N

CP| “*5 | rrm pisT| X8 FM DIST

Vo T l T l

Abbildung 4.6: Verfeinerung eines 2-Port-Kommunikationsprozessors.

Wiéhrend der Agent FM bereits in 4.5.4 eingefiihrt worden ist, werden die iibrigen
beteiligten Komponenten der in Abbildung 4.6 dargestellten Entwicklung in nachfolgen-
der Definition relationenalgebraisch beschrieben. Dabei ist allerdings im Hinblick auf die
Verwendung der Relationenalgebra als Beschreibungsmittel der partielle Riickgriff auf kom-
ponentenorientierte Konzepte notig, um dem Kommunikationsprozessor die beabsichtigte
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allgemeine Spezifikation zu verleihen.

4.5.5 Definition. Seien (O,L) eine direkte Summe zweier Punkte O, L, (7, p), (71, p1),
(o, 7) drei direkte Produkte und ein Stombereich (¢, o,, C) gegeben, derart dafi die Kom-
positionen 7¢, pp, ¢, 79, ¢ und Qp] definiert sind. Ferner nehmen wir die Existenz
einer Menge D von Punkten an, so daf fiir alle d € D die Komposition dr] definiert ist und
die Aussage Uyep d'd = 1 gilt. Sei zur bequemeren Schreibweise das zweistellige Funktional
+ analog zu 4.2.26 definiert. Schliellich sei ©(d, Q) die Abkiirzung fiir ©(md" Np:bT) und
@(d, 0) analog diejenige fiir @(de N p1bT). Dann definieren wir drei Relationen RFM,
DIST und CP wie folgt:

RFM = ([r©(d, 0)# + p@©(d, O)#|# ©(d,0)T
deD N
N [r©(d, L)# + pO(d, L)#|# " ©(d,L)T
DIST = ©(pQ" o™ Nn@©(pLT)r"
CP N [7©(d, O)# + p@(d, O)#]#  ©(d,0)o"
deD N
N [7©(d, L)# + p©(d, L)#]# " ©(d,L)'rT &

4.5.6 Bemerkung. Die Relationen RFM und CP zéhlen lediglich nach, ob jede mogliche
empfangene Nachricht dr] Nbp] mit d€D und b€ {O, L} in der Ausgabe gesendet worden
ist, so dafl Umordnungen ermoglicht werden. Die Quantifizierung iiber den gesamten Nach-
richtenbereich erfordert dessen Darstellung durch eine iiberdeckende Menge von Punkten,
so dafl zumindest an dieser Stelle konkrete Relationenalgebra eingefordert wird. Weil der
Nachrichtenbereich Parameter fiir das Filterfunktional liefern muf, ist es nicht moglich, den
Formalismus der symmetrischen Quotienten einzusetzen, um die Spezifikationen von RFM
und CP punktfrei charakterisieren zu kénnen. Wie im Beweis der Entwicklung gezeigt
wird, ist es anders als fiir den Zielagenten FM nicht nétig in der Zahlphase beziiglich der
Eingabe korrekte Filteroperationen einzusetzen, dagegen ist die Korrektheit des Zdhlens
der Ausgabe mit #7©(d,b)T (d €D und b {O,L}) entscheidend fiir die Durchfiihrung
der Entwicklungsschritte.

Der Agent DIST ist das Paar zweier Filteroperationen, die die fiir den zugeordneten
Ausgabekanal des Empfinger-Ports bestimmten Nachrichten aus dem FEingabestrom ex-
trahieren. &

Die folgende Behauptung fithrt nun die in Abbildung 4.6 dargestellte Entwicklung des
2-Port-Kommunikationsprozessors durch.

4.5.7 Behauptung. In der Situation von 4.5.1 und 4.5.5 gelten folgende Verfeinerungs-
aussagen:

(i) CP Eyp RFM o DIST.

(17i) CP Ty FMoDIST.
Beweis. Ad (i) : Um die Regel 4.2.19 anwenden zu koénnen, zeigen wir REMoDIST C CP.

Aufgrund der analogen Gestalt von RFM und CP sieht man leicht ein, dafl es ausreicht,
die Aussage

©(d,0)TO(pib") € ©(d,b)T
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fir b € {O,L} nachzupriifen. Dies folgt jedoch unmittelbar aus der Eindeutigkeit von
©(p1b") und der fiir das korrekte Filterfunktional geltende Eigenschaft

~ ~ ~

©PO@) =0[@ng),

deren Beweis hier ausgelassen wird.
Ad (it) : Sei ein d € D und ein b€ {O,L} gegeben. Wir definieren die Relation PLUS
wie folgt:
PLUS = 1©(d, b)# + p©(d, b)# .

Die Relation PLUS ist sicher eine stetige Funktion genauso wie ©(d,b) (siehe 3.1.16).
Angenommen, es gibt eine Menge O von Punkten mit der Eigenschaft |J,cp» 0 = %p. Dann
kénnen wir die Aussage

FMPLUS = ©(d, b)#

mit einer zu jedem o € O zugehorigen Berechnungsinduktion beziiglich der Relationenord-
nung < aus 3.1.6(¢) bzw. [Zierer 88, 3.2.4] iiber dem Pradikat

QIX,Y,Z] = (c"NLor" ) (Xn' NYp")-PLUS = Z#

zeigen. Die an der Berechnungsinduktion iiber @) beteiligten Funktionale dieselben sind wie
fir SPLIT(Q"), SPLIT(L") bzw. ©(d, b) und der Induktionsanfang mit dem leeren Strom
¢ durchgefiihrt wird. Wir verzichten auf die Darstellung des Beweises und geben vielmehr
die sich ergebenden Konsequenzen an:

FM C PLUS#'©(d,b)"

C [r©(d,)# + p@©(d, 0)## ©(d,0)" {©(d,b) C ©(d,b)}
C RFM

Damit haben wir RFM Ty FM gezeigt. DIST ist als Paar von Filteroperationen sogar
stetig, also insbesondere ddmonisch monoton und nach 4.2.17(i) gilt DIST CT,; DIST.
Daher konnen wir erfolgreich die Regeln 4.2.22 und 4.2.17(ii) anwenden, um schlieffllich
das Ergebnis

CP Ty RFMoDIST Ty FMoDIST

zu erhalten, das die Behauptung von (ii) zeigt. O
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist die semantische Fundierung eines Ansatzes
zur Spezifikation und Verfeinerung kommunizierender Systeme mit stromverarbeitenden
Relationen als Verallgemeinerung des bekannten funktionalen Ansatzes von Gilles Kahn.
Wir haben einen relationalen Ansatz entwickelt, der unter dem Riickgriff aut Konzepte des
ddmonischen Nichtdeterminismus, der Abgeschlossenheit nach oben und der Verfeinerung
gemif der robusten Korrektheit, die simtlich mit dem wp-Kalkiil verkniipft sind, die Kom-
positionalitdt der semantischen Modellierung gewéhrleistet, indem die Brock-Ackermann-
Anomalie vermieden wird. Ferner stimmt die vorgeschlagene Semantik mit der vorgege-
benen operationellen Semantik iiberein. Es ist ein Verfeinerungskalkiil auf denotationeller
Basis angegeben worden, der nach Angabe eines Modells des wp-Operators als dquivalent
zu der auf dem wp-Kalkiil beruhenden Verfeinerung identifiziert werden kann und daher als
Nebenprodukt die Ubereinstimmung des denotationellen Ansatzes mit der axiomatischen
Semantik zeigt. Dariiberhinaus ist gezeigt worden, das zumindest die die Kompositionalitit
der denotationellen Semantik herstellenden Eigenschaften stromverarbeitender Relationen
ein Modell erzeugen, das fiir die Beschreibung rekursiv definierter kommunizierender Sy-
steme geeignet ist. Schliellich ist auf die Frage nach der Behandelbarkeit zeitabhédngiger
Systemkomponenten wie das nichtstrikte faire Mischen durch den Verfeinerungskalkiil so-
weit eingegangen worden, dafl derjenige Teil des Verfeinerungskalkiils, der im wesentlichen
problemlos mit zeitabhédngigen Agenten zurechtkommt, klar herausgestellt worden ist.

Die Tatsache, dafl stromverarbeitende Relationen als bindre Relationen zwischen Ein-
und Ausgabe konzipiert sind, ist ausgenutzt worden, um passend zum relationalen Ansatz
die Relationenalgebra als technisches Hilfsmittel heranzuziehen. Die Relationenalgebra hat
sich als ein das Rechnen mit bindren Relationen formalisierender Kalkiil bewéhrt, der in
Formulierung und Beweisfiihrung einen hohen Grad an formaler Prézision zu erreichen
erlaubt. Der hohe Prézisionsgrad der Beweisfiihrung ist fiir die Verifikation von Systemen
unerléflich, so dafl dessen Fehlen in sogenannten, in der Industrie gerne propagierten semi-
formalen Methoden gegeniiber dem formalen Kalkiil der Relationenalgebra von Relevanz
ist. Allerdings bewirkt der hohe Prizisionsgrad, der bei der Formulierung relationenalge-
braischer Spezifikationen verlangt wird, die Pflicht zu einer recht detaillierten Notation,
wie sich etwa in Abschnitt 3.2 bei der Formulierung der Kombinatoren der vorgestellten
Netzsprache gezeigt hat, weil bei der relationenalgebraischen Charakterisierung der Netz-
kombinatoren jede eingesetzte Projektion notiert werden mufl.

Die Stérke der Relationenalgebra liegt sicher bei dem Nachweis relationaler Aussagen,
d.h. iiber Quell- und Zielbereich aller beteiligten Relationen quantifizierter Aussagen, wie
wir vor allem bei den in Kapitel 4 aufgestellten Hauptresultaten der Komplementaritét
des vorgeschlagenen denotationellen Modells demonstriert haben. Fine Schwéche der Re-
lationenalgebra zeigt sich meist bei der Untersuchung konkreter Beispiele, bei denen oft
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der Riickgriff auf das nur komponentenweise Betrachtungen erlaubende Punktekonzept er-
forderlich ist. Ferner haben wir aus Einfachheitsgriinden auf die explizite Behandlung von
Stetigkeit verzichtet, denn wir kénnen uns im Prinzip auf die in [Zierer 88| entwickelten
Konzepte abstiitzen, oder miissen bei der Einbeziehung von Stetigkeitsfragen oft auf ei-
ne komponentenweise Betrachtung ausweichen. Im vorliegenden Ansatz hat sich gezeigt,
daf} die Kompositionalitit des denotationellen Ansatz im Kern bereits ohne Stetigkeits-
forderungen hergestellt werden kann, weshalb die oberflichlich gehaltene Betrachtung von
Stetigkeitsfragen gerechtfertigt ist.

Die genannten Schwichen der Relationenalgebra sind kompensierbar und desgleichen
sind ihre Stérken fiir die Praxis herausstellbar durch methodische und maschinelle Un-
terstiitzung. Zur Verbesserung der Schnittstelle zwischen konkreten Beispielen und rela-
tionenalgebraischen Formulierung kann eine formale Methodik entwickelt werden, die die
korrekte Ubersetzung leistet. In [Berghammer et al. 93] ist im Ansatz bereits eine Methodik
angegeben worden, préadikatenlogische Algorithmenbeschreibungen zur Entwicklung eines
schnellen Prototypen erfolgreich in relationenalgebraische Form zu bringen. Allerdings steht
die Implementierung einer Maschinenunterstiitzung fiir die Umsetzungsmethodik noch aus.
Das Beweisen im relationenalgebraischen Kalkiil kann durch dessen axiomatische Konzep-
tion mit einem implementierten Beweissystem maschinenunterstiitzt durchgefiihrt werden.
Als Beispiel fiir eine kiirzlich erstellte Implementierung eines Beweissystems fiir die Re-
lationenalgebra sei das im Rahmen der praktischen Semesterarbeit [von Oheimb 95] ent-
wickelte System RALL genannt, das auf dem generischen Beweissystem Isabelle beruht
[Paulson 94]. Neben dem interaktiven Riickwirtsbeweis konnen gewisse Beweise mit RALL
auch automatisch gefiihrt werden. Ferner stellt RALL auch relationale Operationen héherer
Ordnung wie beliebige Vereinigungen und beliebige Schnitte zur Verfiigung. Bei der maschi-
nenunterstiitzten Beweisfiihrung stellt das Beweissystem sicher, dafl ausschliefflich korrekte
Formen, also eingefiihrte Axiome oder bereits bewiesene Aussagen, bei der Ausfithrung ei-
nes Beweisschrittes verwendet werden. Die Erweiterung des Beweissystems RALL um die
Regeln des in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Verfeinerungskalkiils steht noch aus.

Fiir die Aufstellung des vorgestellten Ansatzes ist das im Zusammenhang mit der Se-
mantik von CSP [Hoare 78] eingefiihrte Konzept der Chaos-Semantik [Brookes et al. 84,
Olderog 85, Olderog, Hoare 86] erfolgreich eingesetzt worden, um die Kompositionalitét
der relationalen Semantik kommunizierender Systeme zu erlangen. Die Spezifikation mit
stromverarbeitenden Relationen ist wie der funktionale Ansatz von [Kahn 74] wesentlich
einfacher als die fiir CSP entwickelten Modelle [von Karger 94], wenn diese nicht auf Spu-
ren ohne Zusatzstruktur wie etwa “failures” oder “readiness sets” beschrdnkt sind. Die
Einbeziehung unendlicher Strome wird in unserem Ansatz ebenfalls viel einfacher moglich
als die in [Roscoe, Barrett 90] fiir die Semantik von CSP vorgestellte Modifikation. Die in
der CSP-Literatur im Zusammenhang mit der Chaos-Semantik auftretende Bezeichnung
der Verfeinerungsrelation, die auf dem dédmonischen Nichtdeterminismus beruht, als total
korrekt ist irrefiihrend, denn die ddmonische Verfeinerungsrelation ist in Wirklichkeit dual
zu dem zur angelischen Verfeinerungsrelation gehorenden Begriff der partiellen Korrekt-
heit. Unter totaler Korrektheit versteht man jedoch vielmehr die Ergdnzung der partiellen



169

Korrektheit um die Einhaltung von geforderten Lebendigkeitsbedingungen, wie sie etwa
die Terminierung in Systemen ohne Kommunikation darstellt. Deshalb halten wir zur be-
grifflichen Abgrenzung an der von [Broy 85, Broy, Lengauer 91| inspirierten Bezeichnung
der robusten Korrektheit fest.

Die vorliegende Arbeit nimmt die Vermeidung der Brock-Ackermann-Anomalie als Aus-
gangspunkt der Problemhierarchie des Spezifizierens mit stromverarbeitenden Relationen.
In der in [Park 83] erstmals beschriebenen derartigen Problemhierarchie wird das Problem
der Zeitabhédngigkeit des nicht-strikten fairen Mischens oft als Ausgangsproblem heran-
gezogen. Zur Vermeidung dieses Problems wird dann gewohnlich ein sogenannter “Tick”
(“hiaton”) als neues Nachrichtensymbol in sogenannten “gezeiteten” Nachrichtenstromen
mit der Bedeutung der Kennzeichnung einer verstrichenen Zeiteinheit eingefiihrt. Das Pro-
blem des nicht-strikten fairen Mischens wird dadurch vermeidbar, wenn man die betrof-
fene Lebendigkeitseigenschaft nur noch fiir unendliche Stréme fordert. In einem solchen
Ansatz verschwindet die Brock-Ackermann-Anomalie durch die zusétzliche Forderung der
“time progress property”, die die Mindestldnge der Ausgabe als gréfler als die der Eingabe
vorschreibt, damit die Fixpunkte der Riickkoplungskompositionen der Unendlichkeitsbe-
dingung geniigen koénnen. Eine Beschreibung derselben Problemhierarchie wie in [Park 83]
findet man auch in [Broy, Stglen 94], in der relationale Spezifikationen unter der semanti-
schen Modellierung mit Mengen von “gezeiteten” stromverarbeitenden Funktionen im eben
erwahnten Sinn betrachtet werden. Es geniigt dort, um das Problem des nicht-strikten
fairen Mischens auszuschlieffen, eine relationale Spezifikation zu erstellen, ohne syntakti-
schen Bezug auf Ticks zu nehmen. Zur Vermeidung der Brock-Ackermann-Anomalie wird
in [Broy, Stelen 94] die Verwendung von sogenannten Prophezeiungen (engl. prophecies)
empfohlen: Prophezeiungen sind Grofien, die die jeweilige nichtdeterministische Auswahl a
priori charakterisieren.

Eine mogliche konsequente Weiterfithrung unseres Ansatzes fiir die Vermeidung des
Problems der zeitabhingigen Komponenten fiihrt insofern auf die vorstehend genannten
Ansiétze zuriick, als dafi analog zu gezeiteten stromverarbeitenden Funktionen nun “gezeite-
te” stromverarbeitende Relationen als Spezifikationsmittel vorgeschlagen werden konnten,
und als daf§ auch hier die Erfiillung von Lebendigkeitsbedingungen nur bei Unendlichkeit
der beteiligten Strome gefordert wiirde. Dies liefle sich durch die Betrachtung eines zu-
gehorigen wp-Kalkiils, der allerdings nur noch Nachbedingungen iiber unendliche Strome
zuliefle, vollstdndig legitimieren. Dafl ein solcher Ansatz an Einfachheit gewinnen wiirde,
zeigt sich auch, wenn man nach einem moglichst abstrakten Modell fiir die empfohlene
Weiterentwicklung unseres Ansatzes sucht: Es stellt sich heraus, daf§ der flache Bereich der
unendlichen gezeiteten Strome ein geeignetes Modell ist, denn die in unserem Ansatz fiir
zeitunabhéngige Komponenten geforderte Eigenschaft der ddmonischen Monotonie verwan-
delt sich in eine Striktheitsforderung, die die Pragmatik der Betrachtung endlicher Strome
verringert. Da nun etwa nach [Apt, Plotkin 86] bekannt ist, daf fiir die Beschreibung des
ddmonischen Nichtdeterminismus ein flacher Potenzbereich der nach oben abgeschlossenen
Mengen ausreicht, ergébe sich die aufgrund der Bemiihungen in der Vergangenheit um
eine addquate Semantik nicht selbstverstdndliche These, daf fiir die Beschreibung kommu-
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nizierender Systeme unter der Prédmisse der Umgehung jeder der genannten technischen
Probleme eine Semantik der flachen Bereiche geniigte.

Gegeniiber dem in [Broy, Stglen 94| beschriebenen, als relational bezeichneten Ansatz
sind in der vorliegenden Arbeit folgende Vereinfachungen erzielt worden: In unserem An-
satz liegt eine wesentlich einfachere Semantik vor, die keine Mengen gezeiteter stromverar-
beitender Funktionen benutzt, sondern die spezifizierte Relation selbst heranzieht. Ferner
ist in [Broy, Stolen 94] die Semantik unrealistisch in der Hinsicht konzipiert worden, als
dafl jede stromverarbeitende Funktion, die der relationalen Spezifikation geniigt, als Se-
mantik akzeptiert wird, wéhrend in operationellen Modellen vielmehr lediglich eine die
Relation {iberdeckende Menge von Funktionen gefordert wird, wie wir in Abschnitt 3.3
erldutert haben. Stattdessen ist unser Ansatz gerade auf dem Nachweis gegriindet worden,
dafl das relationale Modell eine Abstraktion des realistischen operationellen Modells von
iberdeckenden Funktionen darstellt. Die seltsame Semantik in [Broy, Stglen 94] erfordert
dort fiir die Aufdeckung der Brock-Ackermann-Anomalie einen kiinstlichen Komponen-
tenbegriff, der die Betrachtung einer einzelnen Funktion als Semantik erlaubt, um dann
die Einschriankung von Vollstédndigkeitsresultaten beziiglich des zugehorigen Verfeinerungs-
kalkiils nachzuweisen. Dagegen ist aufgrund unserer relationalen Semantik fiir relationale
Spezifikationen die Vollstédndigkeit unseres Verfeinerungskalkiils erheblich leichter einseh-
bar.

Der in der vorliegenden Arbeit entwickelte denotationelle Ansatz hat darauf ver-
zichtet, die aus der Literatur bekannte feinere operationelle Semantik [Lynch, Stark 89,
Rabinovich, Trakhtenbrot 90] als Ausgangspunkt der Untersuchung heranzuziehen, um die
Darstellung eines moglichst einfachen Ansatzes der Spezifikation kommunizierender Sy-
steme mit stromverarbeitenden Relationen zu erzielen. Weil unser operationelles Modell
immerhin fiir deterministische Agentennetze mit der feineren operationellen Semantik und
nach Bemerkungen in [Broy 88| mit der Termersetzungssemantik einer Sprache fiir kommu-
nizierende Systeme wie etwa der in [Broy 86] beschriebenen Sprache AMPL dquivalent ist,
ist unsere Vorgehensweise gerechtfertigt. Ferner erweist sich die fiir das Grundmodell un-
seres Ansatzes wesentliche Eigenschaft der ddmonische Monotonie als dual zum Begrift der
,beobachtbaren“ Relation (engl. observable relation) nach [Rabinovich, Trakhtenbrot 90],
fiir die die unserem Begriff der angelischen Monotonie entsprechende Eigenschaft, aller-
dings eingeschrinkt auf kompakte Elemente des Strombereichs, gefordert wird. Nimmt man
beobachtbare Relationen zusammen mit der der Lebendigkeit recht dhnlichen Forderung
der Erfiillung der Relation durch Suprema sicherer Ketten, dann erhilt man denjenigen
Beobachtungsbegriff, der in [Broy 89| zur Erzielung von voller Abstraktion konzipiert wor-
den ist. Der Beobachtungsbegriff nach [Broy 89] stimmt mit dem weiteren voll abstrakten
Modell der kettenverarbeitender Relationen, bei dem Strombereiche durch Bereiche von
Ketten von Strémen oder durch Bereiche gezeiteter Strome, bei denen das Auftreten eines
, Tick“-Elements eher den Beginn einer neuen Zeiteinheit als eine Pause anzeigt, ersetzt
werden [Kok 87, Kearney, Staples 91], dargestellt werden. Da allerdings jeder der genann-
ten Ansétze die beiden Anomalien authebt, erscheint die Betrachtung eines hierzu erstellten
wp-Kalkiils lediglich aus verifikationspragmatischen Griinden sinnvoll.
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Weil das Alternating-Bit-Protokoll als zeitabhéngige Komponente den die Unzu-
verlissigkeit der Ubertragung kompensierenden Sender enthilt, haben wir auf die Be-
handlung als prominentes Anwendungsbeispiel fiir unseren Verfeinerungskalkiil verzichtet.
Tatséchlich existieren in der Literatur bereits Verifikationen des Alternating-Bit-Protokolls
mittels der dem in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagenen recht dhnlichen Spezifikati-
onsansitzen. In [Broy 90] ist ein Nachweis der Korrektheit des Alternating-Bit-Protokolls
(nach Birgit Schieder) erbracht worden, der einerseits den Formalismus der “Input-Choice”-
Spezifikationen verwendet, der die Beschreibung zeitabhdngiger Agenten mittels einer von
der laufenden Eingabe abhéngigen Menge von Funktionen erlaubt, und andererseits bei der
Verifikation lediglich die Fixpunkteigenschaft des riickgekoppelten Kanalinhalts ausniitzt.
Weil die Verifikation in [Broy 90] fiir jeden Fixpunkt durchgefithrt worden ist, kann diese in
unserem Ansatz unter den Einschrénkungen der Behandelbarkeit zeitabhidngiger Systeme
nachgezeichnet werden, denn die Abstraktion der “Input-Choice”-Spezifikation des Senders
des Alternating-Bit-Protokolls zu einer Relation ist recht leicht zu bewerkstelligen. Aller-
dings unterliegt dem Ansatz der “Input-Choice”-Spezifikation eine wesentlich schwierigere
Fundierung als dem Ansatz der vorliegenden Arbeit, denn etwa ist das Kriterium der Konsi-
stenz der Riickkopplungskomposition von “Input-Choice”-Spezifikationen beweistechnisch
schwer zu behandeln.

Der in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagene Ansatz beinhaltet die denotationelle Se-
mantik rekursiv definierter kommunizierender Systeme, die mit dem Grundmodell unseres
Ansatzes gebildet wird, dessen Eigenschaften ausreichen, um die Ubereinstimmung mit der
operationellen Semantik herzustellen. Damit ist ein wesentlicher Fortschritt gegeniiber den
Ansitzen von [Broy 90, Broy, Stglen 94] erzielt worden, in denen der funktionale Ansatz
von [Kahn 74] auf nichtdeterministische Komponenten durch die Verwendung von Mengen
stromverarbeitender Funktionen erweitert wird, aber die Semantik rekursiv definierter kom-
munizierender Systeme, die in [Kahn 74] noch behandelt wird, aufier Acht gelassen wird.
Allerdings 148t sich die Totalitédt nicht als fiir die Beschreibung rekursiv definierter kommu-
nizierender Systeme zuldssige Eigenschaft nachweisen, weil die Bildung inklusionsgrofiter
Fixpunkte fiir die Semantikbeschreibung verwendet wird und daher die Schnittsubdistri-
butivitdt gegeniiber der Komposition negative Auswirkungen auf die Vertauschbarkeit von
Totalitdtsbedingung gegeniiber Schnitten zeigt. Die Totalitdt oder auch Konsistenz spielt
jedoch eine entscheidende Rolle bei der Verwendung von Spezifikationstechniken. Deshalb
ist in der vorliegenden Arbeit in Analogie zu [Gritzner, Berghammer 93] die Adjunktion
eines T-Elements zur Stromordnung vorgeschlagen worden, damit die Totalitdtseigenschaft
dquivalent in die nunmehr zuléssige Figenschaft des Enthaltenseins des T-Elements in jeder
Ausgabe der betreffenden Relation {iberfithrt werden kann. Weil rekursive Aufschreibungen
stromverarbeitender Relationen, die das T-Element fiir die Erzielung von Abgeschlossen-
heit nach oben besonders beriicksichtigen miifiten, recht unbequem zu erstellen sind, ist
die Moglichkeit der Einbettung des ohne T-Element auskommenden Grundmodells in das
T-adjungierte Modell und damit die der gemischten Verwendung von Spezifikationen mit
oder ohne Beriicksichtigung des T-Elements in einer gemeinsamen Sepzifikation gezeigt
worden. Die Einbettung des Grundmodells in das T-adjungierte Modell wird durch Riick-
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griff auf Konzepte des angelischen Nichtdeterminismus vorgenommen, indem die Nicht-
definiertheitsstellen der Ausgangsrelation lediglich durch die Auslieferung des T-Tupels
als einziges Ergebnis markiert werden. Dasselbe Phidnomen tritt bei der wp-Regel fiir die
parallele Komposition auf: Wéhrend das T-freie Konzept des wp-Operators die parallele
Komposition mit totaler Auswertung koppelt, denn die schwichste Vorbedingung einer
parallelen Komposition ist nur dann eine logische Konjunktion von schwichsten Vorbe-
dingungen der Komponenten, wenn beide parallelen Komponenten total sind, erweist sich
die T-Adjunktion als geeignete Mafinahme, die beiden Konzepte des ddmonischen Nicht-
determinismus und der partiellen Auswertung als nebeneinander verwendbar erscheinen zu
lassen.

Fiir flache Bereiche gibt es zum Problem der Nichtzuléssigkeit der Totalitdt als Ei-
genschaft fiir die Beschreibung rekursiv definierter Systeme alternativ zu der in dieser
Arbeit und in [Gritzner, Berghammer 93] vorgeschlagenen Modellmodifikation durch T-
Adjunktion die Moglichkeit der nach [Hoare, He 86| vorgeschlagenen Einschrinkung der
Relationen auf sogenannte total finitire (engl. total finitary) Relationen. Eine Relation
heifit dabei total finitér, wenn sie entweder eine nicht-leere endliche Resultatmenge oder
den gesamten i.a. unendlichen Zielbereich abliefert. Dann sind etwa Schnitte inklusionsab-
steigender Ketten total finitdre Relationen selbst wieder total finitdr. Diese Beschrinkung
der nichtdeterministischen Breite macht fiir stromverarbeitende Relationen mit dem in der
vorliegenden Arbeit vertretenen Konzept des Strombereichs zunéchst keinen Sinn, da der
Abschlufl nach oben im allgemeinen fiir die Hinzufiigung unendlich vieler weiterer Ausga-
bestrome sorgt, es sei denn man schrinkt die Relationen auf solche ein, die lediglich un-
endliche Ausgabestrome liefern. Weil unser Ansatz darauf ausgerichtet ist, unbeschriankten
Nichtdeterminismus zuzulassen, hat sich die Modellmodifikation durch die T-Adjunktion
als geeignete Mafinahme erwiesen.

In der vorliegenden Arbeit ist in Abschnitt 4.4 ein wp-Kalkiil fiir die Netzsprache an-
gegeben worden. Weil wp-Regeln aus der Intention entstehen, schwichste Vorbedingun-
gen von Kompositionen auf schwéchste Vorbedingungen von Programmschrittrelationen
zuriickzufiihren, die in einem anzugebenden Sinn dieselbe Komplexitdt des Termaufbaus
wie die Komponenten der Komposition besitzen, geraten die Regeln des wp-Kalkiils zu
einer gegebenen Programmiersprache, die etwa Kommunikation einbezieht, recht kompli-
ziert, wie auch an den Versuchen in [Elrad, Francez 84] und [Scholefield, Zedan 92] ab-
lesbar ist. Weil die Verfeinerung kommunizierender Systeme die wichtigere Aktivitit als
die Auswertung schwéchster Vorbedingungen ist, ist es dementsprechend giinstiger, wie in
[Scholefield, Zedan 92] selbst zugegeben, die wp-Regeln, wenn nicht ohnehin ein Modell des
wp-Operators vorliegt, eher als konzeptuelle Fundierung eines wp-basierten Verfeinerungs-
kalkiils zu verwenden. Deshalb ist durch die Ubereinstimmung der Verfeinerungsbegriffe
unseres denotationellen Modells und des dazu konstruieren wp-Kalkiils die auf die deno-
tationelle Semantik sehr starke Ausrichtung der Darstellung in der vorliegenden Arbeit
gerechtfertigt.



Literaturverzeichnis 173

Literaturverzeichnis

[Apt, Plotkin 86]
Apt, K.R., Plotkin, G.D.: Countable nondeterminism and random assignment. In: Jour-
nal of the ACM 33:4 (1986) 724-767

[Back 78]
Back, R.J.R.: On the Correctness of Refinement Steps in Program Development. Uni-
versity of Helsinki, Dissertation, Technischer Bericht A-1978-4 (1978)

[Back 88]
Back, R.J.R.: A calculus of refinements for program derivations. In: Acta Informatica
25 (1988) 593624

[Belkhiter et al. 93]
Belkhiter, N., Desharnais, J., Sghaier, S.B.M., Tchier, F., Jaoua, A., Mili, A., Zaguia,
N.: Embedding a demonic semilattice in a relation algebra. Université Laval, Techni-
scher Bericht (1993)

[Berghammer et al. 93]
Berghammer, R., Gritzner, T.F., Schmidt, G.: Prototyping relational specifications
using higher-order objects. Universitdt der Bundeswehr Miinchen, Bericht Nr. 9304
(1993)
Auch in: Heering, J., Meinke, K., Méller, B., Nipkow, T. (eds.): Higher-Order Algebra,
Logic, and Term Rewriting. Lecture Notes in Computer Science 816 (1994) 56-75

[Berghammer, Schmidt 93]
Berghammer, R., Schmidt, G.: Relational specifications. In: Rauszer C. (ed.): Algebraic

Methods in Logic and in Computer Science. Reihe: Banach Center Publications 28,
Polish Academy of Sciences (1993) 167-190

[Berghammer, Zierer 86]
Berghammer, R., Zierer, H.: Relational algebraic semantics of deterministic and non-
deterministic programs. In: Theoretical Computer Science 43 (1986) 123-147

[Birkhoff 67]
Birkhoff, G.: Lattice Theory. AMS Colloquium Publications 25 (*1967)

[Brink, Schmidt 94]
Brink, C., Schmidt, G.: Relational methods in computer science. Schlo3 Dagstuhl, Se-
minar Nr. 9403, Technischer Bericht Nr. 80 (1994)

[Brock, Ackermann 81|
Brock, J.D., Ackermann, W.B.: Scenarios: a model of non-determinate computation.
In: Diaz, J., Ramos, I. (eds.): Formalization of Programming Concepts. Lecture Notes
in Computer Science 107 (1981) 252-259



174 Literaturverzeichnis

[Brookes et al. 84]
Brookes, S.D., Hoare, C.A.R., Roscoe, A.W.: A theory of communicating sequential
processes. In: Journal of the ACM 31 (1984) 560-599

[Broy 83]
Broy, M.: Fixed point theory for communication and concurrency. In: Bjgrner, D. (ed.):
Formal Description of Programming Concepts II. North-Holland (1983) 125-147

[Broy 85]
Broy, M.: Extensional behaviour of concurrent, nondeterministic, communicating sy-
stems. In: Broy, M. (ed.): Control Flow and Data Flow: Concepts of Distributed Pro-
gramming. Springer NATO ASI Series F 14 (1985) 229-276

[Broy 86]
Broy, M.: A theory for nondeterminism, parallelism, communication, and concurrency.
In: Theoretical Computer Science 46 (1986) 1-61

[Broy 88]
Broy, M.: Nondeterministic data flow programs: How to avoid the merge anomaly. In:
Science of Computer Programming 10 (1988) 65-85

[Broy 89]
Broy, M.: Functional specification of communicating systems. In: Ritter, G.X. (ed.):
INFORMATION PROCESSING 89. North-Holland (1989) 851-856

[Broy 90]
Broy, M.: Functional specification of time sensitive communicating systems. In: De Bak-
ker, J.W., De Roever, W., Rozenberg, G. (eds.): Stepwise Refinements of Distributed
Systems. Lecture Notes in Computer Science 430 (1990) 153-179
Auch in: Broy, M. (ed.): Programming and Mathematical Method. Springer NATO ASI
Series F 88 (1992) 325-368
Auch in: ACM Transactions on Software Engineering and Methodology 2:1 (1993) 1-46

[Broy 94]
Broy, M.: A functional rephrasing of the assumption/commitment specification style.
Technische Universitdt Miinchen, SFB-Bericht Nr. 342/10/94 A (1994)

[Broy, Lengauer 91|
Broy, M., Lengauer, Ch.: On denotational versus predicative semantics. In: Journal of
Computer and System Sciences 42:1 (1991) 1-29

[Broy, Stplen 94|
Broy, M., Stelen, K.: Specification and design of finite dataflow networks — A relational
approach. Technische Universitdt Miinchen, SFB-Bericht Nr. 342/07/94 A (1994)

[Dederichs 92]
Dederichs, F.: Transformation verteilter Systeme: Von applikativen zu prozeduralen
Darstellungen. Technische Universitdt Miinchen, Dissertation, SFB-Bericht Nr. 342/
17/92 A (1992)



Literaturverzeichnis 175

[Dederichs, Weber 90]
Dederichs, F., Weber, R.: Safety and liveness from a methodological point of view. In:
Information Processing Letters 36:1 (1990) 25-30

[Desharnais et al. 94]
Desharnais, J., Baltagi, S., Chaib-draa, B.: Simple weak sufficient conditions for shar-
pness. Université Laval, Technischer Bericht DIUL-RR-9404 (1994)

[Dijkstra 75]
Dijkstra, E.W.: Guarded commands, nondeterminacy, and a formal derivation of pro-
grams. In: Communications of the ACM 18:8 (1975) 453-458

[Dijkstra 76|
Dijkstra, E.W.: A Discipline of Programming. Prentice-Hall Inc. (1976)

[Dijkstra, Scholten 90]
Dijkstra, E.W., Scholten, C.S.: Predicate Calculus and Program Semantics. Reihe:
Texts and Monographs in Computer Science, Springer-Verlag (1990)

[Elrad, Francez 82]
Elrad, Tz., Francez, N.: Decomposition of distributed programs into communication
closed layers. In: Science of Computer Programming 2 (1982) 155-173

[Elrad, Francez 84]
Elrad, Tz., Francez, N.: A weakest precondition semantics for communicating processes.
In: Theoretical Computer Science 29:3 (1984) 231-250

[Francez et al. 84]
Francez, N., Lehmann, D., Pnueli, A.: A linear history semantics for languages for
distributed programming. In: Theoretical Computer Science 32 (1984) 25-46

[Freyd, Scedrov 90]
Freyd, P.J., Scedrov, A.: Categories, allegories. Reihe: Mathematical Library 39, North-
Holland Publ. Co. (1990)

[Gritzner 91]
Gritzner, T.F.: Die Axiomatik abstrakter Relationenalgebren: Darstellung der Grund-
lagen und Anwendung auf das Unschdrfeproblem relationaler Produkte. Technische
Universitdt Miinchen, Interner Bericht TUM-INFO-04-91-100 (1991)

[Gritzner, Berghammer 93]
Gritzner, T.F., Berghammer, R.: A relation algebraic model of robust correctness. Uni-
versitidt der Bundeswehr Miinchen, Bericht Nr. 9301 (1993)

[Hehner 84a)
Hehner, E.C.R.: Predicative programming, part I. In: Communications of the ACM
27:2 (1984) 134-143

[Hehner 84b]
Hehner, E.C.R.: Predicative programming, part II. In: Communications of the ACM
27:2 (1984) 144-151



176 Literaturverzeichnis

[Hoare 78|
Hoare, C.A.R.: Communicating sequential processes. In: Communications of the ACM
21:8 (1978) 666677

[Hoare 81]
Hoare, C.A.R.: A calculus of total correctness for communicating processes. In: Science
of Computer Programming 1 (1981) 44-72

[Hoare 85|
Hoare, C.A.R.: Programs are predicates. In: Hoare, C.A.R., Shepherdson, J.C. (eds.):
Mathematical Logic and Programming Languages. Prentice Hall (1985) 141-155

[Hoare, He 86]
Hoare, C.A.R., He Jifeng: The weakest prespecification, parts I&II. In: Fundamenta
Informaticae IX (1986) 51-84 & 217-252

[Hoare et al. 87a]
Hoare, C.A.R., He Jifeng, Sanders, J.W.: Prespecification in data refinement. In: Infor-
mation Processing Letters 25 (1987) 71-76

[Hoare et al. 87b]
Hoare, C.A.R., Hayes, 1.J., He Jifeng, Morgan, C.C., Roscoe, A.W., Sanders, J.W.,
Sgrensen, I.H., Spivey, J.M., Sufrin, B.A.: Laws of programming. In: Communications
of the ACM 30:8 (1987) 672-686

[Hutton 93]
Hutton, G.: Between Functions and Relations in Calculating Programs. University of
Glasgow, Dissertation, Research Report FP-1993-5 (1993)

[Janssen et al. 91]
Janssen, W., Poel, M., Zwiers, J.: Action systems and action refinement in the develop-
ment of parallel systems. In: Baeten, J.C.M, Groote, J.F. (eds.): CONCUR ’91. Lecture
Notes in Computer Science 527 (1991) 298-316

[Jénsson 82
Jonsson, B.: Varieties of relation algebras. In: Algebra Universalis 15 (1982) 273-298

[Jonsson 89
Jonsson, B.: A fully abstract trace model for dataflow networks. In: 16th ACM Symp.
POPL (1989) 155-165

[Jénsson, Tarski 51/52]
Jonsson, B., Tarski, A.: Boolean algebras with operators, parts I&II. In: American
Journal of Mathematics 73 (1951) 891-939 & 74 (1952) 127-167

[Kahn 74]
Kahn, G.: The semantics of a simple language for parallel programming. In: Rosenfeld,
J.L. (ed.): INFORMATION PROCESSING 74. North-Holland (1974) 471475

[von Karger 94]
von Karger, B.: Plotkin, Hoare and Smyth order: On observational models for CSP. In:



Literaturverzeichnis 177

Olderog, E.-R. (ed.): TC 2 Working Conference on Programming Concepts, Methods
and Calculi (PROCOMET ’94). Counsiglio Nazionale delle Ricerche (1994) 377-396

[Kearney, Staples 91]
Kearney, P., Staples, J.: An extensional fixed-point semantics for nondeterministic data
flow. In: Theoretical Computer Science 91 (1991) 129-179

[Keller 78]
Keller, R.M.: Denotational models for parallel programs with indeterminate operators.
In: Neuhold, E.J. (ed.): Formal Description of Programming Concepts. North-Holland
(1978) 337-366

[Kok 87]
Kok, J.N.: A fully abstract semantics for data flow nets. In: de Bakker, J.W., Nijman,
L., Treleaven, P.C. (eds.): PARLE 1987, Vol. II: Parallel Languages. Lecture Notes in
Computer Science 259 (1987) 351-368

[Lamport, Abadi 90]
Lamport, L., Abadi, M: Composing specifications. In: De Bakker, J.W., De Roever,
W., Rozenberg, G. (eds.): Stepwise Refinements of Distributed Systems. Lecture Notes
in Computer Science 430 (1990) 1-41

[Lynch, Stark 89|
Lynch, N.A., Stark, E.-W.: A proof of the Kahn principle for input/output automata.
In: Information and Computation 82 (1989) 81-92

[MacLane 71]
MacLane, S.: Categories. For the Working Mathematician. Reihe: Graduate Texts in
Mathematics 5, Springer-Verlag (1971)
Deutsche Ausgabe: Kategorien. Begriffssprache und mathematische Theorie. Reihe:
Hochschultexte, Springer-Verlag (1972)

[Mahony, Hayes 91]
Mahony, B.P., Hayes, I[.J.: A case-study in real-time specification: A central heater. In:
Morris, J.M., Shaw, R.C.: 4th Refinement Workshop. Reihe: Workshops in Computing,
Springer-Verlag (1991) 138-149

[Manna et al. 73]
Manna, Z., Ness, S., Vuillemin, J.: Inductive methods for proving properties of pro-
grams. In: Communications of the ACM 16:8 (1973) 491-502

[Moller 82]
Méller, B.: Unendliche Objekte und Geflechte. Technische Universitdt Miinchen, Dis-
sertation (1982)

[Morgan 88]
Morgan, C.: The specification statement. In: ACM Transactions on Programming Lan-
guages and Systems 10:3 (1988) 403-419



178 Literaturverzeichnis

[Morris 87]
Morris, J.M.: A theoretical basis for stepwise refinement and the programming calculus.
In: Science of Computer Programming 9 (1987) 287-306

[Nelson 89
Nelson, G.: A generalization of Dijkstra’s calculus. In: ACM Transactions on Program-
ming Languages and Systems 11:4 (1989) 517-561

[Nelson 92]
Nelson, G.: Some generalizations and applications of Dijkstra’s guarded commands. In:
Broy, M. (ed.): Programming and Mathematical Method. Springer NATO ASI Series
F 88 (1992) 157-191

[Nguyen 91]
Nguyen, T.T.: A relational model of demonic nondeterministic programs. In: Interna-
tional Journal of Foundations of Computer Science 2:2 (1991) 101-131

[von Oheimb 95]
von Oheimb, D.: Zur Konstruktion eines auf Isabelle gestiitzten Beweissystems fiir die
Relationenalgebra. Technische Universitét Miinchen, Praktische Semesterarbeit (1995)

[Olderog 85]
Olderog, E.-R.: Process theory: Semantics, specification and verification. Christian-
Albrechts-Universitit Kiel, Bericht Nr. 8507 (1985)

[Olderog, Hoare 86|
Olderog, E.-R., Hoare, C.A.R.: Specification-oriented semantics for communicating pro-
cesses. In: Acta Informatica 23 (1986) 9-66

[Panangaden, Shanbhogue 92]
Panangaden, P., Shanbhogue, V.: The expressive power of indeterminate dataflow pri-
mitives. In: Information and Computation 98 (1992) 99-131

[Pandya 90]
Pandya, P.K.: Some comments on the assumption-commitment framework for com-
positional verification of distributed programs. In: De Bakker, J.W., De Roever, W.,
Rozenberg, G. (eds.): Stepwise Refinements of Distributed Systems. Lecture Notes in
Computer Science 430 (1990) 622-640

[Park 80]
Park, D.: On the semantics of fair parallelism. In: Bjgrner, D. (ed.): Abstract Software
Specifications. Lecture Notes in Computer Science 86 (1980) 504-526

[Park 83]
Park, D.: The “fairness” problem and nondeterministic computing networks. In: de
Bakker, J.W., van Leeuwen, J. (eds.): Foundations of Computer Science IV (Distri-
buted Systems), Part 2: Semantics and Logic. Mathematisch Centrum Amsterdam,
Mathematical Centre Tracts 159 (1983) 133-161



Literaturverzeichnis 179

[Paulson 94]
Paulson, L.C.: Isabelle: A Generic Theorem Prover. Lecture Notes in Computer Science
828 (1994)

[Plotkin 76]
Plotkin, G.D.: A powerdomain construction. In: STAM Journal of Computing 5:3 (1976)
452-487.

[Plotkin 80]
Plotkin, G.D.: Dijkstra’s predicate transformers and Smyth‘s powerdomains. In:
Bjorner, D. (ed.): Abstract Software Specifications. Lecture Notes in Computer Science
86 (1930) 527-553

[Rabinovich, Trakhtenbrot 90]
Rabinovich, A., Trakhtenbrot, B.A.: Communication among relations. In: Paterson,
M.S. (ed.): Automata, Languages and Programming. Lecture Notes in Computer
Science 443 (1990) 294-307

[de Roever 74|
de Roever, W.P.: Recursive Program Schemes: Semantics and Proof Theory. Vrije Uni-
versiteit te Amsterdam, Dissertation (1974)

[Roscoe, Barrett 90]
Roscoe, A.W., Barrett, G.: Unbounded nondeterminism in CSP. In: Main, M., Mel-
ton, M., Mislove, M., Schmidt, D. (eds.): Mathematical Foundations of Programming
Semantics V. Lecture Notes in Computer Science 442 (1990) 160-193

[Schmidt 81]
Schmidt, G.: Programs as partial graphs I: Flow equivalence and correctness. In: Theo-
retical Computer Science 15 (1981) 1-25

[Schmidt 94]
Schmidt, G.: A relational investigation on the laws of information transmission. Uni-
versitit der Bundeswehr Miinchen, unverdffentlichtes Manuskript
Auch als Kurzfassung in: [Brink, Schmidt 94]

[Schmidt, Strohlein 89
Schmidt, G., Strohlein, T.: Relationen und Graphen. Reihe: Mathematik fiir Informa-
tiker 1, Springer-Verlag (1989)
Englische Ausgabe: Relations and Graphs. Discrete Mathematics for Computer Scien-
tists. Reihe: EATCS Monographs on Theoretical Computer Science, Springer-Verlag
(1993)

[Scholefield, Zedan 92]
Scholefield, D., Zedan, H.S.M.: Weakest precondition semantics for time and concur-
rency. In: Information Processing Letters 43:6 (1992) 301-308

[Sheeran 90|
Sheeran, M.: Describing and reasoning about circuits using relations. In: McEvoy, K.,



180 Literaturverzeichnis

Tucker, J.V. (eds.): Theoretical Foundations of VLSI Design. Cambridge Tracts in
Theoretical Computer Science 10 (1990) 263-298

[Smyth 78]
Smyth, M.B.: Power domains. In: Journal of Computer and System Sciences 16 (1978)
23-36

[Stolen et al. 93]
Stglen, K., Dederichs, F., Weber, R.: Assumption/commitment rules for networks of
asynchronously communicating agents. Technische Universitdt Miinchen, SFB-Bericht
Nr. 342/2/93 A (1994)

[Stolen, Gritzner 94]
Stolen, K., Gritzner, T.F.: Using a relation based formalism to specify and reason about
three communication processors. Technische Universitdt Miinchen, Technischer Bericht
(1994)

[Stomp 89]
Stomp, F.A.: Design and Verification of Distributed Network Algorithms: Foundations
and Applications. Technische Universiteit Eindhoven, Dissertation (1989)

[Stomp, de Roever 89|
Stomp, F.A., de Roever, W.P.: Designing distributed algorithms by means of formal
sequentially phased reasoning. In: Bermond, J.C., Raynal, M. (eds.): Distributed Al-
gorithms, 3rd International Workshop. Lecture Notes in Computer Science 392 (1989)
242-253
Auch in: [Stomp 89] 27-64

[Tarski 41]
Tarski, A.: On the calculus of relations. In: Journal of Symbolic Logic 6 (1941) 73-89

[Tarski 54/55]
Tarski, A.: Contribution to the theory of models, parts I, II & III. In: Indagationes
Mathematicae 16 (1954) 572-588 & Indagationes Mathematicae 17 (1955) 5664

[Tarski, Givant 87]
Tarski, A., Givant, S.: A Formalization of Set Theory Without Variables. AMS Collo-
quium Publications 41 (1987)

[Zierer 83]
Zierer, H.: Relationale Semantik. Technische Universitdt Miinchen, Diplomarbeit (1983)

[Zierer 88]
Zierer, H.: Programmierung mit Funktionsobjekten: Konstruktive Erzeugung semanti-
scher Bereiche und Anwendung auf die partielle Auswertung. Technische Universitét
Miinchen, Dissertation, Bericht TUM-I8803 (1988)

[Zierer 91|
Zierer H.: Relation algebraic domain constructions. In: Theoretical Computer Science
87 (1991) 163-188



