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Zusammenfassung

Kommunizierende Systeme bestehen aus Komponenten bzw� Agenten� Agenten haben
sowohl eingehende� als auch ausgehende Kan�ale� �uber die sie miteinander kommunizie�
ren k�onnen� Im einzelnen stellt ein Agent jeweils eine Beziehung zwischen empfangener
Eingabe und produzierter Ausgabe her� Dem steht auf der formalen Seite die M�oglich�
keit gegen�uber� Agenten durch Relationen zwischen Eingabe� und Ausgabestr�ome zu mo�
dellieren� Der deterministische Fall ist durch den Ansatz von Gilles Kahn� Agenten als
stromverarbeitende Funktionen und Systeme als Stromgleichungssysteme zu interpretie�
ren� weitgehend beherrscht� Die Verallgemeinerung auf stromverarbeitende Relationen f�ur
den nichtdeterministischen Fall ist wegen des Verlustes der Kompositionalit�at nicht ohne
weiteres m�oglich� Die vorliegende Arbeit hat einen kompositionalen Ansatz zur Spezi�kati�
on und Verfeinerung kommunizierender Systeme mit stromverarbeitenden Relationen zum
Ziel�

Aus der Sichtweise des d�amonischen Nichtdeterminismus und des wp�Kalk�uls ergibt
sich� da
 Kompositionalit�at durch Einschr�ankung der Modellierung auf bez�uglich der
Stromordnung nach oben abgeschlossene Relationen erhalten werden kann� Ziel dieser Ar�
beit ist nach der Entwicklung des Beschreibungsformalismus auch die Angabe eines Ver�
feinerungskalk�uls und insbesondere eines wp�Kalk�uls f�ur kommunizierende Systeme� Der
Beschreibungsformalismus und der zugeh�orige Verfeinerungskalk�ul werden auf eine kom�
plement�are semantische Grundlage gestellt� denn f�ur das entworfene denotationelle Modell
wird die �Ubereinstimmung sowohl mit einer operationellen� als auch mit einer axiomati�
schen Semantik nachgewiesen�

Die Vorstellung des beschriebenen Ansatzes erfolgt mit der Relationenalgebra nach
Tarski als dem logischen Hilfsmittel� denn die Relationenalgebra formalisiert das Rechnen
mit bin�aren Relationen� wie sie stromverarbeitende Relationen darstellen� Die Relationen�
algebra bietet einen Kalk�ul� der in Formulierung und Beweisf�uhrung einen hohen Grad an
formaler Pr�azision zu erreichen erlaubt�
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�� Einleitung

Die formale Konstruktion verteilter Systeme liegt im Interesse der gegenw�artigen Forschung
innerhalb der Informatik� Ausgangspunkt des Bestrebens ist die Tatsache� da
 die Korrekt�
heit verteilter Systeme� sobald sie einen gro
en Umfang erreicht haben� nur unzureichend
ausgetestet werden kann� Aus diesem Grund wird als Alternative die Aufgabe gestellt� ein
verteiltes System unter Zuhilfenahme formaler Methoden stufenweise zu entwickeln und
zu einer korrekten Implementierung zu verfeinern� Diese prinzipielle Vorgehensweise ei�
ner formalen Entwicklungsmethode f�ur verteilte Systeme hat sich bereits im sequentiellen
Fall bew�ahrt� Sie erfordert eine sorgf�altig ausgew�ahlte semantische Modellierung� die die
einfache Aufschreibung von Systemspezi�kationen und die leichte Handhabung eines dazu
passenden Verfeinerungskalk�uls erlaubt�

Eine solche formale Entwicklungsmethode ist im sequentiellen Fall etwa durch die
Guarded�Command�Notation von Dijkstra und der damit verbundenen Semantik der
schw�achsten Vorbedingungen �

�
wp�Kalk�ul�� entwickelt worden �Dijkstra �	� Dijkstra �
�

Dijkstra� Scholten ���� Dieser Formalismus zielt auf die Spezi�kation und Veri�kation to�
tal korrekter Programme ab� Eine Weiterentwicklung der Guarded�Command�Notation
f�ur kommunizierende Systeme� das sind Systeme� deren Komponenten �uber Kan�ale� jedoch
nicht �uber globale Variable kommunizieren� wird durch die Proze
algebra CSP von Hoa�
re vorgestellt �Hoare ���� F�ur CSP hat die semantische Modellierung jedoch einen anderen
Weg genommen als wie in Richtung auf einen wp�Kalk�ul� �ahnliche Versuche sind zu keinem
befriedigenden Ergebnis gekommen� wir erw�ahnen hier nur �Elrad� Francez ���� Die beson�
dere Behandlung von Lebendigkeitseigenschaften� wie sie f�ur totale Korrektheit n�otig ist�
f�uhrt zu dem semantischen Modell der Bereitschaftsmengen �engl� readiness sets� �Hoare ���
Francez et al� ��� oder der Verweigerungsmengen �engl� refusals� �Brookes et al� ���� Die
semantische Modellierung durch Bereitschaftsmengen ist zwar als Grundlage einer denota�
tionellen Semantik f�ur CSP geeignet �Olderog �	� Olderog� Hoare �
�� jedoch f�uhrt sie als
Spezi�kationsformalismus zur Aufschreibung un�ubersichtlicher Spezi�kationen schon bei
kleinen Beispielen� so da
 der Anwender keine Kontrolle �uber Fehlerfreiheit oder Konsi�
stenz der erstellten Spezi�kation hat�

Eine wesentliche Idee� die sich aus der Erstellung von Semantiken f�ur CSP gewinnen
l�a
t� ist die des chaotischen Abschlusses� d�h� des Abschlusses nach oben bez�uglich der
Informationsordnung auf dem Resultatbereich� und die Verfeinerung mit konverser Men�
geninklusion ��Chaos�Semantik�� �Brookes et al� ��� Olderog �	� Olderog� Hoare �
�� Die
Einbeziehung des chaotischen Abschlusses l�a
t sich jedoch einfacher f�ur eine pr�adikative
Semantik erreichen� weil f�ur �ache Resultatbereiche der Abschlu
 nach oben bedeutet� da

das Verhalten bei Nichtterminierung als beliebig� quasi im Sinne eines ex falso quodlibet�
unterspezi�ziert wird �Hoare �	� Hoare et al� ��b�� Ein entsprechender Formalismus ist von
Hehner vorgeschlagen worden� in dem Spezi�kationen als Pr�adikate bzw� als bin�are Rela�
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tionen auf Zust�anden notiert werden �Hehner ��a� Hehner ��b�� Dieser Ansatz f�uhrt im
Fall der kommunizierenden Systeme in dieselbe Problematik� wie bei Fortf�uhrungen der
Spezi�kationsmethode nach Kahn mit stromverarbeitenden Funktionen �Kahn ��� in Rich�
tung auf nichtdeterministisches Verhalten� Die ad�hoc�Verallgemeinerung auf stromverar�
beitende Relationen ist nicht kompositional� wenn ein R�uckkopplungsoperator in der je�
weiligen Spezi�kation verwendet wird �Brock� Ackermann ���� das angegebene Beispiel l�a
t
sich leicht auf pr�adikative Spezi�kationen hin ausdehnen �Broy� Lengauer ���� Ein weiteres
Problem f�ur den Ansatz von Hehner ist der leicht festzustellende Kon�ikt zwischen Mono�
tonieforderung und Fairness� der sich etwa in der Nichtausdr�uckbarkeit des nicht�strikten
fairen Mischens durch eine Menge stromverarbeitender Funktionen zeigt �Broy ����

Obwohl die Spezi�kation mit stromverarbeitenden Relationen nach den obigen Aus�
f�uhrungen stark anomalienbehaftet ist� besticht dieser Ansatz durch seine einfache Hand�
habbarkeit� Das Systemverhalten ist von der Spezi�kation unmittelbar ablesbar� denn jeder
Eingabe wird direkt eine Menge von Ausgaben zugeordnet� Diese Arbeit will aus dem Mo�
tiv der Unterst�utzung eines einfach handhabbaren Ansatzes heraus dazu beitragen� einen
kompositionalen Ansatz zur Spezi�kation und Veri�kation basierend auf stromverarbei�
tenden Relationen zu erstellen� Im Gegensatz zu Problemhierarchien� die das Problem
des nicht�strikten fairen Mischens als Ausgangspunkt annehmen und daher die Modellie�
rung kommunizierender Systeme auf Behandlung von Zeitabh�angigkeit ausdehnen m�ussen
�Park ��� Broy� St�len ���� ist daher in der vorliegenden Arbeit der zentrale Punkt die Ver�
meidung der Brock�Ackermann�Anomalie� Dazu wird f�ur die in dem vorzulegenden Ansatz
auftretenden relationalen Spezi�kationen� �ahnlich wie bei der Chaos�Semantik von CSP�
die Abgeschlossenheit nach oben gefordert und die konverse Mengeninklusion als Verfei�
nerungsordnung herangezogen� Der Zusammenhang zum wp�Kalk�ul ergibt sich aus dem
Zusammenhang zwischen Abschlu
 nach oben und dem d�amonischen Nichtdeterminismus
und zwischen Verfeinerung gem�a
 konverser Mengeninklusion und robustem Korrektheits�
begri� �Broy ��� Broy �	�� Robuste Verfeinerungen entstehen n�amlich auf Grundlage einer
mittels dem wp�Operator de�nierten Ordnung nach Art von Back �Back ���� wie man durch
einen �Aquivalenzbeweis nachvollzieht�

Spezi�kationen mit stromverarbeitenden Relationen �nden als Spezi�kationen bin�arer
Relationen statt� Eingabestr�ome werden auf Ausgabestr�ome bzw� Vorg�angerzust�ande
auf Folgezust�ande abgebildet� Aus diesem Grunde erscheint es als geeignetes Vorgehen�
den auf Pr�asentationen von Tarski �Tarski ��� basierenden Kalk�ul der Relationenalge�
bra einzusetzen� Die Relationenalgebra bietet einen notationellen Rahmen� der es er�
laubt Funktionen beliebiger Ordnung� Mengen� Ordnungen und �Aquivalenzen einheit�
lich darzustellen und zu verwenden� Ferner bietet die Relationenalgebra einen Kalk�ul�
der in Beweisen einen hohen Grad an formaler Pr�azision zu erreichen erlaubt� Aus die�
sen Gr�unden wird die Relationenalgebra bereits seit den Siebziger�Jahren intensiv in
der Informatik eingesetzt� Sei dieser Zeit sind Bestrebungen im Gange� die Relatio�
nenalgebra als formale Grundlage f�ur die Bearbeitung von Systemspezi�kationen anzu�
nehmen� In �de Roever ��� be�ndet sich die relational basierte Sprache der rekursiven
Programmschemata� die bereits ein Konstrukt f�ur explizite Parallelit�at besitzt� und f�ur



�

die die Relationenalgebra als Grundlage f�ur ein Veri�kationssystem eingesetzt wird� Ar�
beiten von Hoare und He beziehen sich auf die Konstruktion von Spezi�kationen mit
relationenalgebraischen Methoden �Hoare� He �
� Hoare et al� ��a�� insbesondere werden
schw�achste Vorbedingungen in Form der Verallgemeinerung zu �weakest prespeci�cati�
ons� betrachtet� Die Relationenalgebra als Grundlage f�ur Semantik von Programmier�
sprachen wird auch in �Schmidt ��� Berghammer� Zierer �
� Gritzner� Berghammer ��� be�
handelt� wobei Programme als Relationen zwischen Eingabe� und Ausgabewerten model�
liert werden� Die Verwendung der Relationenalgebra im Zusammenhang mit einem be�
reichstheoretischen Ansatz zur denotationellen Semantikbeschreibung wird in den Arbeiten
�Zierer ��� Zierer ��� Zierer ��� dargestellt�

Ein relationenalgebraischer Ansatz f�ur die Spezi�kation des Entwurfs kommunizieren�
der Systeme ist bisher lediglich im Bereich des VLSI�Entwurfs und lediglich indirekt vorge�
schlagen worden� In der Arbeit von Mary Sheeran wird dazu die relationale Sprache RUBY
beschrieben� die die formale Beschreibung von Hardware�Systemen in der Art von kom�
munizierenden Systemen zum Ziel hat� siehe etwa �Sheeran ���� Die RUBY�Entwicklerin
beruft sich nicht selbst auf die Relationenalgebra� sondern bei der Suche nach einer ge�
eigneten Implementierung f�ur RUBY werden relationenalgebraische Methoden verwendet
�Hutton ���� An dem Ansatz in �Sheeran ��� ist bemerkenswert� da
 der R�uckkopplungs�
operator mit einem Ansatz des beliebigen Fixpunkts behandelt wird� In der Semantik der
R�uckkopplung wird jeder Fixpunkt der jeweiligen Relation zugelassen� In der vorliegen�
den Arbeit wird ein �ahnlicher Ansatz verfolgt� gesetzt den Fall� die stromverarbeitende
Relation l�a
t sich aussch�opfend in stromverarbeitende Funktionen zerlegen� dann enth�alt
der Abschlu
 der Menge der kleinsten Fixpunkte dieser Funktionen nach oben die Menge
aller Fixpunkte jener Relation� die Gemeinsamkeit zu dem Ansatz von Mary Sheeran be�
steht dann darin� da
 wir letzlich von einer solchen Zerlegbarkeit einer stromverarbeitenden
Relation abstrahieren werden�

Wir haben nun den Zielbereich der vorliegenden Arbeit abgesteckt� Konkret befa
t sie
sich mit�

� Bereitstellung der relationenalgebraischen Grundlagen

� Darstellung der Relationenalgebra als Spezi�kationssprache f�ur kommunizierende Sy�
steme

� Entwicklung des relationalen Spezi�kationskalk�uls f�ur kommunizierende Systeme und
eines dazu passenden wp�Kalk�uls

Jedem der aufgef�uhrten Punkte entspricht einem Kapitel der vorliegenden Arbeit�

Das sich anschlie
ende� zweite Kapitel enth�alt die Grundlagen der Relationenalgebra�
die f�ur das Schlie
en im relationenalgebraischen Kalk�ul ben�otigt werden� Dabei st�utzen
wir uns auf die Konzeption von �Schmidt� Str�ohlein ��� ab� Obwohl eine �ahnliche Grund�
lagenvorstellung etwa in �Zierer ��� existiert� dient dieses Kapitel dazu� die vorliegende



� �� Einleitung

Arbeit m�oglichst in sich abgeschlossen zu halten� Zur Vorbereitung auf die sp�ateren Ka�
pitel ist die Einf�uhrung in die Relationenalgebra um die Behandlung des Fixpunktsatzes
f�ur monotone Funktionen und die Darstellung der relationenalgebraischen Grundlagen f�ur
die Einbeziehung von Nichtdeterminismus und die damit zusammenh�angende Erweiterung
des Monotoniebegri�s von Funktionen auf Relationen erg�anzt worden�

Das dritte Kapitel verdeutlicht� da
 die Relationenalgebra als Spezi�kationssprache
f�ur kommunizierende Systeme geeignet ist� Dazu wird zun�achst die relationenalgebraische
Konzeption um die entsprechenden Elemente erweitert� Zun�achst wird die relationenal�
gebraische Charakterisierung von Str�omen erarbeitet� Ferner werden Kompositionsformen
zur Konstruktion von Netzen aus stromverarbeitenden Agenten in relationenalgebraischer
Form vorgestellt� Dies erlaubt die Diskussion der Brock�Ackermann�Anomalie� Im Zusam�
menhang mit der Anomalie wird eine operationelle Semantik kommunizierender Systeme
nach �Broy ��� f�ur einen sp�ateren Vergleich mit dem anzugebenden denotationellen Ansatz
betrachtet�

Nachdem die relationenalgebraische Spezi�kationssprache vorgestellt worden ist� stellt
sich die Frage nach der Verfeinerung von Spezi�kationen� die die Implementierung spezi�
�zierter kommunizierender Systeme zum Ziel hat� Daher wird im vierten Kapitel ein An�
satz der robusten Verfeinerung stromverarbeitender Relationen entwickelt� Die Inanspruch�
nahme des Konzepts der Abgeschlossenheit nach oben und der damit zusammenh�angen�
den Verfeinerung nach dem robusten Korrektheitsbegri� wird zur Vermeidung der Brock�
Ackermann�Anomalie vorgenommen� Der vorgestellte Ansatz wird auf eine denotationelle
Grundlage gestellt� deren unterliegendes Modell auf �Ubereinstimmung sowohl mit der im
Abschlu
 des vorstehenden Kapitels vorgestellten operationellen Semantik� als auch mit
einer axiomatischen Semantik gepr�uft wird� Es wird au
erdem untersucht� welchen Modi��
kationen das denotationelle Modell unterworfen werden mu
� um die semantische Beschrei�
bung rekursiv de�nierter kommunizierender Systeme zu erm�oglichen� Unter der Pr�amisse�
da
 Vorbedingungen Annahmen �uber die Eingaben und Nachbedingungen Pr�adikate �uber
die Ausgaben sind� wird das angegebene Modell der robusten Verfeinerung im Zuge der
�Uberpr�ufung der �Ubereinstimmung mit einer axiomatischen Semantik in Bezug zu einem
wp�Kalk�ul und zu �speci�cation statements� in der Art von �Morgan ��� gesetzt� Das vierte
Kapitel schlie
t mit der Betrachtung der Auswirkungen der Anomalie des nichtstrikten fai�
ren Mischens auf den denotationellen Ansatz und auf den Verfeinerungskalk�ul� um sowohl
die Handhabbarkeit� als auch die Grenzen des Verfeinerungsansatzes festzustellen�

Das abschlie
ende f�unfte Kapitel enth�alt eine kurze Zusammenfassung der Resultate�
sowie eine Diskussion m�oglicher Erweiterungen und Erg�anzungen�
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�� Relationenalgebraische Grundlagen

Dieses Kapitel tr�agt der Absicht der vorliegenden Arbeit Rechnung� als formale Grundla�
ge die Relationenalgebra zu verwenden� Das Kapitel gibt daher eine Einf�uhrung und eine
�Ubersicht �uber die Elemente der Relationenalgebra� Da bereits �ahnliche und detailliertere
Einf�uhrungen dieser Art existieren� wird die Darstellung verk�urzt� Genauer st�utzt sich die
vorliegende Arbeit im wesentlichen auf die Schreibweisen und Eigenschaften des Relatio�
nenkalk�uls� die in �Schmidt� Str�ohlein ��� dargestellt werden� F�ur etwaige fehlende Beweise
verweisen wir daher etwa auf �Schmidt� Str�ohlein ��� und �Zierer ���� ansonsten werden die
dargestellten Beweise haupts�achlich skizzenhaft eingef�ugt�

Die Einf�uhrung in die Relationenalgebra wird in der vorliegenden Arbeit in vier Sta�eln
vorgenommen� Die erste Sta�el enth�alt zun�achst die De�nition des Begri�s der Relatio�
nenalgebra� weil dadurch die Grundmenge der im relationenalgebraischen Kalk�ul zu ver�
wendenden Axiome genau beschrieben wird� An die De�nition schlie
en sich grundlegende
Folgerungen aus den dargestellten Grundaxiomen an� die sich im prinzipiellen Umgang mit
der Relationenalgebra bew�ahrt haben� Die zweite Sta�el fa
t spezielle Eigenschaften von
Elementen einer Relationenalgebra� wie die Formalisierung von Begri�en wie Funktionen�
Ordnungen� �Aquivalenzen und Pr�adikaten� und zugeh�orige n�utzliche Regeln zusammen� In
der dritten Sta�el werden die relationenalgebraischen Operationen um spezielle Funktio�
nale� das sind ein� oder mehrstellige Abbildungen einer Relationenalgebra in sich selbst�
erweitert� die eine weitere Vereinfachung der Notation erlauben� Insbesondere umfassen die
dargestellten Funktionale sowohl Residuen und symmetrische Quotienten� die als L�osungen
gewisser Inklusionen zwischen Relationen auftreten� als auch Funktionale zur Bestimmung
von Schranken und Extrema als Formalisierung ordnungstheoretischer Begri�e� Die vier�
te und letzte Sta�el befa
t sich mit der m�oglichen Strukturierung der Anwendungs� und
Zielbereiche der Relationen wie etwa durch Tupelbildung� als Potenzmengen oder sogar
als Relationenr�aume durch Bereichskonstruktionen� Solche Bereichskonstruktionen wer�
den vermittelt durch relationale Systeme und der Angabe zugeh�origer Axiome �ahnlich zur
Konzeption universeller Algebren� algebraischer Spezi�kationen oder kategorieller Univer�
salkonstruktionen�

Die Darstellung der relationenalgebraischen Grundlagen ist in der vorliegenden Ar�
beit mit zwei Konzeptionen erweitert worden� Zwischen dritter und vierter Sta�el ist die
Behandlung der relationenalgebraischen Fassung des Begri�s der monotonen Funktion zu�
sammen mit dem relationenalgebraischen Beweis des Fixpunktsatzes f�ur monotone Funk�
tionen in einem eigenen Abschnitt eingef�ugt worden� Nach der vierten Sta�el be�ndet sich
als dieses Kapitel abschlie
ender Abschnitt die Darstellung der relationenalgebraischen
Grundlagen f�ur die Informationsordnungen bei Einbeziehung von Nichtdeterminismus und
die damit zusammenh�angende Erweiterung des Monotoniebegri�s von Funktionen auf Re�
lationen�
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��� Relationenalgebra

Die Relationenalgebra formalisiert das Rechnen mit bin�aren Relationen� Zus�atzlich zum
Mengencharakter von Relationen� der durch die Einbeziehung der booleschen Algebra
ausgedr�uckt wird� werden relationale Operationen wie Identit�atsrelation� Komposition
und Transposition betrachtet� In der vorliegenden Arbeit steht die heterogene Relatio�
nenalgebra im Vordergrund� Daher ist die im folgenden angegebene De�nition der von
�Schmidt� Str�ohlein ��� A����� entlehnt� Durch die von der Heterogenit�at erzwungene Par�
tialit�at der meisten der betrachteten Operationen l�a
t sich die De�nition einer heterogenen
Relationenalgebra als algebraische Struktur auch auf den Kategorienbegri� abst�utzen� Ei�
ne solche De�nition wird etwa in �Freyd� �S�cedrov ��� mit dem Begri� der Allegorie �engl�
allegory� angegeben� Jedoch wird f�ur den Allegorienbegri� nicht die boolesche Algebra�
sondern nur ein unterer Halbverband herangezogen� so da
 im folgenden eine alternative
De�nition vorgeschlagen wird� Die in �Schmidt� Str�ohlein ��� A����� unterbliebene Bezug�
nahme auf den Kategorienbegri� wird hier deswegen vorgenommen� um eine m�oglichst
genau gefa
te formale Grundlage der heterogenen Relationenalgebra zu gew�ahrleisten� Es
sei jedoch zugegeben� da
 nach der De�nition der Relationenalgebra kein Bezug auf weitere
kategorientheoretische Begri�e genommen wird� weil der Zweck der Bezugnahme auf den
Kategorienbegri� lediglich auf die Partialit�at der relationalen Operationen abzielt�

F�ur heterogene abstrakte Relationenalgebren sind die Objektklassen� die Quelle und
Ziel von Morphismen bestimmen� uninteressant� es wird n�amlich in der Relationenalgebra
gerade von Quelle und Ziel als konkrete Objekte abstrahiert� Aus diesem Grunde st�utzt
sich die De�nition der Relationenalgebra auf dem Begri� der objektfreien Metakategorie
aus �MacLane ��� ab�

����� De�nition� �a� Eine Struktur C � �C�U� �� hei
t objektfreie Metakategorie
genau dann� wenn

� C ist eine nicht�leere Klasse� U ist eine Teilklasse von C und � ist eine partielle
Operation von C � C nach C�

� zu jedem c � C gibt es u� v � U � so da
 u�c und c�v de�niert sind�

� �Identit�atsaxiom�� f�ur alle u � U� c � C gilt� Ist u�c de�niert� dann gilt u�c � c� und
ist c�u de�niert� dann gilt c�u � c�

� f�ur alle a� b� c � C gilt� Sind a�b und b�c de�niert� dann ist auch �a�b��c de�niert�

� �Assoziativit�atsaxiom�� f�ur alle a� b� c � C gilt� Ist einer der beiden Ausdr�ucke �a�b��c
oder a��b�c� de�niert� dann sind alle beide de�niert und es gilt �a�b��c � a��b�c��

Ist C � �C�U� �� eine objektfreie Metakategorie� so hei
t jedes c � C Morphismus von C
und sind u� v � U gegeben� dann wird die Klasse fd � Cju�d�v de�niertg eineHom�Klasse
von C genannt�

�b� Eine objektfreie Metakategorie C � �C�U� �� hei
t objektfreie Kategorie� falls
die Kleinheitsbedingung erf�ullt ist� Jede Hom�Klasse von C ist eine Menge� die dann als
Hom�Menge bezeichnet wird� �
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����� De�nition� Eine Struktur H � �H����� � �� T� hei
t heterogene abstrakte Re�
lationenalgebra oder kurz Relationenalgebra genau dann� wenn

�i� H ist eine Klasse� in der eine Teilklasse J existiert� so da
 �H� J� �� eine objektfreie
Kategorie ist� wobei Elemente aus J mit I bezeichnet und Ausdr�ucke der From
R�S zumeist verk�urzt als RS geschrieben werden� als Hom�Mengen von H werden
genau die Hom�Mengen von �H� J� �� bezeichnet�

�ii� und T sind totale Operationen von H nach H� w�ahrend � und � beide partielle
Operationen von H �H nach H sind�

�iii� Hom�Mengen vonH sind genau die Teilklassen der Form fS � HjR � S existiertg
f�ur ein R � H�

�iv� jede Hom�Menge C von H bildet einen vollst�andigen atomaren booleschen Ver�
band �C����� � mit O� L als universale Schranken und � als Ordnung�

�v� �Dedekind�Regel�� f�ur alleQ�R� S � H gilt� ist einer der drei Ausdr�ucke QR�S�
Q � SRT oder R �QTS de�niert� dann sind alle drei de�niert und es gilt�

QR � S � �Q � SRT��R �QTS��

�vi� �Tarski�Regel�� f�ur alle R � H gilt�

R 	� O 
� LRL � L� �

Generell gilt� da
 verschiedene Relationen� f�ur die die konstanten Operationen O� I und
L stehen k�onnen� wie f�ur die Tarski�Regel mit demselben Symbol bezeichnet werden� Ferner
werden wir oft der K�urze wegen auf die besondere Erw�ahnung von De�niertheitsaussagen
verzichten und stattdessen mit der Notation der Terme die geeignete Verkn�upfbarkeit der
beteiligten Relationen voraussetzen�

Die Bezugnahme auf die Kategorientheorie hat� wenn man die Forderung der Klein�
heitsbedingung betrachtet� zus�atzlich den E�ekt� da
 es ein gr�o
tes darstellbares� volles
Modell einer heterogenen abstrakten Relationenalgebra gibt� n�amlich die Kategorie REL
der Relationen� die als Morphismen alle bin�aren Relationen zwischen jegliche zwei Men�
gen besitzt� Dies ist f�ur den klassischen Fall der homogenen Relationenalgebra� wie sie bei
Tarski �Tarski ��� J�onsson� Tarski 	��	�� Tarski� Givant ��� betrachtet wird� unm�oglich�
Die Kategorie REL der Relationen l�a
t sich damit auch als prototypisches Modell ei�
ner heterogenen Relationenalgebra betrachten� alle angegebenen Axiome und damit die
in diesem Kapitel dargestellten Regeln sind in REL erf�ullt� wie in �Schmidt� Str�ohlein ���
bewiesen worden ist�

Anstelle der Dedekind�Regel k�onnen f�ur die De�nition der Relationenalgebra die zur
Dedekind�Regel �aquivalenten und ebenso h�au�g verwendeten Schr�oder��Aquivalenzen
herangezogen werden�

QR � S 
� QTS � R 
� SRT� Q�
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Neben den bekannten Gesetzen der booleschen Algebra k�onnen aus den angegebenen
Axiomen folgende grundlegende Regeln abgeleitet werden�

�RS�T � STRT �RT�T � R

OR � O� LL � L OT � O� IT � I� LT � L

R � S �� RT� ST R
T

� RT

R � S �� QR � QS R � S �� RQ � SQ

�R � S�Q � RQ � SQ �R � S�Q � RQ � SQ

�R � S�T � RT� ST �R � S�T � RT� ST

Da die Relationenalgebra die Struktur vollst�andiger boolescher Verb�ande einschlie
t�
k�onnen die zwei letzten Zeilen auf unendliche Vereinigungen bzw� Schnitte� die wir

S
iRi

bzw�
T
iRi notieren� verallgemeinert werden�

�
S
iRi�Q �

S
iRiQ �

T
iRi�Q �

T
iRiQ

�
S
iRi�

T �
S
iR

T

i �
T
iRi�

T �
T
iR

T

i

��� Spezielle Relationen

a� Funktionen

Ist R Element einer Relationenalgebra� dann hei
t

R eindeutig �
� RTR � I 
� RS � RS�

R total �
� RL � L 
� I � RRT 
� RS � RS�

R Funktion �
� R eindeutig und total 
� RS � RS�

R injektiv �surjektiv
 bijektiv� �
� RT eindeutig �total� Funktion��

Der Begri� der eindeutigen �engl� univalent� Relation formalisiert also den der partiel�
len Funktion im relationalen Rahmen� Die �ubrigen Begri�e� die gew�ohnlich Attribute von
�partiellen� Funktionen bezeichnen� lassen sich in nat�urlicher Weise auch auf beliebige Re�
lationen erweitern� Den Beweis f�ur die angegebenen De�nitionsvarianten �ndet man in
�Schmidt� Str�ohlein ���� Aus den De�nitionsvarianten kann man folgende� in der Relatio�
nenalgebra h�au�g auftretende Begri�skombinationen ableiten�

RTR � I 
� R eindeutig und surjektiv RRT � I 
� R total und injektiv

Eindeutigkeit von Relationen l�a
t sich auch als Distributivit�atseigenschaften von
Schnitten gegen�uber der Komposition formulieren�

R eindeutig 
� R�
T
iQi� �

T
iRQi 
� QR � S � �Q � SRT�R
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Die erste �Aquivalenz ist wohlbekannt �Zierer ��� S� ���� man setze f�ur die R�uckrichtung
�Qi� � fI� Ig� w�ahrend die R�uckrichtung der zweiten �Aquivalenz mit Q � RT und S � I
folgt� RTR � I � RTR�

Weitere Regeln sind�

R eindeutig �� �S � RQ 
� RTS � Q 
 SL � RL�

R� S Funktionen �� �S � RQ 
� RTS � Q 
� R � SQT�

R eindeutig �� �Q � R 
 QL � RL 
� Q � R�

R eindeutig �� R � �R � S�L � R � S

b� Ordnungen und �Aquivalenzen

Ist R ein homogenes Element einer Relationenalgebra� d�h� das Kompositum RR ist
de�niert� dann hei
t

R re�exiv �
� I � R 
� SRRT � SR�

R transitiv �
� RR � R 
� SRRT � SR�

R Pr�aordnung �
� R re�exiv und transitiv 
� SRRT � SR�

R antisymmetrisch �
� R �RT� I�

R Ordnung �
� R Pr�aordnung und antisymmetrisch�

R symmetrisch �
� R � RT 
� R � RT�

R �Aquivalenz �
� R Pr�aordnung und symmetrisch�

Die oben erw�ahnten �Aquivalenzen der De�nitionsvarianten sind noch nachzuweisen� Aus
I � R folgt unmittelbar SR � SRRT� w�ahrend die R�uckrichtung mit S � I �uber
R � RRT � I folgt� Die Transitivit�at RR � R f�uhrt zu �SR�R � SR und dann �uber
die Schr�oder��Aquivalenzen zu SRRT � SR� Die Umkehrung folgt demzufolge sofort mit
S � I� Die restlichen �Aquivalenzen sind leicht zu errechnende Resultate�

Zus�atzlich zu den obigen Begri�en ben�otigen wir den Begri� der linearen Ordnung als
Ordnungsrelation und der Kette als Teilordnung� Ist R homogen� dann hei
t

R lineare Ordnung �
� R Ordnung und R � RT � L�

R Kette bez�uglich Q �
� R total und RTR � Q �QT�

c� Vektoren� Pr�adikate und Punkte

Sind v� b� e� p Elemente einer Relationenalgebra� dann hei
t

v Vektor �
� v � Lv�

b Pr�adikat �
� b � bL�

e core�exiv �
� e � I�

p Punkt �
� p Vektor und Funktion�
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Vektoren� Pr�adikate und core�exive Relationen sind drei gleichm�achtige Begri�e zur Forma�
lisierung des Teilmengenbegri�s� Interpretiert man Elemente der Relationenalgebra durch
boolesche Matrizen� dann sind Vektoren spalten�konstant� Pr�adikate zeilen�konstant und
core�exive Relationen Diagonalrelationen� weswegen sie jeweils Teilmengen des Quell� oder
des Zielbereichs kennzeichnen� In �Schmidt� Str�ohlein ��� sind die Begri�e Vektor und
Pr�adikat nicht getrennt� sondern bezeichnen simultan die Formalisierung zeilen�konstanter
Relationen� In Anlehnung an �Zierer ��� ist die Konzeption des Vektorbegri�s so vorgenom�
men worden� da
 vR� falls v Vektor� denjenigen Vektor bezeichnet� der die Anwendung der
Relation R auf den Vektor v bezeichnet� Die vom Vektorbegri� abgetrennte Verwendung
des Pr�adikatbegri�s entstammt der Absicht� bewachte Relationen bL � R betrachten zu
k�onnen� F�ur den dritten Begri� haben wir nicht den in �Zierer ��� verwendeten Begri�
der Diagonalrelation� sondern den der core�exiven Relation aus �Freyd� �S�cedrov ��� aus
Vereinfachungsgr�unden herangezogen�

F�ur Vektoren und Pr�adikate sind die Ausblenderegeln n�utzlich�

Q�R � Lv� � QR � Lv �Q � Lv�R � Q�R � vTL� �Q � bL�R � QR � bL

Q�R � Lv� � QR � Lv �Q � Lv�R � Q�R � vTL� �Q � bL�R � QR � bL

Als Folgerung aus der Dedekind�Regel ergeben sich die folgenden Beziehungen�

�QR � S�L � �Q � SRT�L L�QR � S� � L�R �QTS�

Core�exive Relationen haben folgende Eigenschaften�

e core�exiv �� e �R � e�I � R� � �e � R�T � e �RT und R � Le � Re �

Vektoren sind als mengenwertige Funktionen interpretiert konstant� Punkte sind daher
konstante Funktionen und modellieren so Elemente des Zielbereichs� Obwohl der relatio�
nenalgebraische Kalk�ul gerade die Elementfreiheit als Anliegen hat� ist es im Hinblick auf
ausgezeichnete Elemente wie z�B� gr�o
te Elemente von Vektoren bez�uglich einer Ordnungs�
relation sehr wohl interessant� die besonderen Eigenschaften eines Punktes relationenalge�
braisch zu charakterisieren� Die einfache Formalisierung des Punktebegri�s als Vektor� der
zugleich Funktion ist� gelingt mit Hilfe der Tarski�Regel� Die Forderung der Tarski�Regel
hat als Konsequenz� da
 heterogene abstrakte Relationenalgebren nicht mehr gleichungs�
de�nierbar sind� da die Negation einer Gleichung Bestandteil ist� Mit der Einf�uhrung ei�
nes Hilfspr�adikates � und einer zus�atzlichen Tr�agermenge BOOL k�onnte zumindest eine
Hornklausel�Gleichungsde�nierbarkeit gewonnen werden� Anderenfalls mu
 man beim Ver�
zicht auf die Forderung der Tarski�Regel die Konzeption des Punktebegri�s modi�zieren�
wie in �Gritzner ��� ����	�� wobei man sich allerdings an der Stelle der Verwendung des
Atombegri�s das Verlassen einer Hornklausel�Gleichungsde�nierbarkeit einhandelt� F�ur die
Beibehaltung der Tarski�Regel spricht die Erf�ullung durch die Kategorie REL der Relatio�
nen�

F�ur Punkte p und q gelten die Regeln�

ppT � L p 	� q 
� pqT � O pTq � R 
� q � pR�
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Gerade mit Hilfe der Tarski�Regel lassen sich die folgenden Eigenschaften� die unter dem
Begri� Atomarit�at der Punkte bekannt sind� beweisen�

p Punkt� v Vektor �� �v � p 
� v � O � v � p�

p� q Punkte �� �R � pTq 
� R � O � R � pTq�

Vektoren bilden innerhalb ihrer Hom�Menge einen vollst�andigen booleschen Verband� deren
Atome gerade die Punkte sind� Die zweite Aussage bedeutet gerade� da
 Ausdr�ucke der
Form pTq� p� q zwei Punkte� das Verhalten derjenigen Relationen� die nur aus einem einzigen
Paar bestehen� relationenalgebraisch wiedergeben�

��� Spezielle Funktionale

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle Abbildungen von Relationen auf Relatio�
nen� die wir Funktionale nennen� Die dargestellten Funktionale erweitern den Bestand der
relationalen Operationen im Hinblick auf die n�utzliche Verwendung bei speziellen Sachver�
halten�

a� Residuen und Symmetrische Quotienten

Sind R� S Elemente einer Relationenalgebra� dann seien die Relationen RBS und SCR wie
folgt de�niert�

RBS �� RTS SCR �� SRT

Dabei hei
t RBS das Rechtsresiduum von S �uber R� w�ahrend SCR als das Linksre�
siduum von S �uber R bezeichnet wird� Mit Hilfe der Residuen lassen sich sodann die
Schr�oder��Aquivalenzen formulieren als�

QR � S 
� R � QBS 
� Q � SCR

Damit ist das Rechtsresiduum RBS �bzw� Linksresiduum SCR� die inklusionsgr�o
te oder�
damit �aquivalent� die �schw�achste� L�osung der Inklusion RX � S �bzw� XR � S�� Die
Einf�uhrung von Residuen� deren Formulierung historisch auf �Birkho� 
�� ch�XIV� x ���
zur�uckgeht� erscheint damit gerade im Hinblick auf die relationenalgebraische Charakteri�
sierung von schw�achsten Vorbedingungen u��a� wie etwa in �Hoare� He �
� Hoare et al� ��a�
gerechtfertigt�

Ferner existieren f�ur Residuen verschiedene Schreibweisen� vgl� �Zierer ��� S� ���� Ei�
ne zumeist verwendete� auf die Erf�ullung der Inklusionen ausgerichtete Schreibweise
ist R n S f�ur Rechtsresiduen und S � R f�ur Linksresiduen� siehe etwa �J�onsson ���
Schmidt� Str�ohlein ��� Freyd� �S�cedrov ���� Die hier stattdessen vorgeschlagene Notation
ist bewu
t davon abweichend gew�ahlt worden� um den Zusammenhang zur klassischen
Logik besser zu verdeutlichen und die Lesbarkeit von Residuen zu erh�ohen� Interpretiert
man n�amlich Residuen durch gew�ohnliche Relationen� erh�alt man universell quanti�zierte
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Implikationen in den durch die Notation veranschaulichten Richtungen� Die Erf�ullung der
jeweiligen Inklusion RX � S oder XR � S durch die Residuen ist n�amlich Bestandteil
der Anwendung des klassischen Modus Ponens� dar�uberhinaus entstehen damit aus den
Schr�oder�aquivalenzen gerade Spezialisierungen der Regel des nat�urlichen Schlie
ens

�A 
 B �� C� 
� �A �� �B �� C�� 
� �B �� �A �� C���

Man k�onnte auch nur mit einem der beiden Residuenbegri�e auskommen� da folgende
Beziehungen zwischen Rechts� und Linksresiduen bestehen�

RBS � �STCRT�T RBS � RT
CST�

Ferner gilt� wobei das Symbol B ohne Verlust der G�ultigkeit auch durch C ersetzt werden
kann�

I � RBR �QBR��RBS� � QBS RBR ist Pr�aordnung�

Allgemeiner als die mittlere Beziehung gelten

�QBR�S � QB�RS� Q�RCS� � �QR�CS�

Nach der relationenalgebraischen Charakterisierung gewisser Implikationsaussagen
stellt sich auch die Frage nach derjenigen entsprechender �Aquivalenzaussagen� Dies f�uhrt
auf das Analogon zur symmetrischen Di�erenz der booleschen Algebra� n�amlich auf den
sogenannten symmetrischen Quotienten� Sind daher R� S Elemente der Relationenalgebra�
dann wird die Relation syq�R� S� de�niert durch�

syq�R� S� �� RT S � RTS � �RBS� � �RT
CST�

� �RBS� � �SBR�T � �RBS� � �RBS�

syq�R� S� hei
t dann der symmetrische Quotient von R und S� In �Freyd� �S�cedrov ���

wird die Schreibweise RS verwendet� die syq�RT� ST� in unserer Schreibweise ersetzt� Die Be�
deutung des symmetrischen Quotienten liegt vor allem in der Formalisierung von Bereichen
h�oherer Ordnung wie Potenzbereichen�

F�ur symmetrische Quotienten gilt folgender Regelsatz�

syq�R� S� � syq�R� S� syq�R� S�T � syq�S�R�

syq�R� S� � syq�QR�QS� F Funktion �� F syq�R� S� � syq�RFT� S�

R syq�R� S� � S � L syq�R� S� syq�R� S�ST � RT � syq�R� S�L

syq�Q�R� syq�R� S� � syq�Q� S� � syq�Q�R�L � syq�Q� S� � L syq�R� S�

I � syq�R�R� R syq�R�R� � R

syq�R�R� syq�R� S� � syq�R� S� RBR Ordnung 
� syq�R�R� � I
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b� Schranken und Extrema

Ein wichtiges Gebiet� in dem Funktionale auftreten� ist das der ordnungstheoretischen
Begri�e� Weil der Abschlu
 nach oben in der vorliegenden Arbeit eine zentrale Rolle spielt�
werden zun�achst die relationenalgebraischen Formulierungen der Abschl�usse nach oben
und auch nach unten betrachtet� Seien Q�R Elemente einer Relationenalgebra� wobei Q
als homogen vorausgesetzt wird� dann de�niert man die Funktionale upcQ und docQ wie
folgt�

upcQ�R� �� RQ docQ�R� �� RQT

Von Q ist die Ordnungseigenschaft nicht verlangt worden� Daher kann man die Pr�aord�
nungseigenschaft wie folgt formulieren�

Q Pr�aordnung 
� �RQ�CQ � RQ


� docQ�upcQ�R�� � upcQ�R�


� upcQ H�ullenoperator

Die ersten beiden �Aquivalenzen sind Umschriften der De�nitionsvariante� die letzte �Aquiva�
lenz folgt so� erstens ist Q re�exiv genau dann� wenn R � upcQ�R�� zweitens ist Q transitiv
genau dann� wenn upcQ�upcQ�R�� � upcQ�R� und drittens ist upcQ unabh�angig von den
Eigenschaften von Q monoton bez�uglich der relationalen Inklusion� Da es sich bei upcQ�R�
und docQ�R� nur um Komposita von Relationen handelt� die ausgeschrieben k�urzer notiert
werden k�onnen� werden wir die Bezeichnungen upcQ und docQ nur beschr�ankt einsetzen�

In der Ordnungstheorie verwendet man grundlegend Begri�e wie untere bzw� obere
Schranken� minimale bzw� maximale Elemente� kleinste bzw� gr�o
te Elemente� gr�o
te unte�
re bzw� kleinste obere Schranken einer Teilmenge der zugrundegelegten geordneten Menge�
Die relationenalgebraische Charakterisierung f�uhrt zu den folgenden Funktionalen� Sind
Q�R Elemente einer Relationenalgebra� so da
 RQ de�niert ist� dann hei
t

maQ�R� �� RT
BQ Gesamtheit der oberen Schranken

miQ�R� �� RT
BQT Gesamtheit der unteren Schranken

maxQ�R� �� R �R�QT � I� Gesamtheit der maximalen Elemente

minQ�R� �� R �R�Q � I� Gesamtheit der minimalen Elemente

grQ�R� �� R �maQ�R� Gesamtheit der gr�o�ten Elemente

leQ�R� �� R �miQ�R� Gesamtheit der kleinsten Elemente

lubQ�R� �� leQ�maQ�R�� Gesamtheit der oberen Grenzen

glbQ�R� �� grQ�miQ�R�� Gesamtheit der unteren Grenzen

Intuitiv stellt Q die Ordnungsrelation und R die Teilmenge dar� Weder wird jedoch von Q
die Ordnungseigenschaft verlangt� noch mu
 R ein Vektor sein� Ist allerdings R ein Vektor�
dann sind alle sich aus der Anwendung der aufgef�uhrten Funktionale ergebenden Resultate
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selbst wieder Vektoren� die die gegebene Bezeichnung zu Recht tragen� Wenn R kein Vektor
ist� dann erh�alt man bei Interpretation durch boolesche Matrizen z�B� gerade zeilenweise
gebildete Schranken usw� wie in �Zierer ����

Folgende Regeln gelten f�ur die angegebenen Funktionale� ohne da
 Q eine spezielle
Forderung erf�ullen mu
�

R � maQ�miQ�R�� R � miQ�maQ�R��

grQ�R� � R � lubQ�R� leQ�R� � R � glbQ�R�

maQ�miQ�maQ�R��� � maQ�R� miQ�maQ�miQ�R��� � miQ�R�

lubQ�R� � grQ�miQ�maQ�R��� glbQ�R� � leQ�maQ�miQ�R���

RL �maQ�R� � RQ R �miQ�R�L � miQ�R�Q

maxQ�R� � gr
QT�I

�R� minQ�R� � le
QT�I

�R�

Ferner gelten die nur auf Pr�aordnungen verallgemeinerbaren Beziehungen�

Q Pr�aordnung �� maQ�RQ
T� � maQ�R� � maQ�R�Q

Q Pr�aordnung �� miQ�RQ� � miQ�R� � miQ�R�Q
T

Q Pr�aordnung �� lubQ�RQ
T� � lubQ�R� und glbQ�RQ� � glbQ�R�

Die Antisymmetrieeigenschaft wird in folgenden Aussagen einbezogen�

Q antisymmetrisch �� grQ�R�� leQ�R�� lubQ�R�� glbQ�R� s�amtlich eindeutig

Q Ordnung �� grQ�RQ
T� � grQ�R� und leQ�RQ� � leQ�R�

Q Ordnung �� grQ�R� � syq�QRT� Q� und leQ�R� � syq�QTRT� QT�

Q Ordnung �� leQ�R�Q � RQ � leQ�R�L und glbQ�R�Q � RQ � glbQ�R�L

Die letzte Zeile ergibt sich dabei wie folgt� Der erste Teil der Konklusion folgt aus der
syq�Darstellung von leQ der vorhergehenden Zeile� w�ahrend der zweite im wesentlichen mit
der leQ�Darstellung von glbQ erhalten wird�

Die folgenden Aussagen h�angen mit der wichtigen Eigenschaft zusammen� da
 ein
Punkt� der unter allen Elementen einer Menge liegt� auch unter der gr�o
ten unteren Schran�
ke dieser Menge liegen mu
�

Q re�exiv� R eindeutig �� �S � RQ �� glbQ�S� � maQ�R��

Q re�exiv� R Funktion �� �S � RQ �� glbQ�S� � RQ�

minQ und maxQ sind schwer beherrschbare Funktionale� die man lieber auf leQ bzw� grQ
zur�uckf�uhren m�ochte� denn QT � I ist� falls Q Ordnung� i�a� nur re�exiv und nicht selbst
eine Ordnung� Man erh�alt jedoch lediglich die folgenden Aussagen�

Q antisymmetrisch �� grQ�R� � maxQ�R� und leQ�R� � minQ�R�

Q Ordnung �� maxQ�R� � grQ�R�L � grQ�R� und minQ�R� � leQ�R�L � leQ�R�

Q lineare Ordnung �� maxQ�R� � grQ�R� und minQ�R� � leQ�R�
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Falls Q antisymmetrisch ist� gilt QT � I � Q� woraus Q � QT � I folgt� Daraus ergibt sich
leQ�R� � le

QT�I
�R� � minQ�R�� Es gen�ugt f�ur die zweite Beziehung� die G�ultigkeit von

minQ�R� � leQ�R�L � leQ�R� nachzuweisen�

minQ�R� � leQ�R�L � R � leQ�R�L � R�Q � I�

� leQ�R�Q �R�Q � I�

� leQ�R���Q � I� � I� � R�Q � I�

� �R�Q � I� � leQ�R�� � R�Q � I� � leQ�R��

Ist Q lineare Ordnung� folgt sofort QT � I � Q und damit die G�ultigkeit der dritten
Beziehung�

��� Monotonie und Fixpunktbildung

In diesem Abschnitt geht es letztlich um relationenalgebraische Formulierung und Beweis
des Knaster�Tarski�Fixpunktsatzes� Dazu werden ein Konzept des Monotoniebegri�s� wenn
auch noch beschr�ankt auf Funktionen� und zwei Fixpunktbildungsfunktionale eingef�uhrt�
Der Fixpunktsatz wird jedoch in Anwendung fr�uher und insbesondere im vorhergehenden
Abschnitt eingef�uhrter Konzepte formuliert und bewiesen�

����� De�nition� Sind Q�� Q�� R Elemente einer Relationenalgebra� dann hei
t

R bzgl� Q�� Q� monotone Funktion �
� R Funktion und RTQ�R � Q�� �

M�ogliche De�nitionsalternativen sind in den folgenden Aussagen angegeben� vgl� dazu
auch �Zierer ��� Abschnitt �����

����� Faktum� Sind Q�� Q�� R Elemente einer Relationenalgebra� dann gelten�

R eindeutig �� �RTQ�R � Q� �� �Q�R � RQ� und QT

�R � RQT

� �

�� Q� � RQ�R
T�

R Funktion �� �RTQ�R � Q� 
� Q�R � RQ� 
� QT

�R � RQT

�


� Q� � RQ�R
T� �

Da wir zun�achst nur an der Existenz von Fixpunkten interessiert sind� de�nieren wir
anschlie
end ein Funktional� da
 zu einer gegebenen Relation den Vektor aller ihrer Fix�
punkte berechnet�

����� De�nition� Sind Q�R Elemente einer Relationenalgebra� dann wird das Funktional
�Q de�niert durch�

�Q�R� �� L�R � I�� �
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Zwar ist �Q unabh�angig vom Parameter Q� aber diese Form der De�nition ist im
Einklang mit sp�ater de�nierten Fixpunktbildungsfunktionalen �Q und �Q� die Bezug auf
den als Ordnung vorgesehenen Parameter Q nehmen werden� gew�ahlt worden�

Es gelten die Beziehungen

�Q�R
T� � �Q�R� �Q�R� � �Q�R�R

Es mu
 nur die zweite Beziehung gezeigt werden� die besagt� da
 die Menge aller Fixpunkte
unter der Anwendung der zugeh�origen Relation tats�achlich invariant bleibt�

�Q�R� � L�R � I� � L�R � I��R � I� � L�R � I�R � �Q�R�R�

����� Satz� Sind Q�R vorgegebene Relationen und wird dazu der Vektor  de�niert durch
 �� L�I �maQ�R��� dann gilt

Q Ordnung� R bzgl� Q monotone Funktion� glbQ� � total �� glbQ� � � �Q�R��

Beweis�  stellt intuitiv die Menge der Pr�a�xpunkte� d�h� derjenigen x mit f�x� v x�
falls R durch f und Q durch v symbolisiert werden� dar� Der Fortgang des Beweises hat
entsprechend der Aussage des Satzes das Ziel� den Punkt glbQ� � als Fixpunkt der Funktion
R nachzuweisen� Es gilt nun�

 � L�I �maQ�R�� � L�I �RQ� � glbQ� �Q

� L�I �RQ �QTglbQ� �
T�

� L�I �RQ � RQTRTglbQ� �
T� f R monoton g

� L�I �R�Q �QTRTglbQ� �
TL��

� L�I � �R � LglbQ� �RQ�Q�

� glbQ� �RQ

Da glbQ� �R Funktion ist� folgt glbQ� � � glbQ� �RQ� Daraus ergibt sich zusammen mit
der Monotonie von R�

glbQ� �R � glbQ� �RQR � glbQ� �RRQ�

Weiter erh�alt man

glbQ� �R � glbQ� �R � glbQ� �RRQ � glbQ� �R�I � RQ� �  � glbQ� �Q�

Man folgert sofort glbQ� � � glbQ� �RQ
T und mit der Antisymmetrie von Q folgt

glbQ� � � glbQ� �RQ � glbQ� �RQ
T � glbQ� �R�Q �QT� � glbQ� �R�

Schlie
lich erh�alt man das gew�unschte Ergebnis�

glbQ� � � glbQ� � � glbQ� �R � glbQ� ��I �R� � �Q�R�� �
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Der vorstehende Satz ist nur ein Teil des Fixpunktsatzes� der die Existenz kleinster
Fixpunkte monotoner Funktionen betri�t� Zur Behandlung des ganzen Fixpunktsatzes wird
zun�achst anschlie
end ein Funktional eingef�uhrt� das kleinste Fixpunkte einer gegebenen
Relation berechnet�

����� De�nition� Sind Q�R Elemente einer Relationenalgebra� dann wird das Funktional
�Q de�niert durch

�Q�R� �� leQ��Q�R��� �

����
 Satz� Unter denselben Voraussetzungen von ����� gilt

Q Ordnung� R bzgl� Q monotone Funktion� glbQ� � total �� �Q�R� � glbQ� ��

Beweis� Der Beweis vereinfacht sich mit Hilfe von ����� zu�

�Q�R� � �Q�RQ� �  � glbQ� �Q

�� �Q�R�
TglbQ� � � QT


� glbQ� � � miQ��Q�R��

�� glbQ� � � �Q�R� �miQ��Q�R�� � �Q�R��

Daher ist �Q�R� total und somit Punkt� Die Atomarit�at der Punkte f�uhrt dann sofort zu
glbQ� � � �Q�R�� der zu beweisenden Aussage� �

��� Relationale Bereichskonstruktionen

Um mit Tupeln oder Mengen umgehen zu k�onnen� m�ussen wir darlegen� wie die entspre�
chenden Bereichskonstruktionen in der Relationenalgebra zur Verf�ugung gestellt werden
k�onnen� Es ist dabei jedoch zu beachten� da
 solche Konstruktionen die Modellwahl f�ur
heterogene abstrakte Relationenalgebren einschr�anken� da ihre Existenz im allgemeinen
nicht f�ur beliebige Relationenalgebren garantiert ist� Einerseits ist jedoch darauf geachtet
worden� da
 jede der dargestellten Konstruktionen zumindest in der Kategorie REL der
Relationen existiert� andererseits f�uhrt die Verwendung von Bereichskonstruktionen auch
zu einer erheblichen Erh�ohung der Ausdrucksst�arke der Relationenalgebra und ist f�ur den
praktischen Einsatz der Relationenalgebra relevant�

a� Homomorphismen

Bereichskonstruktionen werden in der Regel als Familie von Elementen einer Relationenal�
gebra� die bestimmte� vorgegebene Eigenschaften erf�ullen sollen� formuliert� Damit erh�alt
man eine �Ubereinstimmung der Spezi�kation von Bereichskonstruktionen mit dem in der
universellen Algebra gel�au�gen Begri� des relationalen Systems� siehe etwa �Tarski 	��		��
und mit dem der mit relationenalgebraisch notierten Gesetzen behafteten relationalen Spe�
zi�kation aus �Berghammer� Schmidt ���� wenn die Tr�agermengen der Relationen au
er
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Acht gelassen werden� Unter einem relationalen System verstehen wir in dieser Arbeit
also eine indizierte Familie von Relationen� Sowohl der Homomorphie� als auch der Iso�
morphiebegri� aus �Schmidt� Str�ohlein ��� sind auf relationale Systeme erweitert worden�

����� De�nition� Seien R � �Ri�i�I und S � �Si�i�I zwei relationale Systeme� wobei I
eine nicht�leere Indexmenge darstellt� Sei weiter F � �!j�j�J eine Familie von Funktionen�
derart da


� J eine weitere nicht�leere Indexmenge ist�

� es zwei Funktionen j� k � I � J gibt� so da
 f�ur alle i � I die beiden Komposita
Ri!k�i� und !j�i�Si de�niert sind und in derselben Hom�Menge liegen�

Dann hei
t

F Homomorphismus von R nach S �
� �j � J
h
Rj!k�j� � !i�j�Sj

i
�

F Isomorphismus zwischen R und S �
� �i � I � !i bijektiv � und

�j � J
h
Rj!k�j� � !i�j�Sj

i
� �

Bei einelementigen Indexmengen ersetzen wir in der Sprechweise die Familien eher
durch ihre einzigen Elemente� Damit ergibt sich aber als Beispiel f�ur den Homomorphie�
begri� der Monotoniebegri�� Ist R eine bzgl� Q�� Q� monotone Funktion� dann ist R ein
Homomorphismus von Q� nach Q�� Ebenso wie f�ur den Monotoniebegri� bestimmt �����
De�nitionsvarianten f�ur den Homomorphiebegri��

Isomorphismen werden vor allem ben�otigt� wenn es gilt� die Vollst�andigkeit ��Mono�
morphie�� der Charakterisierung einer Bereichskonstruktion nachzuweisen� derart da
 der
konstruierte Bereich bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist�

b� Injektionen� direkte Produkte und direkte Summen

Neben Vektoren� Pr�adikaten und core�exiven Relationen� die man auch in der homogenen
Relationenalgebra verwenden kann� gibt es die M�oglichkeit� Teilmengen auch durch in�
jektive Funktionen darzustellen� Injektive Funktionen haben in der intuitiven Vorstellung
einen gegen�uber dem Zielbereich im allgemeinen verkleinerten Quellbereich und k�onnen
daher nur in heterogenen Relationenalgebren aufgesucht werden� Ist � eine solche injektive
Funktion� dann ist L� die zugeh�orige Vektorrepr�asentation der dargestellten Teilmenge� Die
Umkehrung ist nicht allgemein m�oglich� sondern erfordert die Betrachtung einer Bereichs�
konstruktion�

����� De�nition� Ist v ein Vektor� dann hei
t ��v� eine Injektion von v genau dann�
wenn gilt�

�In�� ��v� injektive Funktion� �In�� v � L��v�� �

Es stellt sich die Frage� wieviele Injektionen eines gegebenen Vektors existieren� Zur
Beantwortung l�a
t sich nachweisen� da
 Injektionen durch �In�� und �In�� eindeutig be�
stimmt bis auf Isomorphie sind� Allgemeiner l�a
t sich dies sogar f�ur das relationale System
�v� ��v�� zeigen� d�h� wenn sogar v nur bis auf Isomorphie eindeutig vorgegeben ist�
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����� Behauptung� Sei �v� ��v�� als relationales System vorgegeben� Sind " eine bijektive
Funktion und v� ein weiterer Vektor� so da
 v" � v� gilt� und ist � de�niert durch � ��
��v�"��v��T� dann ist ���"� ein Isomorphismus zwischen �v� ��v�� und �v�� ��v����

Beweis� Es gen�ugt zu zeigen� da
 ���"� ein Isomorphismus zwischen ��v� und ��v�� ist�
denn " ist bereits als Isomorphismus zwischen v und v� vorausgesetzt worden�

Nach �In�� gilt ��w�
T��w� � I und nach �In�� gerade ��w�

T��w� � L��w� � w� Ferner
gilt unter Anwendung von �In�� und der Dedekind�Regel� I � w � I � L��w� � ��w�T��w��

Daraus folgt nacheinander�

��v�" � ��v���v�T��v�" � ��v��I � v�"

� ��v��" � v�� � ��v�"�I � v�� � ���v��

�T� � ��v��"T��v�T��v�"��v��T

� ��v��"T�I � v��"��v��T

� ��v���I � v����v��T

� ���v�� � Lv����v��T � ��v����v��T � I �

��T � I l�a
t sich analog beweisen� �

Jeder der in dem gesamten Abschnitt noch besprochenen Bereichskonstruktionen
ist aus der relationenalgebraischen Literatur bekannt �Zierer ��� Schmidt� Str�ohlein ���
Freyd� �S�cedrov ���� Daher verzichten wir auf eine ausf�uhrliche Darstellung und geben je�
weils lediglich die Isomorphismen der Monomorphienachweise an�

Direkte Produkte� Innerhalb des Rahmens der abstrakten Relationenalgebra ist
es �ublich� direkte Produkte mittels der kanonischen Projektionen zu charakterisieren� Dies
geht historisch bereits auf Tarski zur�uck� bei der Absicht� eine punktfreie Mengentheorie nur
durch Relationen zu konstruieren� wobei Tarski sich nur auf einen� f�ur den Fall der homoge�
nen Relationenalgebra� relevanten Teil der Anforderungen bezieht� siehe �Tarski� Givant ���
unter dem Begri� der Quasiprojektionen �engl� quasi projections�� Eine vollst�andige Cha�
rakterisierung des direkten Produkts wird in �de Roever ��� gegeben� die aber f�ur zwei�
stellige direkte Produkte hinsichtlich der Modellwahl der Relationenalgebra eine st�arkere
Einschr�ankung darstellt als die in �Zierer ��� Schmidt� Str�ohlein ��� verwendete Fassung�
die in dieser Arbeit deshalb bevorzugt wird� Man erh�alt also folgende Spezi�kation des
zweistelligen direkten Produkts� Sei P � ��� �� ein relationales System� Wir nennen P ein
�bin�ares� direktes Produkt genau dann� wenn gilt�

�P�� �T� � I� �T� � I �P�� �T� � L �P�� ��T � ��T � I �

Innerhalb der Kategorie REL der Relationen l�a
t sich leicht zeigen� da
 die kartesischen
Projektionen die Bedingungen �P�� mit �P�� erf�ullen� Ferner folgt aus den angegebenen Be�
dingungen� da
 � und � beide surjektive Funktionen sind und das direkte Produkt eindeutig
bis auf Isomorphie charakterisiert wird� Sind n�amlich "��"� zwei bijektive Funktionen und
ist Q � ��� 	� ein weiteres direktes Produkt� so da
 der Ausdruck � �� �"��

T � �"�	
T
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existiert� dann l�a
t sich das Paar der "k durch die als bijektive Funktion nachweisbare Re�
lation � zu einem Isomorphismus zwischen P und Q erg�anzen� In der vorliegenden Arbeit
werden dennoch gelegentlich mehrstellige direkte Produkte verwendet� f�ur die die mit den
Mitteln einer Theorie zweiter Stufe �Quanti�zieren �uber Relationen� formulierte Charak�
terisierung nach �de Roever ��� angenommen werden mu
� damit der Monomorphienach�
weis gelingt� Ein relationales System P � ��k���k�n mit n 
 � hei
t �n��ares� direktes
Produkt genau dann� wenn gilt� wobei �Rk���k�n und �Sk���k�n geeignet verkn�upfbare
Familien von Relationen darstellen�

�P��
Tn
k�� �k�

T

k � I �P�� �
Tn
k��Rk�

T

k ��
Tn
k�� �kSk� �

Tn
k��RkSk �

Direkte Summen� Die Charakterisierung von direkten Summen wird in Analo�
gie zu direkten Produkten durch die kanonischen Injektionen vorgenommen� wie etwa in
�Zierer ���� Man erh�alt nun folgende Spezi�kation� wobei die Verallgemeinerung auf n�
stellige direkte Summen betrachtet wird� Sei S � ��k���k�n ein relationales System� Wir
nennen S eine n��are direkte Summe genau dann� wenn gilt�

�S�� �k �
T

k � I �S�� j 	� k �� �j �
T

k � O �S��
Sn
k�� �

T

k �k � I �

Auch hier gilt� da
 die Injektionen der mengentheoretischen direkten Summe die Bedingun�
gen �S�� mit �S�� erf�ullen� Ferner sind gem�a
 den Bedingungen alle �k injektive Funktionen�
Die Monomorphie der angegebenen Charakterisierung der direkten Summe zeigt sich wie
folgt� Sind "k� � � k � n� s�amtlich bijektive Funktionen und bilden ��k eine weitere direkte
Summe S�� so da
 alle Ausdr�ucke �Tk"�

�
k existieren und in derselben Hom�Menge liegen�

dann wird die Familie der "k durch die Relation � de�niert durch � ��
Sn
k�� �

T

k"�
�
k zu

einem Isomorphismus zwischen S und S� erg�anzt�

c� Potenzmengen� Relationenr�aume und Funktionenr�aume

Die Relationenalgebra erlaubt es auch� relationale Systeme zu betrachten� die Bereiche
h�oherer Ordnung spezi�zieren� Die hier vorgestellten Bereichskonstruktionen h�oherer Ord�
nung basieren auf der Formalisierung der Elementrelation �� An erster Stelle steht daher die
Beschreibung der Potenzmengenkonstruktion� Da
 man f�ur die monomorphe Charakterisie�
rung der Elementrelation � mit einem geringen Teil der Zermelo�Fraenkel�Mengentheorie
auskommt� ist bereits in der Kategorientheorie durch Arbeiten von Lawvere mit dem Be�
gri� des Topos �engl� topos� pl� toposes oder topoi� bekannt gewesen� Ein Topos ist eine
Kategorie� in der jedes Objekt ein Potenzobjekt besitzt� Eine darauf basierende relatio�
nenalgebraische Charakterisierung �ndet man mit dem Begri� der Potenzallegorie �engl�
power allegory� in �Freyd� �S�cedrov ���� Eine dazu �aquivalente� aber davon unabh�angige
Entwicklung der Potenzmengenkonstruktion l�a
t sich zuerst in �Zierer ��� nachweisen� die
hier vorgestellte Form der Potenzmengenkonstruktion basiert auf der in �Zierer ���� weil
der dortige und der in der vorliegenden Arbeit gew�ahlte Vektorbegri� miteinander �uber�
einstimmen�
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Potenzmengen� Wir nennen das einelementige relationale System ��� eine Potenz�
menge genau dann� wenn gilt�

�PS�� syq��� �� � I �PS�� syq�RT� ��L � L f�ur jedes geeignete R�

Die gew�ohnliche Elementrelation � bildet ein Modell der genannten Bedingungen� �PS��
ist das Extensionalit�atsaxiom� w�ahrend �PS�� dem Komprehensionsprinzip entspricht� Um�
gekehrt gen�ugen die Bedingungen �PS�� und �PS��� um Potenzmengen monomorph zu
charakterisieren� Ist " eine bijektive Funktion and ���� eine weitere Potenzmenge� so
da
 �T"�� existiert� dann ist �"��� ein Isomorphismus zwischen � und ��� wenn � durch
� � syq���"��� de�niert wird�

Ist ��� eine Potenzmenge� dann erh�alt der Term syq�RT� �� eine herausragende Bedeu�
tung� so da
 er in der Kategorientheorie eine eigene Bezeichnung #R erhalten hat� vgl�
etwa �Freyd� �S�cedrov ���� �PS�� und �PS�� sind genau die Eigenschaften der Eindeutigkeit
und der Totalit�at von syq�RT� �� f�ur jede geeignete Relation R� tats�achlich ist der Term
syq�RT� �� in der konkreten Interpretation gerade die Gestalt der Relation R als mengen�
wertige Funktion� Insbesondere beschreibt syq�vT� �� f�ur Vektoren v denjenigen Punkt der
Potenzmenge� der dieser Teilmenge entspricht� Die Umkehrung des Darstellungswechsels
basiert auf der Beziehung syq�RT� ���T � R�

Nach �PS�� und Eigenschaften von Residuen ist C �� �B� eine Ordnung� Es handelt
sich dabei in der konkreten Interpretation um die Inklusionsordnung von Mengen� �PS��
sorgt daf�ur� da
 C die Ordnung eines vollst�andigen Verbands ist� wenn man die Beziehung
lubC�R� � syq��RT� �� ausnutzt� denn dann ist f�ur jede Relation R die Gesamtheit der
kleinsten oberen Schranken lubC�R� total� was bekanntlich die Existenz kleinster oberer
Schranken f�ur jede beliebige Teilmenge in der konkreten Interpretation beinhaltet�

Relationenr�aume� Wenn man die Gesamtheit aller Relationen zwischen zwei vor�
gegebenen Mengen relationenalgebraisch beschreiben will� verleiht man dem Exponenten
einer Potenzmengenkonstruktion eine Paarstruktur� wenn man Relationen als Paarmengen
ansieht� Daher erh�alt man folgende Konstruktion� Das relationale System ��� �� �R� hei
t
ein Relationenraum genau dann� wenn gilt�

�RS�� ��� �� ist ein direktes Produkt�

�RS�� ��R� ist eine Potenzmenge�

�RS�� �T�R und �T�R sind de�niert�

Funktionenr�aume� Die Gesamtheit aller Funktionen zwischen zwei vorgegebenen Men�
gen kann relationenalgebraisch auf zwei Weisen beschrieben werden� Der Ausgangspunkt
der ersten Beschreibung ist der Relationenraum ��� �� �R�� Die Gesamtheit aller Funktio�
nen kann demnach als Teilmenge des Relationenraums in Form des folgenden Vektors f
beschrieben werden�

f � ��TR � �TR���
T � ��T��L � ��TR�CL��

Es ist allerdings schwer erkennbar� da
 die beiden Konjunkte gerade Eindeutigkeit und To�
talit�at bedeuten� F�ur die zweite Beschreibungsweise benutzt man die M�oglichkeit� eine Ele�
mentrelation zu spezi�zieren� die die Deutung einer Funktion als Paarmenge voraussetzt�



�� �� Relationenalgebraische Grundlagen

� � �X � Y �� Y X � Man erh�alt folgende Konstruktion� ��� �� �F � hei
t Funktionenraum
genau dann� wenn gilt�

�FS�� ��� �� ist ein direktes Produkt� so da
 �T�F und �T�F de�niert sind�

�FS�� syq��F � �F � � I�

�FS�� syq�RT� �F �L � L genau dann� wenn RTR � ��T � ��T und R� � L gelten�

Die beiden Beschreibungsmethoden des Funktionenraums haben jedoch eine Diskrepanz�
die sich daraus ergibt� da
 f�ur die injektive Funktion syq��F � �R� nur die Inklusion
Lsyq��F � �R� � f relationenalgebraisch bewiesen werden kann� w�ahrend der Nachweis der
Gleichheit und damit von ��f� � syq��F � �R� bisher nur in konkreten Modellen der Rela�
tionenalgebra durchgef�uhrt werden kann� Diese und �ahnliche Diskrepanzen zwischen Vek�
torspezi�kationen von Teilmengen einer Potenzmenge und �direkten� Spezi�kationen der
Elementrelation werden in �Zierer ��� Zierer ��� Zierer ��� diskutiert� die aber jeweils bei
Verwendung von konkreten Modellen wie etwa der Kategorie REL der Relationen ver�
schwinden� Gerade wegen der letztgenannten Tatsache sch�atzen wir die Bedeutung der
Diskrepanz zwischen f und �F als gering ein und werden daher die �direkte� Spezi�kati�
onsmethode als gleichwertig akzeptieren�

��� Nichtdeterminismus

Die vorliegende Arbeit beschr�ankt sich nicht auf kommunizierende Systeme� deren Ver�
halten deterministisch ist� da dann der Ansatz von �Kahn ��� als Semantikbeschreibung
ausreichend ist� Dieser Abschnitt dient daher dazu� die relationenalgebraische Grundlagen
f�ur eine Beschreibung der Semantik von Nichtdeterminismus bereitzustellen�

Nichtdeterminismus bedeutet� da
 als Resultat eines Programmschrittes im allgemei�
nen nicht mehr ein einzelner Wert� sondern eine Menge von Werten vorliegt� Insbesondere
stellt sich die Frage nach dem �Ubergang von einer Informationsordnung auf der Gesamt�
heit der Werte zu einer geeigneten auf der Gesamtheit der Mengen von Werten� also der
Potenzmenge des Wertebereichs� Es sind drei Arten von Nichtdeterminismus in der Li�
teratur bekannt worden� nach denen sich die Informationsordnung auf der Potenzmenge
bestimmt� Wir �ubernehmen die Bezeichnungsweisen von �Broy �	� unter Ber�ucksichtung
von �Plotkin �
� Smyth ���� wenn wir im folgenden die Arten des Nichtdeterminismus kurz
und informell beschreiben� wobei E�� E� jeweils als Mitteilungszeichen f�ur Ausdr�ucke ste�
hen sollen und E���E� die entsprechende nichtdeterministische Auswahl zwischen E� und
E� darstellt�

Angelischer Nichtdeterminismus� Diese Art des Nichtdeterminismus entspricht derje�
nigen Auswertungsstrategie� die die durch die Auswertung von E� und E� auftreten�
den M�oglichkeiten des Berechnungsfortschritts parallel verfolgt und� falls mindestens
eine M�oglichkeit zur Terminierung f�uhrt� das Resultat aus denen der terminierten
M�oglichkeiten ausw�ahlt�
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D�amonischer Nichtdeterminismus� Diese Art des Nichtdeterminismus entspricht der�
jenigen Auswertungsstrategie� die die durch die Auswertung von E� und E� auftre�
tenden M�oglichkeiten des Berechnungsfortschritts zur G�anze verfolgt� so da
 eine
nichtterminierende M�oglichkeit insgesamt zur Nichtterminierung f�uhrt�

Erratischer Nichtdeterminismus� Diese Art des Nichtdeterminismus entspricht derje�
nigen Auswertungsstrategie� die genau eine der durch die Auswertung entweder von
E�� oder von E� auftretenden M�oglichkeiten des Berechnungsfortschritts verfolgt und
genau dann terminiert� wenn die ausgew�ahlte M�oglichkeit terminiert�

In einer nichtdeterministischen Berechnung gibt es zwei Dimensionen des Berechnungs�
fortschritts� einerseits m�ussen gewisse Auswahlschritte w�ahrend der Berechnung durch�
gef�uhrt werden� andererseits wird darauf abgezielt� immer bessere Approximationen des
intendierten Resultats zu erhalten� Die erste Dimension wird durch die Mengeninklusion
erfa
t� die zweite durch die Informationsordnung von Bereichen� Potenzbereiche sind der
Versuch� beide Dimensionen in einer einzigen Ordnung zusammenzufassen� was jedoch im
allgemeinen nur partiell m�oglich ist� Formal de�niert man die zu den Arten des Nicht�
determinismus zugeh�origen Informationspr�aordnungen nach �Plotkin �
� Smyth ��� unter
Verwendung einer Potenzmengenkonstruktion wie folgt�

��
�� De�nition� Sind Q eine homogene Relation� ��� eine Potenzmenge� dann de�niert
man die Relationen CE

Q � C
M
Q � CEM

Q durch

CE
Q �� �B�Q�� CM

Q �� ��TQ�C�T CEM
Q �� CE

Q � CM
Q �

Die Schreibweisen der Relationen sind in Anlehnung an die Notationen von �Broy �	�
und unserer Notation C � �B� der Mengeninklusion gew�ahlt worden� CE

Q ist die Ord�
nung des angelischen� CM

Q diejenige des d�amonischen� sowie CEM
Q diejenige des erratischen

Nichtdeterminismus� Man sieht schnell ein� da
 die Relationen CE
Q � C

M
Q und CEM

Q s�amt�
lich Pr�aordnungen sind� Obwohl die Ordnungseigenschaft f�ur beliebiges Q im allgemeinen
nicht erf�ullt ist� kann man mit dem bisher de�nierten relationenalgebraischen Formalismus
Aussagen zu den drei Arten des Nichtdeterminismus tre�en�

Wenn man f�ur die Semantikbeschreibung von Funktionen auf Relationen �ubergeht�
interessiert es� den Monotoniebegri� ebenfalls zu �ubertragen� Gem�a
 der drei Arten des
Nichtdeterminismus de�nieren wir folgende drei� sp�ater zu rechtfertigende Begri�e der Mo�
notonie von Relationen� die zun�achst als bestimmte� auf beliebige Relationen erweiterter
Ausschnitte der De�nitionsvarianten einer monotonen Funktion gem�a
 ����� erscheinen�

��
�� De�nition� SindQ�� Q�� R Relationen� wobei nur verlangt wird� da
Q�� Q� homogen
sind� dann hei
t

R bzgl� Q�� Q� angelisch monoton �
� QT

�R � RQT

� �

R bzgl� Q�� Q� d�amonisch monoton �
� Q�R � RQ��

R bzgl� Q�� Q� erratisch monoton �
� QT

�R � RQT

� und Q�R � RQ�� �
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Werden an Q�� Q� mehr Bedingungen gestellt� dann erh�alt man De�nitionsvarianten
mittels der leicht zu beweisenden Beziehung

Q� re�exiv� Q� Pr�aordnung �� �Q�R � RQ� 
� RQ� � Q�RQ���

Die folgende Behauptung erlaubt die Rechtfertigung der obigen Verallgemeinerungen
des Monotoniebegri�s und zugleich die Erl�auterung des Zusammenhangs zwischen der
Pr�aordnung des d�amonischen Nichtdeterminismus und dem Abschlu
 nach oben� Beides
gelingt n�amlich unter Verwendung des Terms syq�XT� ��� der f�ur Relationen die Darstellung
als mengenwertige Funktion� f�ur die die d�amonische Monotonie der RelationX bzgl� Q�� Q�

zum �ublichen Monotoniebegri� bzgl� Q�� C
M
Q�

wird� und f�ur Vektoren die entsprechenden
Punkte der durch CM

Q gebildeten Pr�aordnung bedeutet� die bezogen auf die Vektoren durch
den Abschlu
 nach oben bez�uglich Q in �ublicher Weise� siehe etwa �Broy �	�� gebildet wird�
Wir betrachten nur den d�amonischen Nichtdeterminismus� denn der angelische Fall ergibt
sich daraus mit Hilfe der Beziehung CM

QT � �CE
Q�

T und der erratische Fall ist die Konjunk�
tion aus angelischem und d�amonischem Fall�

��
�� Satz� Sind Q�� Q�� R� S Relationen� so da
 Q�� Q� homogen sind� dann gilt

Q�S � RQ� 
� Q�syq�S
T� �� � syq�RT� ��CM

Q�
�

Beweis� Man zeigt der Reihe nach�

Q�S � RQ� 
� Q�syq�S
T� ���T � syq�RT� ���TQ� f syq�XT� ���T � X g


� Q�syq�S
T� �� � �syq�RT� ���TQ��C�

T fSchr�oder��Aquivalenz g


� Q�syq�S
T� �� � syq�RT� �����TQ��C�

T� f syq�RT� �� Funktion g� �

��
�� Korollar� Sind Q�� Q�� R wie in ��
��� dann gilt�

R bzgl� Q�� Q� d�amonisch monoton 
� syq�RT� �� bzgl� Q�� C
M
Q�
monotone Funktion�

�

��
�� Korollar� Sind Q�R� S Relationen� wobei Q als homogen vorausgesetzt wird� dann
gelten die folgenden zwei Aussagen�

syq�RT� ��Tsyq�ST� �� � CM
Q 
� S � upcQ�R��

Q Pr�aordnung �� �syq�RT� ��Tsyq�ST� �� � CM
Q 
� upcQ�S� � upcQ�R��� �
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�� Relationenalgebraische Spezi�kation

kommunizierender Systeme

In der vorliegenden Arbeit wird die relationenalgebraische Sprache zur Beschreibung von
kommunizierenden Systemen verwendet� Nachdem die relationenalgebraischen Grundlagen
im vorangegangenen Kapitel dargestellt worden sind� dient dieses Kapitel dazu� weitere
Beschreibungsmittel bereitzustellen�

Da die Kommunikation zwischen Agenten mit Str�omen modelliert wird� wird eine re�
lationenalgebraische Charakterisierung des Strombereichs angegeben� Die Plausibilit�at der
Konstruktion wird neben dem Monomorphiebeweis nachgewiesen� indem sowohl die cpo�
Eigenschaft bez�uglich der Pr�a�xordnung� als auch die Eigenschaft� da
 sich jeder Strom als
Supremum der Menge seiner endlichen Pr�a�xe darstellen l�a
t� �uberpr�uft werden� Als Vor�
teil der gegebenen Charakterisierung des Strombereichs ergibt sich die rekursive Aufschrei�
bungsm�oglichkeit verschiedener� bei der Systembeschreibung h�au�g verwendeter Strom�
operationen�

In kommunizierenden Systemen werden Agenten zu Agentennetzen komponiert� Als
Kompositionsformen sind vor allem sequentielle Komposition� parallele Komposition und
R�uckkopplung gebr�auchlich� W�ahrend die sequentielle Komposition die �ubliche Hinterein�
anderschaltung von Agenten bezeichnet� wird die parallele Komposition als Form expliziter
Nebenl�au�gkeit mit Tupelbildung realisiert� Die R�uckkopplung bedeutet die R�uckf�uhrung
bestimmter Ausgabekan�ale� die die zu speisenden Eingabekan�ale von �au
eren Eingri�en
abschirmt� w�ahrenddessen die Ausgabe weiterhin auch nach au
en abgeliefert wird� Zur
Erg�anzung der relationenalgebraischen Sprache zur Systembeschreibung werden die Kom�
positionsformen als relationenalgebraische Funktionale dargestellt�

Ist die relationenalgebraische Spezi�kationssprache vorgestellt� stellt sich die Frage nach
der semantischen Fundierung� Die Verwendung der Spezi�kationssprache geht n�amlich da�
von aus� da
 die Darstellung von Agenten durch stromverarbeitende Relationen ausreicht�
um ein geeignetes denotationelles Modell zu erreichen� was die Absicht einer m�oglichst
einfachen Erweiterung des Ansatzes von Kahn auf den nichtdeterministischen Fall un�
terst�utzt� Zur Beantwortung der Fragestellung nach der semantischen Fundierung wird
eine geeignete operationelle Semantik eingef�uhrt� die auf die Durchf�uhrung von Berechnun�
gen in den jeweiligen Agentennetzen assoziierten nichtdeterministischen Daten�u
graphen
basiert� Diese operationelle Semantik entspricht dem denotationellen Modell von Mengen
stromverarbeitender Funktionen� Es wird gezeigt� da
 die �Ubereinstimmung des Modells
der uneingeschr�ankt verwendeten stromverarbeitenden Relationen mit der operationellen
Semantik nicht erreicht wird� Dieses Problem ist als Brock�Ackermann�Anomalie bekannt
und dient als Ausgangspunkt f�ur den in den n�achsten Kapiteln dargestellten Ansatz� der
ein denotationelles Modell mit stromverarbeitenden Relationen konstruieren wird�
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��� Relationenalgebraische Beschreibung von Str�omen

Bei der in diesem Abschnitt vorgeschlagenen relationenalgebraischen Charakterisierung
von Str�omen wird davon ausgegangen� da
 die Gesamtheit der Str�ome sowohl endliche�
als auch unendliche Sequenzen �uber einer bestimmten Grundmenge umfa
t� Damit ergibt
sich die Notwendigkeit� die in �Zierer ��� Berghammer� Schmidt ��� angegebene Methode
zur relationenalgebraischen Spezi�kation von Datentypen auf die Einbeziehung unendlicher
Objekte zu erweitern�

Grunds�atzlich treten unendliche Objekte im Zusammenhang mit rekursiv de�nier�
ten Bereichen auf� Zur relationenalgebraischen Charakterisierung solcher Bereiche ist in
�Zierer ��� ein bereichstheoretischer Mechanismus basierend auf dem Konzept des inver�
sen Limes vorgeschlagen worden� F�ur die Handhabung erweist sich jedoch die unendliche
Menge von Projektionen als unpraktisch� da recht leicht un�ubersichtliche Formulierungen
von Operationen auf rekursiven Datentypen� wie etwa

�
�rst� und

�
rest� bei Str�omen� ent�

stehen� Lieber m�ochte man eine endliche Zahl von Konstruktoren oder auch Destruktoren
verwenden�

In �M�oller ��� wird eine algebraische Spezi�kationsmethode f�ur Datentypen mit unendli�
chen Objekten angegeben� wobei man sich auf eine endliche Anzahl von Operationen �Kon�
struktoren bzw� Destruktoren� beschr�ankt� Wesentlich dabei ist die axiomatische De�nition
einer Ordnungsrelation auf dem betre�enden Datentyp� die in der Semantik einer Idealver�
vollst�andigung unterworfen wird� um unendliche Objekte dem Modell hinzuzuf�ugen� F�ur
den Strombereich ist in �Zierer ��� ������ bereits eine zu dem eben skizzierten Ansatz �ahnli�
che De�nition angegeben� Zun�achst wird die Pr�a�xordnung f�ur endliche Str�ome spezi�ziert
und dann einer Vervollst�andigung zur Pr�a�xordnung auf beliebigen Str�omen unterworfen�
deren De�nition der Potenzmengenkonstruktion �Verwendung symmetrischer Quotienten
etc�� �ahnelt�

In der vorliegenden Arbeit wird eine einfachere Methode bevorzugt� die auf Resultate
von �Park ��� zur�uckgeht� Dual zur Formulierung des Erzeugungsprinzips mittels klein�
ster Fixpunkte relationenalgebraischer Funktionale� mit der die endlichen Str�ome erhalten
werden� lassen sich durch Verwendung gr�o
ter Fixpunkte die Bereiche sowohl der unend�
lichen Sequenzen� als auch der endlichen und unendlichen Sequenzen modellieren� Damit
emp�ehlt sich die Berechnungsinduktion� hier allerdings bez�uglich gr�o
ter Fixpunkte von
relationenalgebraischen Funktionalen� als De�nitions� und Beweistechnik�

Die Darstellung der Charakterisierung des Strombereichs erfordert die Unterteilung in
Unterabschnitte� Zuerst wird die Beweismethode der Berechnungsinduktion an den Fall
relationenalgebraischer Funktionale angepa
t� Dann wird die relationenalgebraische Cha�
rakterisierung des Bereiches der endlichen und unendlichen Str�ome vorgestellt� die in den
weiteren Unterabschnitten genauer analysiert wird� Nachdem die Charakterisierung die
Vereinigung der endlichen und unendlichen Str�ome betri�t� k�onnen zwei Vektoren de��
niert werden� die die endlichen von den unendlichen Str�omen wieder trennen� Dabei wird
gezeigt� da
 die eingef�uhrte Pr�a�xordnung� wie erwartet� auf unendlichen Str�omen trivial
ist� d�h� wie eine Identit�atsrelation wirkt� Ferner wird der Monomorphienachweis gef�uhrt�
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der die Vollst�andigkeit der angegebenen relationenalgebraischen Spezi�kation des Strom�
bereichs aufzeigt� Ebenfalls steht der Nachweis im Vordergrund� da
 sich jedes Element
des Strombereichs als Supremum der in ihm enthaltenen endlichen Elemente ergibt� so
da
 der Strombereich nicht beliebige� sondern approximierbare Str�ome bezeichnet� Der
Spezialfall von Str�omen �uber einem Element� der dem geschlossenen nat�urlichen Zahlen�
strahl entspricht� f�uhrt zur De�nition der L�angenoperation von Str�omen� Zusammen mit
der Stroml�ange wird die Konkatenation betrachtet� Beide Operationen k�onnen ohne wei�
teres als gr�o
ter Fixpunkt eines relationenalgebraischen Funktionals in

�
rekursiver Auf�

schreibung� notiert werden� Dies ist nur eingeschr�ankt der Fall f�ur die Filteroperation�
die anschlie
end de�niert wird� denn es ergibt sich lediglich eine robust korrekte Formu�
lierung� derart da
 die Filteroperation auf unendlichen Str�omen nicht als Funktion wirkt�
sondern eine nach oben abgeschlossene Resultatmenge liefert� Zum Abschlu
 des vorliegen�
den Abschnitts wird ein Spezialfall einer wieder rekursiv aufschreibbaren Stromoperation
behandelt� Es wird eine Relation de�niert� die jeder Kette des Strombereichs deren Su�
premum zuordnet� Damit wird auch gezeigt� da
 die angegebene Charakterisierung des
Strombereichs� wie gew�unscht� eine cpo ergibt�

a� Berechnungsinduktion f�ur relationenalgebraische Funktionale

Die Berechnungsinduktion ist eine Beweistechnik� um Eigenschaften von extremen Fix�
punkten zu beweisen� In der Fassung von �Park ��� werden Fixpunkte lediglich monoto�
ner Funktionale betrachtet� die Stetigkeit wird im Gegensatz zu �Manna et al� ��� nicht
verlangt� Bekanntlich k�onnen die mit Berechnungsinduktion zu beweisende Eigenschaften
nicht beliebige Pr�adikate bezeichnen� sondern man schr�ankt die Eigenschaften auf soge�
nannte zul�assige Pr�adikate ein� Zul�assigkeit bedeutet� da
 das betre�ende Pr�adikat� das
von einer Kette erf�ullt wird� auch f�ur das Extremum der Kette gelten mu
� Anstelle der
Bezeichnung der Zul�assigkeit verwenden wir wie in �Park ��� die Ausdr�ucke stetig bei klein�
sten Fixpunkten bzw� costetig bei gr�o
ten Fixpunkten� um die Berechnungsinduktion f�ur
kleinste Fixpunkte und die f�ur gr�o
te Fixpunkte trennen k�onnen�

Ein Pr�adikat Q �uber Tupel von Relationen hei
t nun stetig genau dann� wenn gilt�

�Xi� aufsteigende Kette 
 �i�Q�Xi� �� Q�
S
iXi�

Wie in �Park ��� verlangen wir� da
 Q bez�uglich beliebiger Ketten stetig ist� denn die Fix�
punktiteration f�ur kleinste Fixpunkte monotoner Funktionale wird i�a� trans�nit durch�
gef�uhrt �Nelson ����

Die hier behandelten Fassungen der Berechnungsinduktion ber�ucksichtigen Pr�adikate
mit drei freien Variablen� da die im folgenden aufgestellten Eigenschaften mit dieser Va�
riablenanzahl auskommen� Es bedeutet keinen gro
en Aufwand� die Berechnungsinduktion
auf beliebig viele freie Variablen auszudehnen� Die Regel der Berechnungsinduktion im
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Falle kleinster Fixpunkte� die zuerst vorgestellt werden soll� lautet wie folgt�

�� Q stetig� F�G�H alle monoton�
�� Es gilt Q�O�O�O��
�� Unter der Annahme Q�X� Y� Z� l�a
t sich Q�F �X�� G�Y �� H�Z�� beweisen�

Dann gilt Q�inffX jF �X� � Xg� inffY jG�Y � � Y g� inffZ jH�Z� � Zg��

Gr�o
te Fixpunkte sind ein zu kleinsten Fixpunkten dualer Begri�� wenn die Ordnungs�
relation� das ist hier die auf Tupel von Relationen ausgeweitete Inklusion� transponiert
wird� Daher hei
t ein Pr�adikat P �uber Tupel von Relationen gerade costetig genau dann�
wenn gilt�

�Xi� absteigende Kette 
 �i�P �Xi� �� P �
T
iXi�

Wieder wird von den Ketten die Einschr�ankung auf Abz�ahlbarkeit nicht verlangt� Entspre�
chend lautet das Prinzip der Berechnungsinduktion f�ur gr�o
te Fixpunkte wie folgt�

�� P costetig� F�G�H alle monoton�
�� Es gilt P �L� L� L��
�� Unter der Annahme P �X� Y� Z� l�a
t sich P �F �X�� G�Y �� H�Z�� beweisen�

Dann gilt P �supfX jX � F �X�g� supfY jY � G�Y �g� supfZ jZ � H�Z�g��

Es f�allt auf� da
 wir f�ur die Notation von Fixpunkten relationenalgebraischer Funk�
tionale auf abk�urzende Schreibweisen wie �F bzw� 
F verzichtet haben� Dar�uberhinaus
werden anstelle von

S
und

T
� wie wir relationale Vereinigungen und Schnitte sonst no�

tieren� die Schreibweisen sup bzw� inf wie etwa in �Schmidt� Str�ohlein ��� gleichberechtigt
verwendet�

Es erhebt sich die Frage nach einfacheren Kriterien� nach denen Pr�adikate die Zul�assig�
keitsbedingung der Stetigkeit bzw� der Costetigkeit erf�ullen� Gem�a
 �Manna et al� ��� l�a
t
sich folgende Pr�adikatklasse als stetig identi�zieren�

Q�X� Y� Z� �
n�
i��

�i�X� Y� Z� � �i�X� Y� Z��

wobei
V
tats�achlich eine logische Konjunktion� n eine nat�urliche Zahl� ��i� eine Familie

stetiger Funktionale� sowie ��i� eine Familie monotoner Funktionale bezeichnen� Analog
zu Pr�adikaten �uber Tupel von Relationen fassen wir den Stetigkeitsbegri� als �uber belie�
bige Ketten gehend auf� Damit verschiebt sich das Problem des Stetigkeitskriteriums von
Pr�adikaten Q auf die Familie ��i� von Funktionalen� Wie in �de Roever ��� bemerkt� gibt
es jedoch f�ur die Stetigkeit von relationenalgebraischen Funktionalen ein syntaktisches Kri�
terium� Ein Funktional � hei
t syntaktisch stetig genau dann� wenn der Funktionalterm
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ausschlie
lich mit relationalen Konstanten� Vereinigung� Schnitt� Komposition und Trans�
position gebildet wird� d�h� kein Teilterm der Form T enth�alt eine freie Variable� Gem�a

den fundamentalen Regeln der Relationenalgebra ist � ein stetiges Funktional� wenn �
syntaktisch stetig ist�

Die Aussage von �Manna et al� ��� ergibt analog im Fall gr�o
ter Fixpunkte folgende
Klasse costetiger Pr�adikate�

P �X� Y� Z� �
n�
i��

�i�X� Y� Z� � �i�X� Y� Z��

wobei� analog zu oben� n eine� die logische Konjunktion
V
begrenzende nat�urliche Zahl�

��i� eine Familie costetiger Funktionale� sowie ��i� eine Familie monotoner Funktionale
darstellen� Wegen der Subdistributivit�at der Komposition bez�uglich Schnitten erh�alt man
bei der Betrachtung eines m�oglichen syntaktischen Kriteriums f�ur die Costetigkeit eines
Funktionals nicht dieselbe Bandbreite wie bei der Stetigkeit� Denn leider sind z�B� die
Totalit�atsbedingung XL � L und dual dazu die Surjektivit�atsbedingung LX � L i�a� nicht
costetig� da die nichttriviale Richtung L � XL bzw� L � LX auf der rechten Seite ein i�a�
nicht costetiges Funktional aufweist� In jedem Fall ist ein Funktional � costetig� wenn es
mit Konstanten� Schnitt� Vereinigung und Transposition gebildet wird� Ferner sind Terme
der Form !X costetig� falls ! eindeutig ist� und dual dazu die Terme der Form X!� falls
! injektiv� Immerhin sind damit die Pr�adikate XTX � Y bzw� XXT � Y � die f�ur den
Eindeutigkeits� bzw� Injektivit�atsnachweis eingesetzt werden� sehr wohl costetig� da die
linken Seiten nur monoton zu sein brauchen�

In den folgenden Unterabschnitten wird die Berechnungsinduktion an vielen Stellen
eingesetzt� Je nach Fall kommt sowohl eine Induktion f�ur kleinste Fixpunkte� als auch
eine Induktion f�ur gr�o
te Fixpunkte vor� Die angegebenen Beweise werden in einheitlicher
Form dargestellt� die wir zum Abschlu
 des Unterabschnittes �uber Berechnungsinduktion
nun beschreiben� Wir beginnen damit� den betre�enden Beweis als

�
Berechnungsinduktion

�uber P �X� Y� Z� � � � �� bzw�
�
�uber Q�X� Y� Z� � � � �� zu bezeichnen� Dabei steht P immer

f�ur eine Induktion gem�a
 gr�o
ter Fixpunkte �Induktionsanfang mit L�Tupel�� w�ahrend Q
die gelegentlich vorkommende Induktion gem�a
 kleinster Fixpunkte �Induktionsanfang mit
O�Tupel� anzeigt� Der eigentliche Beweis nimmt dann die folgende Gestalt an�

�� �Induktionsanfang��

�� Angenommen� es gelte �Pr�adikatsterm �Induktionsannahme��� dann folgt�

�Induktionsschlu
�

Folgende zwei Besonderheiten sind zu vermerken� In der Regel werden Induktionsanf�ange
neben der G�ultigkeitsfeststellung

�
� � � ist wahr� als trivial bezeichnet� wenn sich durch

Einsetzen des Anfangswertes in das zu beweisende Pr�adikat die Beziehung � � � � L bzw�
die Beziehung O � � � � ergibt� Die Anwendung der Induktionsannahme wird durch Unter�
streichung gekennzeichnet� f�ur jedes Pr�adikat ��X� Y� Z� � ��X� Y� Z� erh�alt im Indukti�
onsschlu
 der entsprechende Teilschritt die Form

�
� � ���X� Y� Z� � � � � � � ���X� Y� Z� � � ���



�
 �� Relationenalgebraische Spezi�kation kommunizierender Systeme

b� Konstruktion des Strombereichs

Ausgehend von der De�nition einer
�
Sequenz� von �Zierer ��� ������� die den Bereich der

endlichen Sequenzen beschreibt� wird analog dazu die relationenalgebraische Beschreibung
des Strombereichs� der zudem unendliche Sequenzen umfa
t� konstruiert� Der Strombereich
wird demnach im Prinzip durch Destruktoren� analog zum direkten Produkt� charakteri�
siert� wenn man vom leeren Strom als einzigen Konstruktor absieht� Der Ausgangsbereich�
�uber dem der Strombereich konstruiert wird� wird ohne explizites Lifting als triviale Ord�
nung konzipiert� wobei ausgenutzt wird� da
 ein unde�nierter Wert in der Relationenalge�
bra auch durch eine Nullzeile konzipiert werden kann� was vielfach als der Hauptvorteil der
Relationenalgebra bez�uglich der Modellierung partieller Funktionen angesehen wird� Die
triviale Ordnung des Ausgangsbereichs �au
ert sich sowohl in der Konzeption des leeren
Stroms� f�ur den die Destruktoren genau dann keinen de�nierten� also keinen Wert lie�
fern �vgl� �Str���� als auch in der De�nition der Pr�a�xordnung �siehe �Str���� Wie bereits
erl�autert� ist die wichtigste Erweiterung gegen�uber der De�nition von �Zierer ��� das Aus�
tauschen der Bildung kleinster Fixpunkte der beteiligten relationenalgebraischen Funktio�
nale� die f�ur die Modellierung des �endlichen� Erzeugungsprinzips steht� gegen die Bildung
gr�o
ter Fixpunkte� um nach �Park ��� zus�atzlich unendliche Str�ome zu erhalten�

����� De�nition� Ein relationales System ��� �� ��v� hei
t Strombereich genau dann�
wenn gilt�

�Str�� �T� � I� �T� � I� �T� � L�

�Str�� � � L�T � L�T ist Punkt�

�Str�� I � supfX jX � �T� � ���T � �X�T�g�

�Str�� v � supfX jX � �TL � ���T � �X�T�g�

�Str�� F�ur beliebige R�� S�� eindeutige R� und injektive S� gilt�

supfX jX � R��
T � R�X�Tg � supfX jX � �S� � �XS�g

� supfX jX � R�S� � R�XS�g � �

Gegen�uber den Spezi�kationen derselben Art in �Zierer ��� Berghammer� Schmidt ����
die Bereiche endlich erzeugter Sequenzen betre�en� ergibt sich ein Unterschied in �Str���
W�ahrend das Erzeugungsprinzip gew�ohnlich mit einer Aussage f�ur L modelliert wird� wird
hier die Identit�atsrelation charakterisiert� Allerdings wird in ������ii� die entsprechende
Aussage �uber L als Folgerung aus �Str�� nachgeliefert� Der Grund f�ur die Charakterisie�
rung der Identit�atsrelation liegt darin� da
 Pr�adikate der Form ��X� Y � � I nicht mit
Berechnungsinduktion gezeigt werden k�onnen� wenn ��L� L� � L gilt� so da
 bereits der
Induktionsanfang scheitert� Das erste Beispiel ist n�amlich die Aussage �Str�� selbst� bei
der das Pr�adikat X � I verwendet werden m�u
te� Ein weiteres� oft verwendetes Beispiel
ist die Eindeutigkeitsbedingung XTX � I� Anstelle der Identit�atsrelation wird in solchen
Pr�adikaten eine frische freie Relationenvariable eingesetzt� d�h� es ergibt sich ��X� Y � � Z
bzw� im Beispiel XTX � Y � und es wird eine sich demzufolge auf �Str�� abst�utzende
Berechnungsinduktion durchgef�uhrt�



��� Relationenalgebraische Beschreibung von Str�omen ��

Da �Str�� eine erhebliche Erweiterung gegen�uber den Spezi�kationen der Literatur
bez�uglich endlicher Str�ome darstellt� sind die Erl�auterungen zu dieser Bedingung in einer
eigenst�andigen� numerierten Bemerkung zusammengefa
t�

����� Bemerkung� Die Totalit�atsbedingung ist nicht costetig� wie bereits im vorigen
Unterabschnitt bemerkt� Dies betri�t insbesondere den Monomorphienachweis der Strom�
bereichskonstruktion� d�i� die Aussage� da
 Strombereiche �uber zwei zueinander isomor�
phe Ausgangsbereiche wieder zueinander isomorph sind� da sich weder die Totalit�at� noch
�dual dazu� die Surjektivit�at des angegebenen Isomorphismus zeigen lie
e� Ein Monomor�
phienachweis dient zur Feststellung der logischen Vollst�andigkeit der Bedingungen der be�
tre�enden relationenalgebraischen Charakterisierung� Es ergibt sich bei relationenalgebrai�
schen Charakterisierungen immer die Verp�ichtung� so viele Bedingungen wie n�otig und
so wenige Bedingungen wie m�oglich anzugeben� Die Bedingung �Str�� ist aber zielf�uhrend�
denn damit kann sp�ater in ����� tats�achlich die Monomorphie der angegebenen Charakte�
risierung des Strombereichs gezeigt werden�

Die Form der Bedingung �Str�� erinnert stark an die von �de Roever ��� und in
�Zierer ��� 	����� gestellte Bedingung an Projektionen �i unendlicher direkter Produkte�
da
 f�ur beliebige Ri� Si die folgende Beziehung gelten soll�

�y� �
T
iRi�

T

i ��
T
i �iSi� �

T
iRiSi�

Tats�achlich stellt �Str�� eine Einschr�ankung von �y� dar� Weil R� eindeutig und S� injek�
tiv sind� sind alle an �Str�� beteiligten Funktionale costetig� Damit aber ist es m�oglich�
den gr�o
ten Fixpunkt als Schnitt einer abz�ahlbaren Kette von Funktionaliterationen� an�
gewandt auf das Argument L� darzustellen� Es l�a
t sich in dieser Ausgangssituation leicht
zeigen� da
 �Str�� zu folgender Beziehung �aquivalent ist�

�
�
i��

Ri
�R���

i��T��
�
i��

�i�S�S
i
�� �

�
i��

Ri
�R�S�S

i
�

Dabei erscheint die Familie ��i��i�� als diejenige Familie von Projektionen� die in �Park ���
erforderlich ist� um die G�ultigkeit der Aussage A� � fhw�� w�� � � �i jwi�Ag� wenn A� den
gr�o
ten Fixpunkt eines bestimmten Funktionals bezeichnet� nachvollziehen zu k�onnen�

Mit der Forderung der Bedingung �Str�� sind wir in der Lage� f�ur alle im folgenden be�
handelten Funktionale die Totalit�at deren gr�o
ter Fixpunkte nachzuweisen� Unter anderem
k�onnen wir in ����	�i� die Existenz unendlicher Str�ome f�ur einen gegebenen Strombereich
verm�oge �Str�� zeigen� Ebenso l�a
t sich in �������ii� der Nachweis der Existenz gr�o
ter un�
terer Schranken von Ketten� d�i� die cpo�Eigenschaft nach ������� mit einem Beweis nach
�Str�� f�uhren�

Zusammenfassend gesagt� nehmen wir die Hinzunahme von �Str�� in Kauf� weil da�
durch� abgesehen von der Vollst�andigkeit der Spezi�kation� eine einfachere Handhabbar�
keit garantiert wird als etwa bei dem Ansatz von �Zierer ��� ������� Die Einfachheit der
Handhabung erweist sich in der Einsetzbarkeit einer durchgehenden De�nitions� und Be�
weismethode verm�oge Berechnungsinduktion� Als Vorteil l�a
t sich daher haupts�achlich die
daraus resultierende rekursive Aufsschreibungsm�oglichkeit von Stromoperationen nennen�
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Da sich die Beweise mit �Str�� f�uhren lassen� wenn die Aufteilung der Str�ome in end�
liche und unendliche Str�ome vorgenommen worden ist� wird die Bemerkung in dieser be�
weistaktischen Hinsicht im n�achsten Unterabschnitt� in ����
 fortgesetzt� In der genannten
Bemerkung wird auch noch einmal auf eine Rechtfertigung f�ur das Heranziehen gr�o�ter
Fixpunkte bei der angegebenen Konstruktion des Strombereichs eingegangen� �

Der nachfolgende Satz konstatiert die Konzeption der Gleichheit als komponentenweise
Gleichheit� �ahnlich zum direkten Produkt� liefert die Charakterisierung des Vektors L aller
Str�ome nach und zeigt� da
 die in �Str�� de�nierte Relation v tats�achlich eine Ordnung
ist� die als Pr�a�xordnung bekannt ist�

����� Satz� �i� I � �T� � ���T � ��T��

�ii� L � supfX jX � L� �X�Tg�

�iii� v ist eine Ordnung�

Beweis� Ad �i� � Dies folgt sofort aus �Str��� der Darstellung von I als gr�o
ter Fixpunkt�
Ad �ii� � Nach �Str�� folgt sofort L � L� � L�T� so da
 L bereits Fixpunkt des in der

rechten Seite der Behauptung enthaltenen Funktionals ist� Einen gr�o
eren Fixpunkt als L
selbst kann es jedoch nicht mehr geben und die Behauptung gilt�

Ad �iii� � Re�exivit�at wird leicht mit Hilfe von �i� und einer Berechnungsinduktion
�uber P �X� � X � I nachgewiesen� Ebenso einfach l�a
t sich die Antisymmetrie mit einer
Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � X � XT � Y nachweisen� Wir betrachten hier
stellvertretend nur den Beweis der Transitivit�at verm�oge des Pr�adikates P �X� � XX � X�

�� LL � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte XX � X� dann folgt�

��TL � ���T � �X�T����TL � ���T � �X�T��

� �TL�TL � �TL���T � �X�T� � ���T � �X�T����T � �X�T�

� �TL � ���T���T � �X�T� � �X�T���T � �X�T��

� �TL � ���T � �XX�T�

� �TL � ���T � �X�T� �

Daraus ergibt sich� wie gew�unscht� die Beziehung vv � v� �

c� Endliche und unendliche Str�ome

Die angegebene relationenalgebraische Charakterisierung des Strombereichs ber�ucksichtigt
sowohl endliche� als auch unendliche Str�ome� Dies wird in diesem Unterabschnitt genauer
analysiert� Dazu wird in der nachfolgenden De�nition der Vektor der endlichen Str�ome
eingef�uhrt� der sich gem�a
 dem Erzeugungsprinzip als kleinster Fixpunkt desjenigen rela�
tionenalgebraischen Funktionals konstuieren l�a
t� das in der Beschreibung des Vektors L

aller Str�ome enthalten ist� Die De�nition entspricht einer analogen in �Park ����
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����� De�nition� Eine Relation � hei
t Gesamtheit der endlichen Str�ome genau
dann� wenn gilt�

� � inffX j � �X�T � Xg� �

Damit stellt sich die Frage nach Darstellung der Gesamtheit der unendlichen Str�ome�
die au
erdem als nicht leer nachzuweisen ist� Wie in �Park ��� ist die Gesamtheit der unend�
lichen Str�ome der gr�o
te Fixpunkt des

�
konstruierenden� Funktionals� wenn der

�
Indukti�

onsanfang mit dem leeren Strom� fortgelassen wird� Neben der Existenz von unendlichen
Str�omen enth�alt der nachfolgende Satz Aussagen �uber die Auswirkung der Aufspaltung in
endliche und unendliche Str�ome auf die durch �Str�� charakterisierte Identit�atsrelation I�
Ferner wird das Verhalten der durch �Str�� eingef�uhrten Pr�a�xordnung auf unendlichen
Str�omen als korrekt festgestellt� Jeder Strom t� der gr�o
er oder gleich einem unendlichen
Strom s in der Pr�a�xordnung ist� ist schon gleich dem Strom s�

����� Satz� �i� � � supfX jX � X�Tg und � ist total�

�ii� I � L� � inffX j �T� � ���T � �X�T� � Xg�

�iii� I � L� � supfX jX � ��T � �X�Tg�

�iv� v � �TL � I�

Beweis� Ad �i� �
�
��� Dazu zeigt man

� � supfX jX � X�Tg � L

mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � � �X � Y �

�� � � L � L ist wahr�

�� Angenommen� es gelte � �X � Y � dann folgt sofort�

L� � Y �T � L� � �� �X��T � L� � ��T �X�T � � �X�T �

�
��� Es gilt supfX jX � X�Tg � inffX jX�T � Xg� Andererseits ist nach ����� gerade

� � inffX j � �X�T � Xg� Es gen�ugt daher zu zeigen� da


inffX j � �X�T � Xg � inffX jX�T � Xg�

Hierzu wird eine Berechnungsinduktion �uber Q�X� Y � � X � Y durchgef�uhrt�

�� O � O ist trivial�

�� Angenommen� es gelte X � Y � dann folgt�

� �X�T � � � Y �T

� � � Y �T f � eindeutig g

� Y �T f � � L�T � Y �T g �
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�
total�� �L � L wird� wie in ����� angek�undigt� mit �Str�� gezeigt�

�L � supfX jX � X�Tg � supfX jX � �TL � �Xg

� supfX jX � X�Tg � supfX jX � �Xg

� supfX jX � Xg � L�

Ad �ii� � Dazu wird eine Berechnungsinduktion �uber Q�X� Y � � I � LX � Y durch�
gef�uhrt�

�� I � LO � O ist wahr�

�� Angenommen� es gelte I � LX � Y � dann errechnet man�

I � L�� �X�T� � �I � L�� � �I � LX�T�

� �I � L�� � �I � �LX�T� � �I � �LX�T�

� �I � �TL� � �I � �TLX�T� � �I � �LX�T�

� �I � �TL� � �I � �LX�T�

� �T� � ���T � ��T � �LX�T�

� �T� � ���T � ��I � LX��T�

� �T� � ���T � �Y �T� �

Ad �iii� � Hierf�ur wird eine Berechnungsinduktion �uber

P �X� Y� Z� � X � LY � Z 
 Z � Y 
 Z � X

aufgestellt� wobei das Funktional G zu Y durch G�Y � � LY �T de�niert ist�

�� L � LL � L ist wahr� die �ubrigen Eigenschaften degenerieren zur trivialen Beziehung
L � L�

�� Angenommen� es gelte X � LY � Z 
 Z � Y 
 Z � X� dann folgen�

��T� � ���T � �X�T�� � LY�T

� ��T � �X�T � LY�T � ��T � ��X�LY ��T � ��T � �Z�T �

��T � �Z�T � �Z�T � LY �T �

��T � �Z�T � �T� � ���T � �Z�T� � �T� � ���T � �X�T� �

Ad �iv� � F�ur diese Aussage ben�otigen wir nur die Fixpunkteigenschaft von �� n�amlich
��T � �� siehe �i�� Daher kann die Berechnungsinduktion �uber dem Pr�adikat P �X� Y � �
X � �TL � Y durchgef�uhrt werden�

�� L � �TL � L ist trivial�
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�� Angenommen� es gelte X � �TL � Y � dann errechnet man�

��TL � ���T � �X�T�� � �TL � ��T � �X�T � ��TL � ��T � ��X��TL��T

� �T� � ���T � �Y �T� � �

����
 Bemerkung� �i� In der Erl�auterung von �Str�� in ����� ist der Aspekt au
er acht
gelassen worden� der mit der Existenz unendlicher Str�ome zusammenh�angt� wie die Ver�
wendung gerade gr�o�ter Fixpunkte f�ur die relationenalgebraische Charakterisierung des
Strombereichs begr�undet werden kann� wenn von der Motivation durch Ergebnisse von
�Park ��� abgesehen wird� Gew�ohnlich k�onnen in einem bereichstheoretischen Ansatz un�
endliche Elemente durch nichtstrikte Konstruktoren erhalten werden� und zwar reicht dabei
die Charakterisierung durch kleinste Fixpunkte aus�

In der angegebenen relationenalgebraischen Charakterisierung ist der append�Kon�
struktor von der Form app�X� Y � � XL�� �X�T�Y �T� und im zweiten Argument

�
strikt�

bez�uglich der relationalen Inklusion� falls X total ist� da dann app�X�O� � O gilt� Die
Verwendung gr�o
ter Fixpunkte resultiert� abgesehen von dem Nachweis in �Park ���� aus
der Beobachtung� da
 der append�Konstruktor

�
nicht strikt� bez�uglich der umgekehrten

Inklusion ist� denn es gilt i�a� app�X� L� � XL� �X�T 	� L�
Betrachten wir dazu ein Beispiel� Sei p ein Punkt� dann ergibt sich zun�achst

app�p�X� � p�T �X�T

und der unendliche Strom� der p unendlich oft enth�alt� lautet supfX jX � app�p�X�g �
Die Existenz dieses unendlichen Stroms l�a
t sich wie f�ur � sofort mit �Str�� nachweisen�
die Eindeutigkeit geht mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � XTX � Y durch�

Der unendliche Strom �uber dem Punkt p ist aber auch als

lubv�
S
i F

i���� mit F �X� � � � �p�T �X�T�

darstellbar� Dies ist tats�achlich eine Darstellung als kleinster Fixpunkt eines nichtstrik�
ten Funktionals� wobei anstelle der �ublichen Relationenordnung etwa die aus �Zierer ���
������ bekannte Ordnung � ist� die die Stromordnung auf stromliefernde Relationen kom�
ponentenweise ausdehnt� R � S 
� R � SvT� Suprema bez�uglich � haben genau
die Form lubv�

S
iXi�� siehe �Zierer ��� ������� Das verwendete Funktional F ist tats�achlich

nicht strikt� da bez�uglich � die konstante Funktion � das kleinste Element ist und i�a�
F ��� 	� � gilt� Leider ist die Ordnung � nicht so leicht beherrschbar wie die Inklusion ��
insbesondere ist nicht klar� ob die Totalit�atsbedingung bez�uglich � tats�achlich stetig ist�
was immerhin schon eine Existenzaussage bez�uglich Suprema von Stromketten erforderte�
Daher betonen wir erneut� eine Charakterisierung gem�a
 der Inklusion und einem Mecha�
nismus gr�o
ter Fixpunkte ausgew�ahlt zu haben� um die Behandlung von Stromoperationen
m�oglichst einfach zu erm�oglichen�

�ii� Der Vergleich der Form von �Str�� mit der von � nach ����	�i� oder mit der von
I�L� nach ����	�iii� zeigt auf� da
 �Str�� vor allem f�ur das Verhalten von Stromoperationen
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auf unendlichen Str�omen g�unstig einsetzbar ist� Daher ergibt sich etwa folgende Strategie
f�ur Totalit�atsnachweise von Relationen !� falls ! der gr�o
te Fixpunkt eines relationenal�
gebraischen Funktionals ist�

��� Zeige die Aussage� da
 !L � �TL gilt� Eine h�au�g angewandte Methode ist die�
zu beweisen� da
 !L Fixpunkt desjenigen Funktionals ist� durch das �TL als der kleinste
Fixpunkt bestimmt wird �Zierer ��� Berghammer� Schmidt ����

��� Verwende �Str�� um die rechte Seite der Beziehung !L � ! � supfX jX � �L��Xg
zu vereinfachen� so da
 die Aussage !L � �TL� wenn sie sich nicht sofort ergeben hat�
nunmehr mit einer Berechnungsinduktion nachweisbar ist� �

d� Monomorphie der Strombereichskonstruktion

Die Verp�ichtung nachzuweisen� da
 ein relationales System durch eine angegebene Menge
von Axiomen eindeutig bis auf Isomorphie charakterisiert wird� h�angt zusammen mit der
logischen Vollst�andigkeit einer relationenalgebraischen Spezi�kation� Hervorstechend ist
das Beispiel der Potenzmenge� bei der o�ensichtlich zwei mengentheoretische Prinzipien
�Extensionalit�at und Komprehension� zur monomorphen Charakterisierung der Element�
relation ausreichen� Im nachfolgenden Satz beweisen wir f�ur die Strombereichskonstruktion
die in ����� angek�undigte Behauptung� da
 die Axiome �Str�� mit �Str�� ausreichen� um
den Strombereich zu charakterisieren� Zur Veranschaulichung stellen wir zun�achst die Si�
tuation der im Monomorphiesatz enthaltenen Relationen in Abbildung ��� dar�

A�
�

A�

A�
�

A�

�

�

�

��

�
�

�����v�

��

!

�

���v�

��

�� ��

Abbildung ���� Monomorphie der Strombereichskonstruktion�

����	 Satz� Seien ���� ��� ���v��� ���� ��� ���v�� zwei Strombereiche� so da
 eine Bijektion
�bijektive Funktion� � existiert� f�ur die ����

T

� de�niert ist� Dann gibt es eine Bijektion
!� so da
 ���!� zu einem Isomorphismus zwischen den beiden gegebenen Strombereichen
wird�

! � supfX jX � �T� �� � �����
T

� � ��X�T� �g�

Beweis� Aus Symmetriegr�unden gen�ugt es nachzuweisen� da
 ! Funktion ist� denn durch
Vertauschung der Strombereiche wird die De�nition von ! in die einer Relation� die !T
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entspricht� umgewandelt� wenn dementsprechend die Bijektion � durch die neuerliche Bi�
jektion �T ersetzt wird�

�
eindeutig�� Dies geht mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � XTX � Y �

�� LTL � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte XTX � Y � dann folgt�

��T� �� � ����
T�T� � ��X

T�T� ����
T

� �� � �����
T

� � ��X�T� ��

� �T� L���
T

� L�� � ����
T�T� � ��X

T�T� ������
T

� � ��X�T� �

� �T� �� � ����
T��T� � ��X

TX�T� �

� �T� �� � ����
T

� � ��Y �
T

� � �

�
total�� Dazu zeigen wir !L � L in zwei Schritten� Zuerst behandeln wir die Aussage

!L � �T� L� indem gezeigt wird� da
 !L Fixpunkt desjenigen Funktionals ist� durch das �T� L
bestimmt wird�

�T� L � ���L � ��!L� � �T� L � �����
T

� �� � ��!�L

� �T� L � �����
T

� � ��!�
T

� �L

� �T� L��L � �����
T

� � ��!�
T

� �L � !L �

Mit �Str�� l�a
t sich die verbleibende Aussage !L � �T� L zeigen�

!L � supfX jX � ����
T

� � ��X�T� g � supfX jX � ��L � ��Xg

� supfX jX � ���L � ��Xg

� supfX jX � ��L � ��Xg � �T� L �

F�ur die Isomomorphieeigenschaften sind vier Beziehungen� f�ur jede Operation des
Strombereichs eine� zu zeigen� Dazu gen�ugt jeweils lediglich die Fixpunkteigenschaft von !�
so da
 nur f�ur die Beziehung zur Stromordnung v eine Berechnungsinduktion angewendet
werden mu
�

��� � !�� �

!�� � �T� ���� � �����
T

� � ��!�
T

� ���

� ��� � ��!�
T

� ��

� ��� � ��!L

� ��� � ��L � ��� � ��L � ��� �

��! � !�� � !�� � �T� ���� � �����
T

� � ��!�
T

� ��� � ��L � ��! � ��! �

��! � �� � ��! � ����
T

� �� � �����
T

� � ��!�
T

� �� � L���
T

� L�� � �� �

v�! � !v� � Dazu wird eine Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � X! � !Y
durchgef�uhrt �P ist costetig� da ! sowohl eindeutig� als auch injektiv ist��
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�� Aus der Bijektionseigenschaft folgt sofort L! � L � !L�

�� Angenommen� es gelte X! � !Y � dann errechnet man aus den zuvor bewiesenen
Beziehungen�

��T� L � ����
T

� � ��X�T� ��! � !�T� L � ����
T

� � ��X�T� �!

� !�T� L � ����
T

�! � ��X�T�!�

� !�T� L � �����
T

� � ��X!�
T

� �

� !�T� L � �!���
T

� � ��!Y �
T

� �

� !�T� L � �!���
T

� � !��Y �
T

� �

� !��T� L � ����
T

� � ��Y �
T

� ��

Damit sind alle Isomorphieeigenschaften von ! und die Monomorphie der angegebenen
Strombereichskonstruktion bewiesen� �

e� Spezialfall� Nat�urliche Zahlen

Str�ome �uber einem einelementigen Ausgangsbereich bilden einen Bereich� in dem die
nat�urlichen Zahlen als endliche Str�ome eingebettet werden� Verstehen sich unendliche
Str�ome als Grenzelemente von endlichen Str�omen� wie im n�achsten Unterabschnitt ge�
nau gezeigt werden kann� dann wird im Spezialfall des einelementigen Ausgangsbereichs
als einziger unendlicher Strom gerade das Grenzelement erhalten� das gew�ohnlich mit �
bezeichnet wird� Einerseits liefert die Betrachtung des so erhaltenen geschlossenen nat�urli�
chen Zahlenstrahl eine wichtige Analyse bez�uglich der gew�ahlten Charakterisierung des
Strombereichs� andererseits ist der Bereich des geschlossenen nat�urlichen Zahlenstrahls
n�otig zur Installierung einer L�angenoperation auf Strombereichen�

����� De�nition� Ein relationales System �S� z��� hei
t ein geschlossener nat�urlicher
Zahlenstrahl genau dann� wenn das davon abgeleitete relationale System �zT� ST� z���
ein Strombereich ist� �

Gem�a
 �Str�� kann anstelle z
T gerade STL gew�ahlt werden� Dies kommt daher� weil

die Identit�atsrelation auf einelementigen Bereichen gleich der Universalrelation L ist� und
somit w�are in der Schreibweise der Strombereiche die Beziehungskette � � �L � �T � �L
erf�ullt�

Der n�achste Satz fa
t die Eigenschaften des Spezialfalls des geschlossenen nat�urlichen
Zahlenstrahls zusammen� Es werden Darstellungen f�ur I� � und � angegeben� wobei ��
respektive �� sich auf den abgeleiteten Strombereich beziehen� siehe ����� und ����	�i��
Wir werden zeigen� da
 ein geschlossener nat�urlicher Zahlenstrahl h�ochstens ein unendli�
ches Element haben kann� d�h� � ist der den Zahlenstrahl abschlie
ende Punkt� Schlie
lich
erweist sich die Ordnung � als lineare Ordnung� so da
 die Bezeichnung Zahlenstrahl
gerechtfertigt ist�
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����� Satz� �i� I � supfX jX � zTz � STXSg und � � supfX jX � zTL � STXSg�

�ii� � � supfX jX � XSg ist Punkt� der mit � bezeichnet werde�

�iii� � ist lineare Ordnung�

Beweis� Jeder gegebene geschlossene nat�urliche Zahlenstrahl �S� z��� symbolisiert einen
Strombereich mit Operationen �� �� die der Bequemlichkeit halber als Abk�urzungen ein�
gef�uhrt werden� � � zT und � � ST �

Ad �i� � F�ur beide F�alle reicht es zu zeigen� da
 �X�T � ��T� dann folgt das Ergebnis
sofort aus den Strombereichsanforderungen �Str�� und �Str���

��T � zTz � STLS � STXS � �X�T �

Ad �ii� � Die Form von �� wobei � zum abgeleiteten Strombereich des Zahlenstrahls
geh�ort� bestimmt sich einerseits nach ����	�i� und andererseits nach dem eben bewiesenen
Resultat bez�uglich ��T� Ebenfalls nach ����	�i� ist � auch total� Da � ein Vektor ist� wie
leicht zu zeigen ist �Berechnungsinduktion �uber Q�X� � LX � X�� ist � ebenfalls ein Vek�
tor� Es verbleibt die Eindeutigkeit von � zu zeigen� Dazu wird eine Berechnungsinduktion
�uber P �X� Y � � XTX � Y durchgef�uhrt�

�� LTL � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte XTX � Y � dann folgt unmittelbar�

STXTXS � STY S � zTz � STY S �

Nach �i� erh�alt man demnach �T� � I� wie gefordert�
Ad �iii� � Dies geht mit einer Berechnungsinduktion �uber der Bedingung P �X� �

X �XT � L�

�� L � LT � L ist wahr�

�� Angenommen� es gelte X �XT � L� dann folgt�

zTL � STXS � Lz � STXTS � zTL � Lz � ST�X�XT�S

� zTL � Lz � STLS � zTL � Lz � zTz � L �

Damit folgt nach �i� das gew�unschte Ergebnis � ��T � L� �

Genauso wie wir �� bezogen auf nat�urliche geschlossene Zahlenstrahlen� mit � umbe�
zeichnet haben� werden wir die Notation � in diesem Fall durch N ersetzen� denn die endli�
chen Str�ome des abgeleiteten Strombereichs entsprechen genau den eingebetteten nat�urli�
chen Zahlen�
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f� Endliche Approximierbarkeit von Str�omen

Die Frage nach dem Ausschlu
 unerw�unschter unendlicher Elemente in der gew�ahlten re�
lationenalgebraischen Charakterisierung wird in ������ii� in dem wichtigen Spezialfall des
geschlossenen nat�urlichen Zahlenstrahls beantwortet� es kann h�ochstens ein� n�amlich das
erw�unschte Element geben� das nicht endlich erzeugt ist� F�ur den allgemeinen Strombereich
l�a
t sich der Ausschlu
 dar�uber aufzeigen� indem die endliche Approximierbarkeit aller Ele�
mente des Strombereichs aufgezeigt wird� Dies wird im n�achsten Satz schrittweise erledigt�
wobei ausgen�utzt wird� da
 lubQ�R� als Relation jedem Punkt x das Supremum der An�
wendung R�x� bez�uglich Q liefert� Es sei betont� da
 f�ur das Resultat des n�achsten keine
Kenntnis �uber die Gestalt von lubv�R� verlangt wird� die erst in �����
�ii� aufgedeckt wird�

������ Satz� Sei ��� �� ��v� ein Strombereich�

�i� v � inffX j��T � �X�T � Xg�

�ii� �vT � L��v � v und daher mav�R� � mav�R�v
T � L����

�iii� lubv�v
T � L�� � I� d�h� jedes Element des Strombereichs ist das Supremum seiner

endlichen Pr�a�xe�

Beweis� Ad �i� � Aus �Str�� folgt zun�achst v � inffX j �TL � ���T � �X�T� � Xg� Es
verbleibt nun nur noch� den Term auf der linken Seite der Ungleichung der Kompr�ahensi�
onsbedingung in denjenigen �uberzuf�uhren� der in der Behauptung angegeben worden ist�

�TL � ���T � �X�T� � ��TL � ��T� � ��TL � �X�T�

� ��L � ��T� � ��L � �X�T�

� ��T � �X�T

� ��T � �L�T �X�T

� ��T � �L�T � �X�T � ��T � �LL�T � �X�T

� ��T � �LL�T � �X�T � ��T � �L�T � �X�T

� ��T � �X�T �

Ad �ii� � Wir f�uhren eine Berechnungsinduktion �uber Q�X� � �vT � L��X � X durch�

�� �vT � L��O � O ist wahr�

�� Angenommen� es gelte �vT � L��X � X� dann folgt�

�vT � L�����T � �X�T�

� �vT � L����T � �vT � L���X�T

� ���T � �vT�T � L��T���T � ���T � �vT�T � L��T��X�T

� �� � ��vT � L��L��T � ��L � �vT � L��X�T

� �� � ��vT � L��L��T � ��vT�L��X�T

� �� � ��vT � L��L��T � �X�T �



��� Relationenalgebraische Beschreibung von Str�omen ��

L�a
t sich �vT � L��L � L nachweisen� dann folgt wegen �L � �L sofort die Indukti�
onsbehauptung� Tats�achlich gilt�

�vT � L��L � vT�L � �TL� � L��TL � L �

Ad�iii� � Aus �ii� folgt mav�v
T � L�� � �v � �TL�Bv � v� Damit erh�alt man�

lubv�v
T � L�� � mav�v

T � L�� �miv�mav�v
T � L��� � v �vvT � v � vT � I � �

g� Stromoperationen� L�ange und Konkatenation

Die angegebene Charakterisierung des Strombereichs hat als Stromoperationen lediglich
den Konstruktor des leeren Stroms� die Destruktoren

�
�rst� und

�
rest� und die Pr�a�xord�

nung de�niert� Es stellt sich die Frage� wie weitere� h�au�g gebrauchte Stromoperationen
eingef�uhrt werden k�onnen� Es stellt sich heraus� da
 f�ur Stromoperationen in Analogie zur
De�nition der Pr�a�xordnung durch �Str�� deren rekursiven Aufschreibungen� die die Form
der strukturellen Induktion einhalten� als relationenalgebraisches Funktional umgesetzt
werden k�onnen� um die Stromoperation selbst als gr�o
ten Fixpunkt zu erhalten�

In diesem Unterabschnitt betrachten wir als erste Beispiele die L�angenoperation� die
sich als Epimorphismus zwischen einem Strombereich und einem geschlossenen nat�urli�
chen Zahlenstrahl erweist� und die den bereits in ����
 angef�uhrten

�
append��Konstruktor

verallgemeinernde Operation der Konkatenation�

������ De�nition und Behauptung� �i� Seien ���� ��� ���v�� ein Strombereich und
�S�� z����� ein geschlossener nat�urlicher Zahlenstrahl� Die Relation $ hei
t Stroml�ange
genau dann� wenn gilt�

$ � supfX jX � �T� z� � ��XS�g�

�ii� $ ist ein surjektiver Homomorphismus vom Strombereich ���� ��� ���v�� auf den
abgeleiteten Strombereich von �S�� z������

�iii� ��$ � N� und ��$ ����

Beweis� Ad �ii� � Zun�achst zeigen wir� da
 $ eine surjektive Funktion ist�

�
eindeutig�� Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � XTX � Y �

�� LTL � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte XTX � Y � dann folgt�

�zT� �� � ST� X
T�T� ���

T

� z� � ��XS�� � zT� L���
T

� Lz� � ST� X
T�T� ��XS�

� zT� z� � ST� X
TXS� � zT� z� � ST� Y S� �

�
total und surjektiv�� Aus Symmetriegr�unden gen�ugt es die Totalit�at zu betrachten� Wir

zeigen $L � L in zwei Schritten� Zun�achst wird die Aussage $L � �T� L behandelt� indem
wir nachweisen� da
 $L Fixpunkt desjenigen Funktionals ist� durch das �T� L bestimmt wird�

�T� L � ��$L � �T� Lz�L � ��$S�L � $L �
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Mit �Str�� l�a
t sich die verbleibende Aussage $L � �T� L zeigen�

!L � supfX jX � ��XS�g � supfX jX � S�Xg

� supfX jX � ��Xg � �T� L �

Die Homomorphieeigenschaft wird �ahnlich wie im Monomorphiebeweis gezeigt� Es
gen�ugt jeweils die Fixpunkteigenschaft von $� so da
 lediglich bez�uglich v eine Berech�
nungsinduktion ausgef�uhrt werden mu
� An dieser Stelle sei daran erinnert� da
 der von
�S�� z����� abgeleitete Strombereich gerade �z�

T� ST� � z����� ist� Die Beziehung zwischen ��
und z�

T degeneriert zu ��L � $z�
T� da zwischen den Objektbereichen� �uber die die Strom�

bereiche konstruiert sind� lediglich L als einziger� und dann sogar surjektiver Homomorphis�
mus existiert� Da jedoch kanonische Relationen wie I und L aus Homomorphismensystemen
eliminiert werden� nennen wir nach dem Nachweis der Homomorphieeigenschaften $ selbst
anstelle von �L�$� Homomorphismus� Ferner lassen wir die erw�ahnte degenerierte Bezie�
hung au
er acht� da diese sich �uberdies als Folgerung aus der Beziehung zwischen �� und
ST� ergibt�

��$ � $ST� � $S
T

� � ��T� z� � ��$S��S
T

� � ��$S�S
T

� � ��$ �

��$ � z� � ��$ � ����
T

� z� � ��$S�� � L���
T

� Lz� � z� �

v�$ � $�� � Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � X$ � $Y �P ist costetig� da $
eindeutig ist��

�� L � L$ � $L � L ist wahr�

�� Angenommen� es gelte X$ � $Y � dann erh�alt man unter Verwendung der zuvor
aufgestellten Beziehungen�

��T� L � ����
T

� � ��X�T� ��$ � $zT� L � ����
T

� � ��X�T� �$

� $zT� L � ����
T

�$ � ��X�T�$�

� $zT� L � ���Lz� � ��X$S��

� $zT� L � ���LS� � ��$Y S��

� $zT� L �$S
T

� Y S� � $�zT� L � ST� Y S�� �

Ad �iii� � Wir zeigen nur ��$ � ��� da sich die verbleibende Beziehung analog er�
rechnen l�a
t� Zum Nachweis wird eine Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � X$ � Y
durchgef�uhrt�

�� L$ � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte X$ � Y � dann folgt�

X�T�$ � X�T� ��
T

� z� � ��$S�� � X�T� ��$S� � X$S� � Y S� �
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Da nach �ii� und ����	�i� die Beziehung ��$L � L gilt und �� nach ������ii� Punkt� also
eindeutig ist� gilt auch die Gleichheit� �

Der Punkt �iii� der vorstehenden Behauptung� da
 die Stroml�ange Endlichkeit bzw�
Unendlichkeit respektiert� belegt auch die Stetigkeit der Stroml�ange� und zwar unabh�angig
von der Betrachtung von Suprema lubv�R��

Analog zur vorstehenden Einf�uhrung wird zuerst die Konkatenationsoperation relatio�
nenalgebraisch formuliert und dann deren wichtigste Eigenschaften ermittelt� Insbesondere
kann in Punkt �ii� die Surjektivit�at ohne Verwendung von �Str�� nachgewiesen werden�
Bei Punkt �iii� ergibt sich der Zusammenhang der Konkatenation mit der Pr�a�xordnung�
deren Bezeichnung damit gerechtfertigt wird�

������ De�nition und Behauptung� �i� Seien ��� �� ��v� ein Strombereich und ��� ��
ein direktes Produkt� Die Relation conc hei
t Stromkonkatenation genau dann� wenn
gilt�

conc � supfX jX � ���TL � �� � ����T � ����T � ��T�X�T�g �

�ii� conc ist surjektive Funktion�
�iii� v � �Tconc und insbesondere �Tconc � �TL � I�

Beweis� Ad �ii� �
�
total�� Wir zeigen concL � L in zwei Schritten gem�a
 der Aufspaltung

L � �L � ��TL � ��TL� Zuerst wird die Aussage concL � ��TL behandelt� Dazu zeigen
wir zun�achst die Beziehung

��� ��TL � inffX j ��TL � ����T � ��T�X � Xg

mit einer Berechnungsinduktion �uber Q�X� Y � � X � �Y �

�� O � �O ist wahr�

�� Angenommen� es gelte X � �Y � dann folgt�

��TL � ����T � ��T�X � ��TL � ����T � ��T��Y

� ��TL � ��Y

� ���TL � �Y � �

Sodann ist zu zeigen� da
 concL Fixpunkt des in ��� aufgestellten Funktionals ist�

��TL � ����T � ��T�concL � ���TL � ���TL � ���L � ����T � ��T�concL�

� ���TL � ���TL � ��� � ����T � ��T�conc�T��L

� ���TL � ��L � ����T � ����T � ��T�conc�T�L

� concL �

Mit Hilfe von �Str�� l�a
t sich die verbleibende Aussage concL � ��TL beweisen�

concL � supfX jX � ���T � ����T � ��T�X�Tg � supfX jX � �L � �Xg

� supfX jX � ��L � ����T � ��T�Xg �
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Von hier aus zeigen wir die Beziehung

��TL � supfX jX � ��L � ����T � ��T�Xg

mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � X � �Y �P ist costetig� da � eindeutig
ist��

�� L � �L folgt aus der Totalit�at von ��

�� Angenommen� es gelte X � �Y � dann folgt�

��L � ����T � ��T�X � ��L � ����T � ��T��Y � ��Y �

�
eindeutig�� Dies erfordert eine Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � XTX � I � Y �

�� LTL � I � L � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte XTX � I � Y � dann folgt�

f�L��T � �T� � ���T�T � �XT���T�T � ��T��g

� f���TL � �� � ����T � ����T � ��T�X�T�g

� �L��T � �T����TL � ��

����T�T � �XT���T�T � ��T������T � ����T � ��T�X�T�

� �T� � ���T � �XT���T��T � ��T��X�T�

� I � ���T � �XTX�T�

� I � ���T � ��I � Y ��T�

� I � ���T � ��T� � ���T � �Y�T� � I � ��T� � ���T � �Y�T��

�
surjektiv�� Hier gen�ugt es� die Fixpunkteigenschaft von conc anzuwenden�

Lconc � Lf���TL � �� � ����T � ����T � ��T�conc �T�g

� L���TL � �� � L��T� � L�L � L

Ad �iii� � Der zweite Teil der Aussage ist eine unmittelbare Folgerung aus ����	�iv� und
aus der Aussage �Tconc � v� die wir mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � �
�TX � Y beweisen�

�� �TL � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte �TX � Y � dann folgt�

�Tf���TL � �� � ����T � ����T � ��T�X�T�g

� �TL � ���T � �T����T � ��T�X�T�

� �TL � ���T � ��TX�T�

� �TL � ���T � �Y �T� �
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Da ��Tconc � �TL�L � �TL � �v � �TL�L gilt �da conc total� und v � �TL core�exiv�
und damit eindeutig ist� gilt sogar die Aussage

�Tconc � �TL � v � �TL�

Zu zeigen verbleibt demnach die Gleichheit des Verhaltens bei endlichen Str�omen� d�i�
die Aussage �Tconc � �TL � v � �TL� Da sowohl die Fixpunkteigenschaft von conc� als
auch die von v gen�ugen� kann eine Berechnungsinduktion �uber dem Pr�adikat Q�X� �
�Tconc �XL � v �XL durchgef�uhrt werden�

�� �Tconc � OL � O � v � OL ist wahr�

�� Angenommen� es gelte �Tconc �XL � v �XL� dann folgt�

�Tconc � ��TL � �XL�

� �Tf���TL � �� � ����T � ����T � ��T�conc�T�g � ��TL � �XL�

� ��TL � ���T � ��Tconc�T�� � ��TL � �XL�

� �TL � ���T � ��Tconc�T � �XL�

� �TL � ���T � ���Tconc �XL��T�

� �TL � ���T � ��v �XL��T�

� �TL � ���T � �v�T � �XL�

� ��TL � ���T � �v�T�� � ��TL � �XL� � v � ��TL � �XL� � �

h� Robust korrekte Programmierung der Filteroperation

Die bisherigen Operationen wie L�ange und Konkatenation k�onnen mit der rekursiven Auf�
schreibung� damit meinen wir die Formalisierung als gr�o
ter Fixpunkt eines relationenalge�
braischen Funktionals� unver�andert beschrieben werden� Dies liegt daran� da
 jeder von der
Stromoperation gelesene Eingabewert die Ausgabe von mindestens einem Element bewirkt�
F�ur bestimmte Anwendungen m�ochte man aber auch Stromoperationen zur Verf�ugung ha�
ben� die unter bestimmten Bedingungen Reaktionen auf Eingabewerte unterdr�ucken� Als
wichtiges Beispiel ist die Filteroperation bekannt� die bei einem gegebenem Pr�adikat p aus
dem Eingabestrom die genau diejenigen Elemente� die p erf�ullen� ausgibt und die �ubri�
gen ignoriert� An diesem Beispiel soll gezeigt werden� da
 in dem vorliegenden Ansatz
zumindest eine robust korrekte De�nition der Stromoperation m�oglich ist�

������ De�nition und Behauptung� �i� Seien ��� �� ��v� ein Strombereich und p ein
Pr�adikat� Die Relation c��p� hei
t Filter bez�uglich p genau dann� wenn gilt�

c��p� � supfX jX � �T� � ���I � pL��T � �X�T� � ��pL � �X�g �

Wir nennen c� das zum Strombereich ��� �� ��v� zugeh�orige Filterfunktional genau dann�
wenn f�ur jedes Pr�adikat p die Anwendung c��p� ein Filter bez�uglich p ist�

�ii� Es gilt c��L� � I �unmittelbar nach �Str���� �
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Mit Hilfe von �Str�� und anderen Kni�en kann auch gezeigt werden� da
 jeder Filter
c��p� total ist� Jedoch ist kein Filter c��p� mit p 	� L eine Funktion� so da
 es keinen Sinn
macht� Homomorphieeigenschaften zu untersuchen� Hierzu wollen wir nun ein Beispiel ei�
nes Filters betrachten� an dem sich zeigen l�a
t� da
 in der vorstehenden De�nition eine
nur f�ur endliche Str�ome korrekte� aber immerhin eine robust korrekte Spezi�kation kon�
struiert worden ist� Robust korrekt bedeutet f�ur eine Relation� da
 ihr Abschlu
 nach oben
�ubereinstimmt mit demjenigen der nach einer Anforderungsspezi�kation zu erwartenden
Relation�

������ Behauptung� Sei ��� �� ��v� ein Strombereich mit zugeh�origem Filterfunktional
c�� dann gilt c��O� � �T� � �TL �

Beweis� Zun�achst gilt

c��O� � supfX jX � �T� � ��L � �X�g � supfX jX � �T� � �Xg �

Die Behauptung zeigen wir mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � X � �T��Y �

�� L � �T� � L ist wahr�

�� Angenommen� es gelte X � �T� � Y � dann folgt�

�T� � �X � �T� � ���T��Y � � ��T � ��T�� � �Y � �T� � �Y � �

Die robuste Korrektheit zeigt sich in diesem Beispiel� weil f�ur den Filter �uber O� d�h�
�uber dem Pr�adikat

�
falsch�� laut verbaler Spezi�kation die Funktion L�� d�h� konstant

leerer Strom� erwartet worden ist� Zwar gilt nun c��O� 	� L�� aber immerhin sind die
Beziehungen �I � L�� c��O� � �I � L��L� � �T� �Korrektheit auf endlichen Str�omen� und
upcv� c��O�� � upcv�L�� �robuste Korrektheit� erf�ullt�

Die Ursache� da
 sich bei Charakterisierungen von sogenannten nicht�zeitsynchronen
Stromoperationen� die wie die Filteroperation gewisse Eingaben ignorieren nur robust
korrekte Spezi�kationen ergeben� liegt darin� da
 unendliche Str�ome in Wirklichkeit mit�
tels dem unendlichen direkten Produkt ��i��i�� beschrieben werden� wie wir in ����� zur
Erl�auterung von �Str�� gezeigt haben� Das Ausblenden von Komponenten� wie es beim
Fortlassen von Eingabewerten n�otig wird� mu
 wegen der Striktheit des unendlichen di�
rekten Produkts mittels Setzung auf L geschehen� Das Auftreten von auf L lautenden
Komponenten zeigt sich auch an der Funktionaliteration der rekursiven Aufschreibung� da
der Anfangswert wegen der Herstellung eines gr�o
ten Fixpunktes ebenfalls gleich L ist�
Denn damit wird f�ur unendliche Eingabestr�ome der Ausgabestrom von Anfang an als un�
endliches L�Tupel angesetzt� so da
 bei normalerweise endlichen Ergebnissen nur garantiert
ist� da
 bis zu einem bestimmten Index kein L auftritt� w�ahrend alle �ubrigen Positionen
im unendlichen Ergebnisstrom mit L besetzt sind� Im Fall endlicher Eingabestr�ome f�uhrt
die wiederholte Anwendung von � auf den leeren Strom und somit auf den Abbrechfall�
sofern ein solcher angegeben worden ist� was die Korrektheit auf endlichen Eingabestr�omen
erkl�art�
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Weil wir in dem im folgenden Kapitel beschriebenen Ansatz ohnehin nur nach oben
abgeschlossene Relationen oder Relationen modulo Abgeschlossenheit nach oben betrach�
ten� kommen wir im allgemeinen wir mit der robust korrekten Spezi�kation von nicht�
zeitsynchronen Stromoperationen aus� Deshalb halten wir an der Bezeichnung des Symbols
c� als Filterfunktional fest� obwohl c� nur robust korrekte Filteroperationen erzeugt� Al�
lerdings erweist es sich f�ur sp�atere Anwendungen als relevant� wenigstens eine Methode der
Herstellung der korrekten Filteroperation zu betrachten� Im folgenden wird die M�oglich�
keit der Behebung des durch die nicht�zeitsynchrone rekursive Aufschreibung verursachten
Problems durch die Anwendung des le�Funktionals auf die rekursive Beschreibung am Bei�
spiel der Filteroperation besprochen� Die nachfolgende Behauptung zeigt formal zuerst die
Korrektheit des vorgeschlagenen Modi�kation des Filterfunktionals und sodann die robuste
Korrektheit des urspr�unglichen� rekursiv aufgeschriebenen Filterfunktionals�

������ De�nition und Faktum� Sei ��� �� ��v� ein Strombereich mit zugeh�origem Fil�
terfunktional c� und sei p ein Pr�adikat�

�i� Dazu de�nieren wir das korrekte Filterfunktional %c� wie folgt�

%c��p� � lev� c��p�� �

Wir nennen %c��p� auch korrekte Filteroperation �bez�uglich p��
�ii� Ferner wir de�nieren wir die Funktionale c�� und c�� wie folgt�

c���p� � inffX j �T� � ���I � pL��T � �X�T� � ��pL � �X� � Xg �

c���p� � supfX jX � ���I � pL��T � �X�T� � ��pL � �X�g �

�iii� Wegen c��p� � �TL � c���p� und c��p� � �TL � c���p� gilt

%c��p� � c���p� � lev� c���p�� �

weil c���p� mit einer Berechnungsinduktionen �uber Q�X� � XTX � I als eindeutig nach�
gewiesen werden kann und einen von c���p� verschiedenen Quellbereich besitzt�

�iv� Analog zu �Zierer ��� ������i�� gilt das folgende allgemeine Resultat f�ur jede Rela�
tion R�

R� eindeutig �� lev�R� � R�T� � �R��T � lev�R���
T� �

�v� Sei nun x ein Punkt mit x$ �� und dazu sei y mit y � x c���p� gegeben�
Angenommen� es g�abe nur endlich viele i � � mit x�i�pL � L� dann l�a
t sich ein

minimales j � � w�ahlen� so da
 f�ur alle i � j die Aussage x�i�pL � O gilt� dann folgt mit
j�maliger Expansion der Fixpunktde�nition von c���p�� Es gibt ein k mit � � k � j mit

y�k � x�j����T � x�j c���O��
T � x�j����T � L�T � x�j����T

Aus �iv� folgt somit

lev�y�
k� � lev�x�

j����T�

� x�j����T � lev�x�
j���L��T

� x�j����T � x�j���L��T � x�j����T � L��T
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Also ist lev�y�
k� total und durch k�malige Anwendung von �iv� folgt dies auch f�ur lev�y�

selbst�
Anderenfalls gibt es unendlich viele i � � mit x�i�pL � L� Dann gibt es zu jedem i � �

ein j�i� � i mit
x�j�i����j�i���T c���p� � x�j�i����i��T �

Daraus folgt
y �

�
i��

x�j�i����j�i���T c���p� �
�
i��

x�j�i����i��T

und y ist ein Punkt� wie man leicht nachweist� Deshalb gilt lev�y� � y und insbesondere
ist lev�y� total�

�vi� Gibt es eine Menge X von Punkten� so da
 die Beziehung
�
x�X

xTx � I � L� gilt�

dann ist nach �v� bewiesen� da
 nacheinander folgende Tatsachen gelten�

��� lev� c���p��L �
�
x�X

xTxlev� c���p��L �
�
x�X

xTlev�x c���p��L �
�
x�X

xTL � �TL �

��� lev� c���p��v � c���p�v � lev� c���p��L � c���p�v �

��� %c��p�v � c���p�v � lev� c���p��v � c���p�v � c���p�v � c��p�v �

Die letzte Aussage ��� zeigt die robuste Korrektheit der rekursiven Aufschreibung c��p��
�

Die eben vorgestellten Tatsachen gelten f�ur jede nicht�zeitsynchrone Stromoperation�
denn in �����	�v� ist lediglich die Fallunterscheidung� ob bei unendlichen Eingabestr�omen
endlich oder unendlich viele Eingaben durchgelassen werden� und nicht das Durchla
krite�
rium entscheidend� Aus dem in �����	�v� angegebenen Verfahren folgt auch die Korrektheit
der Modi�kation der rekursiv aufgeschriebenen Filteroperation durch die Anwendung des
le�Funktionals� Es wird genau der Strom der durchgelassenen Elemente berechnet� In der
Bereichstheorie wird der durch das le�Funktional erzwungene E�ekt lieber durch die ste�
tige Fortsetzung der monotonen� lediglich auf endlichen oder auch kompakten Elementen
des Strombereichs de�nierten Filteroperation c���p� mit Pr�adikat p erzielt� In nachfolgen�
der Bemerkung gehen wir kurz darauf ein� da
 die korrekte Filteroperation %c��p� mit der
stetigen Fortsetzung der

�
kompakten Filteroperation� c���p� �ubereinstimmt�

�����
 Bemerkung� �i� c���p� ist eindeutig �nach �����	�iii�� und monoton �verm�oge einer
Berechnungsinduktion �uber dem Pr�adikat Q�X� � vX � Xv� das der Eigenschaft der
d�amonischen Monotonie nach ��
�� entspricht�� Ferner gilt die Aussage c���p�L � �TL� d�h�
c���p� ist f�ur jeden endlichen Eingabestrom de�niert� verm�oge einer Berechnungsinduktion
�uber dem Pr�adikat Q�X� Y � � XL � Y �

�ii� c���p� ist ebenfalls d�amonisch monoton� denn man zeigt leicht die Behauptung
v c���p�v � c���p�� Daraus ergibt sich aber die d�amonische Monotonie von lev� c���p��
verm�oge der mit �����	�vi���� folgenden Beziehungskette

vlev� c���p�� � v c���p� � c���p�v � lev� c���p��v �
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Daraus folgt unmittelbar die Monotonie von %c��p�� %c��p� ist ferner eine Funktion� denn
leQ�R� ist f�ur jede Pr�aordnung Q und jede beliebige Relation R eindeutig und nach �i� und
�����	�vi���� ist lev� c��p�� auch total�

�iii� Nach dem in �����	�v� angegebenen Verfahren ist klar� da
 im Fall endlicher Aus�
gabe bereits ein endlicher Pr�a�x des unendlichen Stroms existiert� der die endliche Ausgabe
nun verm�oge c���p� herstellt� w�ahrend der Fall der unendlichen Ausgabe keine weiteren
Schwierigkeiten hervorruft� denn mittels der Existenz der Indextransformation �i�j�i� wird
erzielt� da
 jede Kette endlicher Str�ome� die den gegebenen unendlichen Strom x als Supre�
mum hat� durch c���p� auf eine Kette endlicher Str�ome mit Supremum x c���p� abgebildet
wird� Deshalb ist %c��p� auch stetig und setzt also wegen %c��p� � c���p� die Operation
c���p� stetig fort�
�iv� Mit der Stetigkeit von %c��p� steht damit auch letztlich die bereichstheoretische

Berechnungsinduktion zur Verf�ugung� um Aussagen der Form %c��p��� � %c��p���� wenn
�� und �� stetige Funktionen sind� Dabei tritt die in ����
�i� bzw� �Zierer ��� ������ de�
�nierte Ordnung � in Erscheinung� die die Stromordnung v des Zielbereichs auf Rela�
tionen erweitert� Bez�uglich der Ordnung � aus ����
�i� erweist sich das Pr�adikat Q mit
Q�X� � X�� � X�� als stetig� weil �� und �� auch bez�uglich der Ordnung � als ste�
tige Funktionen nachweisbar sind� Der Anfang der Berechnungsinduktion wird mit � als
kleinstes Element bez�uglich der Relationenordnung � geleistet� Das Funktional� �uber dem
der Induktionsschritt schlie
lich geleistet wird� ist exakt dasjenige von c���p� bzw� c��p�
analog zu der in ����
�i� f�ur den unendlichen Strom �uber dem Punkt p gef�uhrten Iteration�

�

i� Nachweis der cpo�Eigenschaft des Strombereichs

Zum Abschlu
 der Demonstration der Plausibilit�at der vorgeschlagenen relationenalgebrai�
schen Charakterisierung des Strombereichs fehlt der Nachweis� da
 die Pr�a�xordnung v
eine vollst�andige Halbordnung oder� wie man auch sagt� die Ordnung einer cpo ist� In die�
sem Unterabschnitt k�onnen wir zeigen� da
 der vorliegende Ansatz es sogar erlaubt� die
Supremumsbildung durch rekursive Aufschreibung wie eine gew�ohnliche Stromoperation zu
de�nieren� Entsprechend kann der Totalit�atsnachweis� der nichts anderes als einen Existenz�
beweis von Suprema darstellt� genauso wie f�ur die gew�ohnlichen Stromoperationen gef�uhrt
werden� Es gelingt deswegen die Supremumsbildung selbst und nicht lediglich eine robust
korrekte Variante durch rekursive Aufschreibung zu erfassen� weil mit der Supremumsbil�
dung wieder ein Beispiel einer zeitsynchronen Operation vorliegt� vgl� Bemerkungen im
vorhergehenden Unterabschnitt�

Zun�achst behandeln wir den der vorliegenden Arbeit zugrundeliegenden cpo�Begri��
Dazu formalisieren wir die Gesamtheit der Ketten in der Relationenalgebra� Es wird dabei
wie in der Potenzmengenkonstruktion eine Elementrelation� die wir � nennen und die als
Zielbereich gerade die Menge aller Ketten hat� axiomatisiert�

�����	 De�nition� Ein relationales System �Q� ��� in dem Q eine homogene Relation
darstellt� hei
t die Gesamtheit der Ketten bez�uglich Q genau dann� wenn gilt�



�
 �� Relationenalgebraische Spezi�kation kommunizierender Systeme

�Ch�� syq��� �� � I�

�Ch�� L� � L�

�Ch�� syq�RT� ��L � RL 
� RTR � Q �QT� �

Diese De�nition unterscheidet sich leicht von denjenigen derselben Art� die in �Zierer ���
Zierer ��� angegeben sind� Der Unterschied besteht auf der linken Seite in �Ch��� in der
nicht die Totalit�at von syq�RT� �� als Bedingung formuliert ist� und ferner in der Hin�
zunnahme der Bedingung �Ch��� Es zeigt sich jedoch in Punkt �i� der nachfolgenden Be�
hauptung� da
 sich aus der angegebenen Spezi�kation zumindest die erwartete Form der
Bedingung folgern l�a
t� Der Rest der Behauptung besteht aus n�utzlichen Eigenschaften
von �� die sich f�ur alle Spezi�kationen h�oherer Ordnung dieser Art� d�h� Spezi�kationen
verschiedener Gesamtheiten durch Elementrelationen� ergeben� siehe �Zierer ��� f�ur die Ge�
samtheit der gerichteten Mengen�

������ Behauptung� Sei �Q� �� die Gesamtheit der Ketten bez�uglich Q�

�i� Aus �Ch�� und �Ch�� folgt� syq�RT� ��L � L 
� R Kette�

�ii� Insbesondere ist �T eine Kette�

�iii� R Kette �� syq�RT� �� Funktion und R � syq�RT� ���T�

Beweis� Ad �i� �
�
��� Aus �Ch�� folgt L � syq�RT� ��L � syq�RT� ���TL � RL� Somit ist

R total� Andererseits gilt damit gerade auch die linke Seite syq�RT� ��L � RL von �Ch���
die somit zur verbliebenen Bedingung RTR � Q �QT f�uhrt�

�

�� Aus RTR � Q � QT folgt nach �Ch�� gerade syq�RT� ��L � RL� Da R total ist�

ergibt sich die zu zeigende Konsequenz syq�RT� ��L � L�
Ad �ii� � Nach �Ch�� ist syq���

T�T� ��L � IL � L� Es verbleibt nur noch� �i� anzuwenden�
Ad �iii� � Ist R Kette� dann ergibt sich nach �i� die Totalit�at von syq�RT� ��� Damit

erh�alt man den zweiten Teil der Aussage� syq�RT� ���T � R � syq�RT� ��L � R� Wegen
syq���RT�syq�RT� �� � syq��� �� ist syq�RT� �� schlie
lich eindeutig nach �Ch��� �

Es stellt sich die Frage� ob die angegebene Spezi�kation der Gesamtheit der Ketten mit
der mit �Ch�� und �������i� gebildeten �aquivalent ist� Dazu ist ein Punktebeweis n�otig� d�h�
ein Beweis f�ur Relationen aus der Kategorie REL� wie man nach folgenden Bemerkungen
einsieht� die sich auf Erfahrungen aus �Zierer ��� Zierer ��� Zierer ��� abst�utzen� Bezeichneb� die Gesamtheit der m�oglicherweise leeren Ketten� d�h� f�ur b� gelten �nach Ersetzung von
� durch b�� �Ch�� und �Ch�� in der Form� da
 auf der linken Seite syq�RT� b��L � L steht�
Der Vektor der nicht�leeren Mengen des Zielbereichs von b� wird dann gerade durch Lb�
dargestellt� Andererseits ist syq��� b�� diejenige Injektion� die die �nicht�leeren� Ketten in
die Gesamtheit der m�oglicherweise leeren Ketten einbettet� Bekanntlich wird jedoch ein
Punktebeweis ben�otigt� um Lb� � Lsyq��� b�� zu zeigen �

�
�� folgt sofort aus den Regeln f�ur

symmetrische Quotienten�� W�are die Gleichung Lb� � Lsyq��� b�� aber tats�achlich erf�ullt�
so zeigt man unmittelbar� da
 f�ur Relationen R mit RTR � Q � QT die linke Seite der
Bedingung �Ch�� gilt� wenn f�ur � die Spezi�kation mit �Ch�� und �������i� angenommen
worden ist�

RL � syq�RT� b��b�TL � syq�RT� b��syq�b�� ��L � syq�RT� ��L �
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Ferner zeigt man zur Umkehrung f�ur Relationen R mit RL � syq�RT� ��L und f�ur mit
�Ch�� und �������i� spezi�ziertes �� da
 syq�RT� ���T � R � syq�RT� ��L � R gilt� Dann
aber folgt�

RTR � �syq���RT�syq�RT� ���T � �syq��� ���T � ��T � Q �QT �

d�h� es gelingt� die Bedingung �Ch�� aus �Ch�� und �������i� zumindest in der Kategorie
REL der Relationen abzuleiten� Tats�achlich haben wir die mit �Ch�� mit �Ch�� angege�
bene Charakterisierung bewu
t so gew�ahlt� da
 m�oglicherweise leere Ketten mitbehandelt
werden k�onnen� die entstehen� wenn eine ausgeweitete

�
rest��Operation auf die Kette� die

nur aus dem leeren Strom besteht� angewendet wird�

Die Gesamtheit der Ketten �Q� �� kann nun benutzt werden� um die Form von Suprema
lubQ�R� von Ketten R durch lubQ��

T�� d�i� die Zuordnung von Ketten zu deren Suprema�
sofern vorhanden�

�
prototypisch� bestimmen zu lassen�

������ Behauptung� Sei �Q� �� die Gesamtheit der Ketten bez�uglich Q� Dann gilt�

R Kette �� lubQ�R� � syq�RT� ��lubQ��
T� �

Beweis� Sei R Kette� Nach �������iii� folgt daraus�

lubQ�R� � lubQ�syq�R
T� ���T� � syq�RT� ��lubQ��

T��

denn syq�RT� �� ist Funktion� so da
 der Faktor syq�RT� �� aus jedem Komplement her�
ausgezogen werden kann� �

Als n�achstes wird der cpo�Begri� behandelt� Da der Strombereich ein bekanntes Beispiel
f�ur eine kettenvollst�andige Ordnung ist �Kahn ���� verwenden wir den auf Ketten basierten
cpo�Begri� anstelle des in �Zierer ��� gebrauchten� der sich auf gerichtete Mengen abst�utzt�
Dies tun wir auch aus der Bequemlichkeit heraus� da
 sich mit der Kettenbedingung leichter
rechnen l�a
t als mit der Gerichtetheitsbedingung� die die Existenz eines direkten Produkts
erfordert� Die anschlie
end angegebene Fassung der De�nition des cpo�Begri�s wird mit
Bezug auf den lubQ�Prototyp lubQ��

T� formuliert� und eine Charakterisierung in der Art
von �Zierer ��� ������i�� wird daraufhin als Folgerung bewiesen�

������ De�nition und Behauptung� Sei �Q� �� die Gesamtheit der Ketten bez�uglich Q�
�i� Q hei
t vollst�andige Ordnung bzw� cpo �engl� complete partial order� genau

dann� wenn Q Ordnung ist und lubQ��
T� total ist�

�ii� Q ist genau dann cpo� wenn Q Ordnung ist und folgende Beziehung gilt�

R Kette �� lubQ�R�L � L

Beweis� Nur �ii� ist zu beweisen� Wir nehmen o�B�d�A� an� da
 Q Ordnung ist�
��� Sei Q sogar cpo� dann ist nach �i� die Relation lubQ��

T� total� Wir setzen weiter
voraus� R sei Kette� Nach ������ und �������i� ergibt sich somit�

lubQ�R�L � syq�RT� ��lubQ��
T�L � syq�RT� ��L � L �
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��� Angenommen� f�ur jede Kette R sei lubQ�R� total� Aber nach �������ii� ist die Re�
lation �T eine Kette� und somit ist lubQ��

T� nach Annahme total� Dies ist aber genau der
in �i� genannte cpo�Begri�� �

F�ur den Nachweis der cpo�Eigenschaft des Strombereichs ist die Gestalt der Zuordnung
von Ketten zu deren Suprema zu bestimmen� Diese kann wie etwa die Pr�a�xordnung selbst
durch eine rekursive Aufschreibung bestimmt werden� Diese Aufschreibung� die in der
anschlie
enden De�nition dargestellt wird� ist von der Struktur her derart �ahnlich zu der
durch �Str�� charakterisierten Identit�atsrelation� da
 wir die Bezeichnungsweisen E �!�P� I
in Analogie zu �� �� �� I gew�ahlt haben�

������ De�nition� Seien ��� �� ��v� ein Strombereich und �v� �� die Gesamtheit der Ket�
ten bez�uglich der Stromordnung v� dann de�nieren wir der Reihe nach die Relationen E �
!� P und schlie
lich I wie folgt�

E � �C�T�

! � �T��

P � syq��T�� ���

I � supfX jX � ET� � �!�T � PX�T�g� �

Dabei ist E derjenige Punkt� der die Kette� die nur aus dem leeren Strom besteht�
bezeichnet� ! ordnet der gegebenen Kette das erste Element jedes in der Kette enthalten
Stroms zu� w�ahrend P jedem in der gegebenen Kette enthaltenen Strom das erste Element
entfernt und die so entstandene� m�oglicherweise leere Kette zur�uckliefert�

Im nachfolgenden Satz wird nachgewiesen� da
 die Relation I tats�achlich die Gestalt
von lubv��

T� bestimmt� Da hierzu au
erdem die Totalit�at von I gezeigt wird� haben wir
den Existenznachweis f�ur Ketten des Strombereichs ebenfalls bew�altigt� siehe �����
�

������ Satz� Sei alles wie in �������

�i� lubv��
T� � I�

�ii� IL � L�

Bevor der Beweis des Satzes behandelt wird� wird eine Reihe von Lemmata bewiesen�
die sich vor allem mit den engeren Beziehungen zwischen den Kettenoperation E �!�P und
den gew�ohnlichen Stromoperationen �� �� � besch�aftigen�

������ Lemma� Sei alles wie in ������� Dann gelten�

vT� � � vT� � �vT v� � �TL � � v� � �TL � �v�

Beweis� Die Fixpunkteigenschaft von vT bzw� von v zeigt�

vT� � �L� � ���T � �vT�T��� � � � �vT�T� � � � �L � � � �L � � �

vT� � �L� � ���T � �vT�T��� � ��T� � �vT � �L � �vT � �L � �vT � �vT �

v� � ��TL � ���T � �v�T��� � �TL � � �

v� � ��TL � ���T � �v�T��� � �TL � �v �
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������ Lemma� Sei alles wie in ������� Dann gelten�

�i� �ET � �T�

�ii� �! � � � �TL�

�iii� ��Bv�T! � ��

Beweis� Ad �i� � Es gilt �ET � ���C�T�T � ���B�T� � �T�

Ad �ii� � Es gilt �! � ��T� � �v � vT�� � v� nach ������� Von hier aus zeigt man
mit der Fixpunkteigenschaft von v� da
 gilt� v� � ��TL � ���T � �v�T��� � �TL � ��

Ad �iii� � Es gilt ��Bv�T! � �vT
C�T��T� � vT� � � nach ������� �

������ Lemma� Sei alles wie in ������� Dann gelten�

�i� PL � �T�L � !L � ETL�

�ii� �P � �� � �TL�

�iii� ��Bv� � L�T � ���T��Bv��T und somit ��Bv�TP � ���Bv�T�

�iv� L � supfX jX � ETL � PXg � inffX j ETL � PX � Xg � supfX jX � PXg�

Beweis� Ad �i� � Um nach �Ch�� zu zeigen� da
 gerade syq��T�� ��L � �T�L gilt� gen�ugt
es folgende Beziehung herzustellen�

�T��T� � �T�v � vT�� � �Tf�TL � L� � ���T � ��v �vT��T�g� � v �vT �

Ad �ii� � Es gilt� da � eindeutig�

�P � �syq��T�� �� � ���T�B�� � �� � �� � �L � �� � �TL �

Ad �iii� � F�ur den ersten Teil der Aussage errechnet man�

��Bv� � L�T � ��Bv����T � �TL� � L�T

� ��B�v����T � ��B�v�TL���T f pL � Lq � pLq g

� ��B��v � �TL���T � ��B��TL���T f ������ und v�T � �T g

� ��B�v��T � �T�L�T f � ist eindeutig g

� �T�v�T � ���T��Bv��T �

Damit erh�alt man den zweiten Teil der Aussage unter Verwendung von �i�� woraus sich die
Beziehung P � �T�L � syq��T�� �� ergibt� wie folgt�

��Bv�TP � �vT
C�T��T�L � ��Bv�Tsyq��T�� ��

� vT�L � ��Bv�Tsyq�v
T
�T��v

T
��

� �vTL � ��Bv�Tsyq����T��Bv�T� ��Bv�T� f ������ g

� �L � ��Bv�Tf���T��Bv�TB��Bv�Tg

� �L�T � ��Bv��Tf���T��Bv�TB��Bv�Tg

� ����T��Bv�Tf���T��Bv�TB��Bv�Tg f erster Teil der Aussage g

� ���Bv�T �
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Ad �iv� � Die erste Gleichung der Aussage folgt aus �i� analog zum Beweis von ������ii��
F�uhrt man die Relation K ein� f�ur die KT � inffX j ET � PX � Xg gilt� dann l�a
t sich
analog zum Beweis von ����	�i� die zweite und verbleibende Gleichung der Aussage mit
einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � KTL �X � Y zeigen� �

Beweis von ������� Ad �i� � Wir zeigen lubv��
T� � I in zwei Teilen gem�a


lubv��
T� � lev�mav��

T�� � mav��
T� �miv�mav��

T�� �

�
I � mav��

T��� Dazu zeigt man die dazu �aquivalente Beziehung

� I � v �

die mit Hilfe der Schr�oder��Aquivalenzen hergestellt werden kann� Daher wird eine Berech�
nungsinduktion �uber P �X� Y � � �X � Y durchgef�uhrt�

�� �L � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte �X � Y � dann folgt�

��ET� � �!�T � PX�T��

� �ET� � ��!�T � �PX�T�

� �T� � ��� � �TL��T � ��� � �TL�X�T� f �������i�&�ii�� �����	�ii� g

� �TL � ���T � ��X�T�

� �TL � ���T � �Y �T� �

�
I � miv�mav��

T���� Dazu zeigt man hier die dazu �aquivalente Beziehung

��Bv�TI � vT �

Der Beweis erfolgt mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � ��Bv�TX � Y �

�� ��Bv�TL � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte ��Bv�TX � Y � dann folgt�

��Bv�T�ET� � �!�T � PX�T��

� L� � ���Bv�T!�T � ��Bv�TPX�T�

� L� � ���T � ���Bv�TX�T� f �������iii�� �����	�iii� g

� L� � ���T � �Y �T�

Ad �ii� � Wir zeigen IL � L in zwei Schritten gem�a
 der in �����	�iv� vorgenommenen
Aufteilung des Pr�adikats L aller Ketten eines Strombereichs� Zuerst behandeln wir die
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Aussage IL � inffX j ETL � PX � Xg� indem wir zeigen� da
 IL Fixpunkt des in der
rechten Seite enthaltenen Funktionals ist�

ETL � PIL � ET�L � �!L � PIL�

� ET�L � �! � PI�T��L

� ET�L � �!�T � PI�T�L � IL �

Mit Hilfe von �Str�� l�a
t sich die verbleibende Aussage IL � supfX jX � PXg beweisen�

IL � supfX jX � !�T � PX�Tg � supfX jX � �L � �Xg � supfX jX � !L � PXg � �

�����
 Korollar� Unter den Voraussetzungen von ������ folgt�

�i� Die Stromordnung v ist eine cpo�

�ii� R Kette �� lubv�R� � syq�RT� ��I�

Beweis� Ad �i� � Aus ������ folgt unmittelbar lubv��
T�L � IL � L� Also ist lubv��

T�
total� Nach ������iii� ist die durch �Str�� de�nierte homogene Relation v Ordnung� Insge�
samt ist daher laut �������i� die Stromordnung v cpo�

Ad �ii� � Da v Ordnung ist� ist lubv��
T� eindeutig� Damit folgt aus beiden� in ������

gezeigten Aussagen die Darstellung lubv��
T� � I� Aus dieser Darstellung ergibt sich un�

mittelbar nach ������ die Behauptung�

R Kette �� lubv�R� � syq�RT� ��lubv��
T� � syq�RT� ��I � �

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Stromordnung� deren Nachpr�ufung wir fortlassen�
wird im nachfolgenden Faktum festgestellt�

�����	 Faktum� Aufgrund der De�nition der Stromordnung durch �Str�� als rekursive
Aufschreibung l�a
t sich durch komponentenweise Betrachtung best�atigen� da
 die Strom�
ordnung sogar eineWohlordnung ist� d�h� jede absteigende Kette von Str�omen wird nach
endlich vielen Gliedern station�ar� �

��� Die Kompositionsformen kommunizierender Systeme

Nachdem die Charakterisierung von Str�omen und Stromoperationen dargestellt worden
ist� stellt dieser Unterabschnitt relationenalgebraische Mittel zur Beschreibung kommuni�
zierender Systeme durch Agentennetze bereit� Agenten oder auch Komponenten k�onnen
sowohl mehrere Eingabe�� als auch mehrere Ausgabekan�ale besitzen� Da jeder Kanalinhalt
durch einen Strom modelliert wird� werden Agenten als Relationen auf Stromtupel darge�
stellt� Dasselbe Darstellungskonzept l�a
t sich f�ur Agentennetze unge�andert �ubernehmen�
da Agentennetze selbst als Beschreibungsmittel f�ur Agenten verwendet werden �hierarchi�
sche Beschreibung von Agenten�� Als Operatoren f�ur die Komposition von Agentennetzen
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betrachten wir sequentielle Komposition� parallele Komposition und R�uckkopplung� die in
der Relationenalgebra ausgedr�uckt werden�

Zur beabsichtigten Modellierung von Quell� bzw� Zielbereichen von Agenten gelan�
gen wir vom Strombereich zum allgemeineren Begri� des Stromverarbeitungsbereichs� Wir
verzichten jedoch auf eine ausf�uhrliche Charakterisierung durch ein relationales System�
stattdessen betrachten wir stellvertretend lediglich die Ordnung eines Stromverarbeitungs�
bereichs�

����� De�nition und Faktum� �i� v hei
t Ordnung eines Stromverarbeitungsbe�
reichs genau dann� wenn es ein relationales System ���� ��� ���v�� und Relationen �� ��v�

gibt� die folgenden Bedingungen gen�ugen�

� ��� �� ist ein direktes Produkt� so da
 v � �v��
T � �v��

T gilt�

� ���� ��� ���v�� ist ein Strombereich�

� v� ist entweder wieder Ordnung eines Stromverarbeitungsbereiches oder ein einele�
mentiger Bereich� d�h� es gilt v� � I � L�

�ii� Jede Ordnung v eines Stromverarbeitungsbereichs ist eine cpo�
�iii� Jede Ordnung v eines Stromverarbeitungsbereichs ist als Produkt von Wohlord�

nungen wieder eine Wohlordnung� �

In Punkt �i� der vorstehenden De�nition und Behauptung ist der Fall des trivialen
Stromverarbeitungsbereichs ausgeschlossen� denn wegen O 	� L kann der Strombereich
�uber der leeren Menge� der dann aus dem einzigen Element des leeren Stroms bestehen
w�urde� nicht gebildet werden� Dies bedeutet� da
 jeder Agent mindestens einen Eingabe�
und mindestens einen Ausgabekanal besitzen mu
� was keine Einschr�ankung f�ur die Be�
trachtungen dieser Arbeit bedeutet�

Um den Punkt �ii� einzusehen� betrachten wir die Gesamtheit �v� �� aller Ketten von
v� Aus einer in �Zierer ��� ������ errechneten Beziehung folgt

lubv��
T� � lubv���

T���T � lubv���
T���T bzw� lubv��

T�L � lubv���
T��L � lubv���

T��L �

Es l�a
t sich leicht zeigen� da
 �T� und �T� Ketten bez�uglich v� bzw� v� sind� Weil mit
�����
�i� die Pr�a�xordnung v� eine cpo ist� ist lubv���

T�� total� Ferner ist v� eine cpo�
entweder weil der einelementige Bereich trivialerweise eine ist� oder weil dies �innerhalb
einer strukturellen Induktion� durch Induktionsannahme gefordert wird� so da
 lubv���

T��
ebenfalls total ist� Dies zeigt die Totalit�at von lubv��

T� und die cpo�Eigenschaft eines
Stromverarbeitungsbereichs�

Die Ordnung eines Stromverarbeitungsbereichs werden wir ab sofort immer mit v be�
zeichnen� so wie die Konstanten O� I� L einen stillschweigenden Kontext voraussetzen� Da
v damit als die selbstverst�andliche Ordnung erscheint� lassen wir dar�uberhinaus bei den
speziellen Funktionalen wie le� lub� etc� den Index v weg� wenn tats�achlich Bezug auf einen
Stromverarbeitungsbereich genommen wird�
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Da jeder Stromverarbeitungsbereich eine cpo ist� l�a
t sich f�ur die Bildung von kleinsten
Fixpunkten gewinnbringend der Fixpunktsatz monotoner Funktionen auf kettenvollst�andi�
gen Bereichen einsetzen� den wir anschlie
end behandeln� Dabei ist es f�ur sp�atere Anwen�
dungen notwendig� die Gesamtheit der monotonen Funktionen durch relationenalgebraische
Spezi�kation einzuf�uhren� Wir formulieren dabei den monotonen Funktionenraum und den
Fixpunktsatz monotoner Funktionen f�ur allgemeiner gegebene Ordnungsrelationen und ge�
ben dann die Spezialisierung des Fixpunktsatzes auf Stromverarbeitungsbereiche an�

����� De�nition und Faktum� �i� Seien Q�� Q� zwei homogene Relationen� zu denen
die Relationen �� �� �M gegeben sind� Das relationale System ��� �� �M� hei
t der Raum
der bzgl� Q�� Q� monotonen Funktionen oder kurz der �bzgl� Q�� Q�� monotone
Funktionenraum genau dann� wenn gilt�

�MS�� ��� �� ist ein direktes Produkt� so da
 �T�M und �T�M de�niert sind�

�MS�� syq��M � �M� � I�

�MS�� syq�RT� �M�L � L 
� RTR � ���T � ��T� � ��Q��T � �Q��
T� 
 R� � L�

�ii� Sei Q eine cpo mit monotonem Funktionenraum ��� �� �M�� so da
 � � � de�niert
ist� Dann gilt f�ur jedes R�

syq�RT� �M�L � leQ�R�� � ���L �

�iii� Ist v die Ordnung eines Stromverarbeitungsbereichs mit monotonem Funktionen�
raum wie in �ii�� dann gilt f�ur jedes R die Beziehung syq�RT� �M�L � le�R�� � ���L� �

Die folgenden Bemerkungen beziehen sich auf die vorangegangene De�nition und den
dazu aufgestellten Behauptungen�

In �MS�� charakterisiert der Ausdruck RTR � � ��T � � ��
T mit  i�fI� Qig diejeni�

gen Relationen S mit ST �S �  �� Darunter fallen sowohl die Eindeutigkeits�� als auch die
Monotoniebedingung nach ������ Die Bedingung R� � L stellt schlie
lich die Totalit�atsfor�
derung dar�

In �ii� geht man davon aus� da
 R eine Relation mit irgendeinem Quellbereich X und
mit einem Zielbereich von der Form A�A darstellt� Wann immer die Tupelmenge R�x� eine
monotone Funktion ergibt �

�
syq�RT� �M�L��� gibt es einen kleinsten Fixpunkt� der durch

den Ausdruck leQ�R�� � ��� berechnet wird� Dies ist genau der bekannte Fixpunktsatz
monotoner Funktionen auf kettenvollst�andigen Ordnungen� siehe etwa �Nelson ���� Der
Beweis der Behauptung l�auft darauf hinaus� den zu glbQ� �� siehe dazu ������ analogen
Ausdruck glbQ�R�� � maQ����� durch eine trans�nite Funktionsiteration zu berechnen� so
da
 das Analogon des Fixpunktsatzes ����
 angewendet werden kann� Falls R jedoch kein
Vektor ist� ben�otigt man dazu� da
 der Quellbereich X vollst�andig als eine Menge von
Punkten in der jeweiligen Relationenalgebra realisiert ist� weil die jeweils zu iterierende
Funktion durch den Ausdruck LpR f�ur einen Punkt p aus dem Quellbereich von R fest
auszuw�ahlen ist� wir vertiefen dies nicht weiter�

Der Punkt �iii� ist lediglich die logische Konsequenz aus der Feststellung� da
 jeder
Stromverarbeitungsbereich eine cpo ist�
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Der Rest des Unterabschnittes ist der relationenalgebraischen Formulierung der Kombi�
natoren f�ur Agentennetze gewidmet� Die betrachteten Kombinatoren sind �uberblicksartig
in Abbildung ��� skizziert�

�� ��

R � S

SR

�
�

�
�

S

R

RkS

� � �
�� R

�R

Abbildung ���� Kompositionsformen �� k� ��

Die sequentielle Komposition� die die Hintereinanderschaltung von Agenten vornimmt�
wird einfach durch die relationale Komposition dargestellt�

����� De�nition� Seien R und S zwei Relationen� so da
 die Komposition RS de�niert
ist� Der Ausdruck R�S hei
t die sequentielle Komposition von R und S genau dann�
wenn gilt�

R�S � RS � �

F�ur die parallele Komposition� die das Nebeneinanderlegen von Agenten bedeutet� ist
die Einbeziehung von direkten Produkten n�otig�

����� De�nition� �i� Sind zu R und S zwei direkte Produkte ���� ��� und ���� ��� gegeben�
dann hei
t RkS die parallele Komposition von R und S genau dann� wenn gilt�

RkS � ��R�
T

� � ��S�
T

� �

�ii� Man sagt� eine Relationenalgebra erlaubt parallele Komposition� genau dann�
wenn f�ur je zwei Relationen R und S zwei direkte Produkte existieren� so da
 RkS gebildet
werden kann� �

Der Punkt �ii� der vorstehenden De�nition ist f�ur die Verwendung als Voraussetzung
des nachfolgenden Resultats hinzugef�ugt worden� Dieser Punkt ist keine zu harte For�
derung� denn die Kategorie REL der Relationen erf�ullt die angegebene Bedingung� Der
verwendete Ausdruck�

�
parallele Komposition zu erlauben�� k�onnte durch die kategorielle

Wendung� eine Relationenalgebra
�
habe direkte Produkte�� ersetzt werden� weil die ge�

nannte Bedingung �aquivalent ist mit derjenigen� die besagt� da
 zu je zwei Relationen R
und S ein relationales Produkt ��� �� derart existiert� da
 R�T � S�T de�niert ist� Diese
Begri�sersetzung erscheint jedoch kritisch� da� trotz der �Ahnlichkeit der direkten Produkte
mit Produkten etwa in der Kategorie der Mengen� in Wirklichkeit die direkte Summe das
kategorielle Produkt in einer als Kategorie aufgefa
ten Relationenalgebra ist�
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Wenn dem direkten Produkt die �ubliche Interpretation durch das kartesische Produkt
unterlegt wird� ist die parallele Komposition aus der sequentiellen Komposition zweier
parallel komponierter Faktoren herausziehbar� so da
 eine parallele Komposition zweier
sequentiell komponierter Agenten entsteht� In der in der vorliegenden Arbeit betrachte�
ten Modellvorstellung kommunizierender Systeme wird lediglich asynchrone Kommunika�
tion �uber unbeschr�ankt gepu�erte Kan�ale betrachtet� weswegen das angesprochene Re�
sultat nicht �uberrascht� Interessant ist die Tatsache� da
 das Resultat nicht ohne weite�
res relationenalgebraisch bewiesen werden kann� denn die Subdistributivit�at der relatio�
nalen Komposition gegen�uber Schnitten erlaubt nur die Herstellung einer von den bei�
den m�oglichen Inklusionen� Dieser relationenalgebraische Sachverhalt kann zum Ausgangs�
punkt einer Untersuchung gemacht werden� die sich mit der Modellierung der parallelen
Komposition f�ur Systeme mit einem gemeinsamen Speicher �engl� shared�state systems�
besch�aftigt� weil f�ur solche Systeme die Herausziehbarkeit der parallelen Komposition
im allgemeinen nicht gilt �Schmidt ���� In der Veri�kationspraxis wird aber dennoch die
Aussage� in der die Gleichheit gilt� bevorzugt� auch wenn die zus�atzliche Forderung der
sicheren Zerlegbarkeit oder der kon�iktfreien Komponierbarkeit �engl� safe decompositi�
on �Elrad� Francez ��� bzw� con�ict�free composition �Janssen et al� ���� erhoben werden
mu
� Diese Forderung besagt� da
 f�ur die sequentiellen Komponenten �

�
Schichten� oder

engl�
�
layers��� die immer aus einer parallelen Komposition fest gew�ahlter L�ange bestehen�

die sogenannte Abgeschlossenheit der Kommunikation �engl� communication�closed layers
�Elrad� Francez ���� gew�ahrleistet sein mu
� Jede parallele Komponente einer Schicht darf
nur mit derjenigen parallelen Komponente der benachbarten Schicht kommunizieren� die in
der parallelen Komposition an derselben Position steht� Seine Bedeutung hat das Prinzip
der communication�closed layers dadurch erhalten� da
 es f�ur die Anwendung bei Veri��
kationen zum Ausgangspunkt von kompositionalen Beweisverfahren gemacht worden ist
�Janssen et al� ��� Stomp� de Roever ����

Der folgende Satz behandelt das vorstehend angesprochene Resultat bez�uglich der Ope�
ratoren k und �� das aufgrund der Annahme einer asynchronen Kommunikation recht ein�
sichtig ist� In der vorliegenden Arbeit ist das Resultat wegen der Herausziehbarkeit von
parallelen Kompositionen aus relationalen Kompositionen wichtig� wie z�B� bei der Be�
trachtung der Abgeschlossenheit von parallelen Kompositionen nach oben oder der �d�amo�
nischen� Monotoniebedingung f�ur parallele Kompositionen� Es stellt sich heraus� da
 ein
relationenalgebraischer Beweis in Relationenalgebren� die parallele Komposition erlauben�
m�oglich ist� Die Bezeichnung der in der Aussage des Satzes enthaltenen Beziehung mit
�CCL� entspringt aus der Gemeinsamkeit mit dem Prinzip der communication�closed
layers� obwohl die in der vorliegenden Arbeit betrachteten kommunizierende Systeme ge�
rade nicht �uber einem gemeinsamen Speicher konzipiert sind�

����� Satz� In einer Relationenalgebra� die parallele Komposition erlaubt� gilt f�ur beliebige
Relationen Q�R� S� T � f�ur die die Kompositionen QS und RT de�niert sind� die Aussage

�CCL� �QkR���SkT � � �Q�S�k�R�T � �
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Der Beweis des Satzes basiert auf einem Resultat bez�uglich direkter Produkte� das in
�de Roever ��� als Axiom gefordert wird� Eine f�ur unendliche Projektionen spezialisierte
Variante haben wir bereits in ������ siehe �y�� angesprochen� Da wir jedoch die Axiomati�
sierung des direkten Produkts nach �Zierer ��� Schmidt� Str�ohlein ��� gew�ahlt haben� mu

die zu ������y� analoge Bedingung unter den angegebenen Voraussetzungen nachgewiesen
werden� Entsprechende Resultate f�ur heterogene Relationenalgebren sind mit �Zierer ���
��
���i�� und �Desharnais et al� ��� Th� ���� erarbeitet worden� die im wesentlichen die Exi�
stenz zus�atzlicher direkter Produkte erfordern� wie sie in Relationenalgebren� die parallele
Komposition erlauben� bereitgestellt werden�
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Abbildung ���� Parallele Komposition�

Beweis von ������ Seien zu Q�R� S� T drei direkte Produkte ��i� �i� �i � �� �� �� gegeben�
die die Bildung von �QkR���SkT � erm�oglichen� Um den relationenalgebraischen Beweis zu
erbringen� der sich lediglich als starke Vereinfachung des Beweises von �Desharnais et al� ���
Th� ���� ergibt� ist die Existenz eines zus�atzlichen direkten Produkts ��� 	� erforderlich� f�ur
das die relationenalgebraischen Ausdr�ucke ��� und 	S de�niert sind� Dies ist o�enbar der
Fall� wenn die Relationenalgebra folgende tern�are parallele Komposition erlaubt� wobei
���� 	�� ein weiteres relationales Produkt ist�

�QkR�kS � ����Q�
T

� � ��R�
T

� ��
T

� � 	S	T� �

In Abbildung ��� ist die beschriebene Situation bildlich dargestellt� wobei wir auf das
nicht wesentliche relationale Produkt ���� 	�� verzichtet haben� Es ergibt sich mit Hilfe des
zus�atzlichen direkten Produkts ��� 	� folgende Schlu
kette�

��QS�
T

� � ��RT�
T

� � ���Q � �T	�S�T� � ��RT�
T

�

� ���Q	
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�

� ���Q	
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T

� �
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� �
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Damit ist das Resultat bewiesen� Erg�anzend zu fr�uheren Betrachtungen sei noch einmal
betont� da
 das Resultat �CCL� in der Kategorie REL der Relationen gilt� da diese par�
allele Komposition erlaubt� Die an die zugrundeliegende Relationenalgebra gestellte For�
derung� parallele Komposition zu erlauben� wird gerechtfertigt dadurch� da
 es nur in
solchen Relationenalgebren sinnvoll ist� Ausdrucksmittel einer Sprache f�ur Agentennetze
bereitzustellen� Dies ist sicherlich eine st�arkere Begr�undung f�ur die Existenz der ben�otig�
ten� zus�atzlichen direkten Produkte� als die in �Zierer ��� oder in �Desharnais et al� ���
vorgestellten� recht technischen Erl�auterungen� �

Die R�uckkopplung ist eine M�oglichkeit� in einem Agenten ein Ausgabekanalb�undel mit
einem passenden Eingabekanalb�undel zu verbinden� In der Praxis ben�otigt man diesen
Kombinator f�ur die Beschreibung geschlossener Systeme� wie z�B� Verbraucher�Erzeuger�
Systeme� Die Verbindung von Ausgabekan�alen zu Eingabekan�alen bewirkt technisch� da

die Zust�ande der jeweiligen Kan�ale im Ende�ekt der R�uckkopplung den gleichen Inhalt ha�
ben� Dies f�uhrt gew�ohnlich auf die �xpunkttheoretische Betrachtung des R�uckkopplungs�
operators� bei der� operationell gesehen� ausgehend vom leeren Strom als Anfangszustand�
der Agent solange auf seine Argumente angewandt wird� bis der Inhalt der r�uckgekoppelten
Kan�ale stabil wird�

In der anschlie
enden De�nition werden zwei verschiedene Konzepte von R�uckkopp�
lungsoperatoren vorgestellt� Zum einen wird das Konzept der Darstellung von r�uckge�
koppelten Kanalinhalten als kleinste Fixpunkte ber�ucksichtigt� die & zumindest im Falle
von Funktionen & mit der eben beschriebenen Iteration berechnet werden k�onnen� Da aber
Agenten allgemeiner durch Relationen dargestellt werden sollen� k�onnen kleinste Fixpunkte
nur selten existieren� Deshalb wird zum anderen ein Konzept des R�uckkopplungsoperators
vorgelegt� der wie in �Sheeran ��� die Einbeziehung s�amtlicher m�oglicher Fixpunkte als
Zust�ande der r�uckgekoppelten Kan�ale beinhaltet�

����
 De�nition� Seien zu R zwei direkte Produkte ���� ��� und ���� ��� wie in Abbildung
��� gegeben�

�i� �R hei
t die R�uckkopplungskomposition von R gem�a� kleinster Fixpunkte
genau dann� wenn gilt�

�R � le��T� �R � ���
T

� �� �

�ii� �R hei
t dieR�uckkopplungskomposition von R gem�a� beliebiger Fixpunk�
te genau dann� wenn gilt�

�R � �T� �R � ���
T

� � � �

In beiden Punkten der vorstehenden De�nition� ebenso wie in Abbildung ���� wird da�
von ausgegangen� da
 ein r�uckgekoppelter Agent sowohl Eingabe�� als auch Ausgabekan�ale
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Y � ZX � ZX

Z Y�

� �

� �

�
R��

�� �� ��

�R��R

Abbildung ���� R�uckkopplung�

besitzt� die nicht in R�uckkopplung verschaltet ist� und da
 die r�uckgekoppelten Ausga�
bekan�ale nicht wie die entsprechenden Eingabekan�ale vor �ausseren Eingri�en abgeschirmt
�
�
verborgen�� engl� �channel� hiding� werden� sondern ihre Ausgaben auch nach au
en

�ubertragen werden� Punkt �i� ist besonders f�ur monotone Funktionen R geeignet� wie schon
in der Vorbemerkung zur vorstehenden De�nition bemerkt worden ist� zus�atzlich wird aber
das le�Funktional so eingesetzt� da
 alle und eben insbesondere die nicht r�uckgekoppelten
Ausgabekan�ale den im Sinne der Ordnung des Stromverarbeitungsbereichs kleinsten Inhalt
zum Zweck einer eindeutigen Zurordnung abliefern� Der R�uckkopplungsoperator f�ur allge�
meine Relationen kann und mu
 auf die Bildung kleinster Ausgabehistorien verzichten�
denn einerseits ist die eindeutige Zuordnung bei Relationen nicht gefordert� und anderer�
seits ist f�ur Relationen selten die Existenz kleinster Elemente garantiert� Die Bezeichnung
�R in Punkt �ii� der vorstehenden De�nition entspringt einer Analogie zum fr�uher de�
�nierten Fixpunktbildungsfunktional �Q� da beide mit der Bildung der Gesamtheit aller
Fixpunkte zu tun haben�

Analog zu ������ii� lie
e sich in ����
 der Begri� der Erlaubnis f�ur R�uckkopplungskom�
positionen einf�uhren� Es stellt sich ohnehin die Frage nach der praktischen Verwendbar�
keit der Netzoperatoren� bei denen oft die Existenz einer Anzahl von direkten Produkten
gefordert wird� was die Modellwahl bez�uglich der Relationenalgebra einschr�ankt� Diese
Einschr�ankung wird in der vorliegenden Arbeit deswegen nicht als stark gewertet� da die
geforderten Eigenschaften zumindest in der Kategorie REL der Relationen erf�ullt sind�
Vielmehr stellt sich die Frage nach dem Einsatz der wegen der direkten Produkte recht
exakt ausfallenden Notation� Zur Illustration betrachten wir einen aus �Broy� St�len ���
entnommenen Kombinator� der in einem noch zu betrachtenden Sinn allgemeiner als die
drei bisher de�nierten ist� Der Kombinator verschaltet zwei Agenten derart� da
 jeweils ein
Ausgabekanalb�undel des einen Agenten mit einem Eingabekanalb�undel des anderen� sozu�
sagen in einer verschr�ankten R�uckkopplung� verbunden wird� In der nachfolgenden De�ni�
tion werden wir jedoch die auf allgemeine Relationen erweiterte Version des Kombinators
betrachten� D�h� wir nehmen �ahnlich zu � Bezug auf die Gesamtheit aller Fixpunkte der
verschr�ankten Verschaltung� anstelle der nur kleinsten Fixpunkte nach �Broy� St�len ����
In der vorliegenden Arbeit wird nur die beschriebene Version des Kombinators betrach�
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tet� so da
 wir den Kombinator wieder mit � bezeichnen und keine davon abweichende
Benennung vornehmen�

A� C

A�X Y � C
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Abbildung ��	� Zur relationenalgebraischen Modellierung von ��

����	 De�nition� Seien zu R� S acht direkte Produkte ���� ���� ���� ���� ��ij� �ij� �i � �� �
und j � �� �� ��� wie in Abbildung ��	 dargestellt� gegeben� Dann l�a
t sich diejenige Relation
R� S einf�uhren� f�ur die gilt�

R� S � �T� ����R�
T

�� � ���S�
T

�� � �������
T

���
T

�� � �������
T

���
T

����� �

Wenn man in Abbildung ��	 die Existenz eines weiteren direkten Produkts �f�ur
X�Y � annimmt� dann folgt die vorstehende De�nition des Kombinators � dem Sche�
ma ��RkS���� � weil mittels dem zus�atzlichen direkten Produkt die Beziehung

���
T

� � �������
T

���
T

�� � �������
T

���
T

��

gezeigt werden kann� Die Plausibilit�at der De�nition wird jedenfalls in nachfolgendem
Satz formaler �uberpr�uft� indem nachgewiesen wird� da
 mit dem Kombinator � die bisher
betrachteten wiedergewonnen werden k�onnen� Die Wiedergewinnung� d�h� die Ausdr�uck�
barkeit von Kombinatoren durch �� kann dadurch erfolgen� da
 die in Abbildung ��	
angegeben Bereiche von A bis D� X und Y gewisserma
en als freie Variable des durch
den Kombinator � vertretenen Kompositionsschemas betrachtet werden� Dabei setzen wir
als zus�atzliche Beweistechnik die Intuition des kartesischen Produkts in zweifacher Weise
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ein� Wird erstens in irgendeinem Produkt E � F der Bereich F als einelementiger Bereich
bestimmt� so ist �I� L� das einzig m�ogliche Projektionenpaar zu E�F � Zweitens werden wir
zwei Projektionenpaare ���� ��� und ���� ��� zu demselben kartesischen Produkt E�F mit�
einander identi�zieren� denn bekanntlich erh�alt man ���

T

� � ���
T

� als Isomorphismus� siehe
etwa �Schmidt� Str�ohlein ��� ��	���� den man f�ur die nachfolgenden Rechnungen o�B�d�A�
genauso gut mit I gleichsetzen k�onnte�

����� Satz� Jede der Kompositionsformen �� k�� l�a
t sich durch die Kompositionsform
� ausdr�ucken�

Beweis� Ad � � Seien zu R� S die acht direkten Produkte nach ����� gegeben� Um die
sequentielle Komposition zu erhalten� konzipieren wir R als Relation von A nach Y und
S als Relation von Y nach D� die Bezeichnungen der Bereiche entstammen der Abbildung
��	� Dies bedeutet aber� da
 B�C�X alle drei den einelementigen Bereich bezeichnen� so
da
 folgende Gleichungen gelten�

��� � I� ��� � L� ��� � I� ��� � L� ��� � L� ��� � I� ��� � L� ��� � I �

Da aber demnach die Projektionen des direkten Produkts ���� ��� dieselben Zielbereiche
haben wie die von ����� ����� k�onnen wir beide direkte Produkte aus den in der Vorbemer�
kung zu dem Satz vorgebrachten� intuitiven Gr�unden gleichsetzen� Genauso gilt folgende
Gleichsetzung� ��� � ��� ��� � ��� Mit diesen Bestimmungen ergibt sich�

R� S � �T������R�
T

�� � ���S�
T

�� � ���L�
T

�� � ����
T

������

� �T�������R � �����
T

�� � ���S�
T

������

� �T�������R � ����L � ���S�

� �T�������R � ����L � ����S

� �T������R � ����S � RS � R�S �

Ad k � Seien wieder zu R� S die acht direkten Produkte nach ����� gegeben� Die parallele
Komposition wird durch die Abtrennung der Kanalr�uckf�uhrung gewonnen� Dies bedeutet�
da
 die Bereiche X und Y in Abbildung ��	 beide den einelementigen Bereich bezeichnen�
und es gelten folgende Gleichungen�

�� � I� �� � L� �� � I� �� � L� ��� � I� ��� � L� ��� � I� ��� � L�

��� � L� ��� � I� ��� � L� ��� � I �

Die �ubrigen Projektionen bleiben unver�andert und es ergibt sich somit�

R� S � ���R�
T

�� � ���S�
T

�� � ���L�
T

�� � ���L�
T

��

� ���R�
T

�� � ���S�
T

�� � RkS�

Ad � � Diesmal ist nur die Relation R gegeben� Um die R�uckkopplung nach Abbildung
��� zu erhalten� setzt man die in Abbildung ��	 dargestellten Bereiche X und Y mit D
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gleich� Ferner wird der Bereich C als einelementig bestimmt� Dementsprechend de�niert
man die Relation S durch S � �T�� � �T�� � d�h� S kopiert die erhaltene Eingabe auf beide
Ausgabekan�ale� Zu R und dem eben de�nierten S nehme man wieder die Existenz der
nach ����� geforderten direkten Produkte an� Dabei gelten wegen der Festsetzungen der
Bereiche X� Y� C die folgenden Gleichungen�

��� � I� ��� � L� ��� � ��� ��� � ��� S��� � I �

Ferner setzen wir �� � ������� denn beide Seiten der Gleichung leisten die Projektion von
A �D � D auf A �A � C ist durch die obige Festsetzung bekanntlich zu A degeneriert��
Damit ergibt sich�
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��� Operationelle Semantik und die Brock�Ackermann�Anomalie

In den beiden vorangegangenen Abschnitten ist eine relationenalgebraische Sprache vorge�
stellt worden� die prinzipiell die Spezi�kation kommunizierender Systeme mit stromverar�
beitenden Relationen erlaubt� Im Augenblick verstehen wir unter einer stromverarbeitenden
Relation lediglich jede RelationR� zu der zwei Ordnungen v��v� von dazugeh�origen Strom�
verarbeitungsbereichen existieren� so da
 v�Rv� de�niert ist� Ferner enth�alt die Sprache
noch keine M�oglichkeit zur Bildung rekursiv de�nierter Agentennetze� so da
 die Aus�
drucksst�arke in der angestrebten ad�hoc�Verallgemeinerung des Ansatzes von �Kahn ���
noch nicht erreicht wird� Wir sehen deshalb davon ab� weil die Kl�arung des Verh�altnisses
des angegebenen denotationellen Modells der stromverarbeitenden Relation zu einer ent�
sprechenden operationellen Semantik noch aussteht� Au
erdem sind noch keine Beispiele
f�ur Agentennetze in der angegebenen relationenalgebraischen Notation betrachtet worden�
Dieser Abschnitt sieht seine Aufgabe darin� die bekanntlich fehlende �Ubereinstimmung zwi�
schen operationeller und denotationeller Semantik von Agentennetzen bei uneingeschr�ank�
ter Verwendung von stromverarbeitenden Relationen aufzudecken �Brock� Ackermann ����
woraus sich die Ausgangssituation f�ur den in den folgenden Kapiteln beschriebenen Ansatz
ergibt�

Das im folgenden vorgeschlagene operationelle Modell f�ur Agentennetze folgt den in
�Keller ��� Broy ��� beschriebenen Ans�atzen� Im wesentlichen wird zu einem Agentennetz
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ein Automat oder ein Transitionssystem konstruiert� der als Zustandsmenge die Gesamt�
heit der Tupel der Inhalte s�amtlicher� vorkommender Kan�ale hat� In Abbildung ��
 wird
die Konstruktion des Automaten aus einem Agentennetz� das dort als Daten�u
graph be�
zeichnet wird� f�ur ein bestimmtes Beispiel bildlich dargestellt� Um die mit � bezeichnete
Transitionsrelation des Automaten zu erhalten� wird der Daten�u
graph in einer Weise
angeordnet� die in �Keller ��� als

�
bundling� bezeichnet wird� und bei der die Agenten

nebeneinander aufgereiht werden� so da
 alle beteiligten Kan�ale als Eing�ange der Transiti�
onsrelation erscheinen� Die Ausg�ange der Transitionsrelation bestehen ebenfalls aus allen
beteiligten Kan�alen� jedoch ohne den globalen Eingabekan�alen des Agentennetzes� Weil die
Transitionsrelation eines Automaten als Zustandsmaschine homogen sein mu
� werden die
globalen Eingabekan�ale des Daten�u
graphen identisch �ubermittelt� was in Abbildung ��

durch eine gestrichelte Fortf�uhrung des Eingabekanals des Beispiels dargestellt worden ist�
Die Abbildung ��
 zeigt also auf der linken Seite den Ausgangsgraphen des Agentennetzes
und auf der rechten Seite einen bis auf die Fortf�uhrung des Eingabekanals isomorphen
Graphen� aus dem die Transitionsrelation des zugeh�origen Automaten ablesbar ist�
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Abbildung ��
� Daten�u
graph und Transitionsrelation�

Die Formalisierung des operationellen Modells wird in zwei Schritten durchgef�uhrt� die
an die in �Broy ��� angegebene angelehnt ist� Im ersten Schritt f�uhren wir nachfolgend den
Begri� des interpretierten Daten�u
graphen ein� der in der zu betrachteten operationel�
len Semantik zu einem gegebenen Agentennetz assoziiert wird� Der Daten�u
graph wird
interpretiert genannt� weil er abgesehen von der Wiedergabe der Verbindungsstruktur des
Agentennetzes Knoten tr�agt� die mit stromverarbeitenden Relationen bewertet werden� die
die Semantik der einzelnen Agenten darstellen� Im �ubrigen stammt der Begri� des inter�
pretierten Daten�u
graphen aus �Broy ���� den wir aus Analogiegr�unden hinsichtlich der
Bezeichnung �ubernommen haben� In der anschlie
enden De�nition wird ausnahmsweise
das verwendete Modell der Relationenalgebra nicht anonym unterstellt� sondern benannt�
weil die Struktur des interpretierten Daten�u
graphen Abbildungen in die unterliegende
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Relationenalgebra enth�alt�

����� De�nition� Sei H eine vorgegebene Relationenalgebra�
Eine Struktur �V�E� I� O� co� in� out� label� hei
t interpretierter Daten�u�graph ge�

nau dann� wenn folgendes gilt�

� V ist eine Menge von Knoten�

� E ist ein jEj��ares direktes Produkt� das sowohl die Kantenmenge vertritt� als auch
den Zustandsraum beschreibt�

� I � E beschreibt die Menge der �Projektionen auf die� globalen Eingabekan�ale�
w�ahrend O � E die Menge der globalen Ausgabekan�ale symbolisiert�

� label � V �H ist eine Funktion� die jeden Knoten v�V auf eine stromverarbeitende
Relation label�v� abbildet�

� co � ��in� � �
out
� ���E ist eine Familie von Funktionen �in� � �

out
� � V � H� die folgendes

beinhalten�

� f�ur jeden Knoten v�V ist das relationale System ��in� �v����E das direkte Pro�
dukt der Stromtupel des Quell�Stromverarbeitungsbereichs�

� f�ur jeden Knoten v � V ist das relationale System ��out� �v����EnI das direkte
Produkt der Stromtupel des Ziel�Stromverarbeitungsbereichs�

wobei Auslassungen von Projektionen mittels einelementiger Grundbereiche� d�h�
mittels Projektionen der Form L mit der Eigenschaft I � L� gekennzeichnet werden�

� in� out� V � H sind zwei Funktionen� f�ur die folgendes gilt�

in�v� �
�
��E

��in� �v�
T � out�v� �

�
��EnI

��out� �v�T � �

Die Relationenalgebra wird gew�ohnlich selten bei der Abfassung einer operationellen
Semantik eingesetzt� genauso selten wie sie f�ur die Notation konkreter Beispiele wie die
Applikation einer Stromoperation auf konkret vorgegebene Str�ome in Anwendung kommt�
Dies liegt vor allem daran� da
 die Mittel der Relationenalgebra bevorzugt f�ur die kom�
ponentenfreie Formulierung und formale Absicherung von allgemein gefa
ten� also �uber
Quell� bzw� Zielbereich von Relationen quanti�zierten Aussagen verwendet werden� Aller�
dings zwingt die Relationenalgebra bei der Formulierung der operationellen Semantik dazu�
sich auf die Formalisierung der wesentlichen Aspekte zu beschr�anken� Die vorstehende De�
�nition des Begri�es des interpretierten Daten�u
graphen ist gerade so gefa
t� um die in
Abbildung ��
 dargestellte Transitionsrelation � formulieren zu k�onnen� Obwohl der in�
terpretierte Daten�u
graph nicht etwa mit den Mitteln der relationenalgebraisch gefa
ten
Graphentheorie aus �Schmidt� Str�ohlein ���� sondern eher analog zu �Broy ��� formuliert
worden ist� handelt es sich dennoch um einen Graphen� bei dem die Verbindungsstruktur
durch die Operation co wiedergegeben wird� Die Familie co von Funktionenpaaren for�
malisiert die Anschl�usse der Eingabe� bzw� Ausgabekan�ale der einzelnen Agenten zu den
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Kanalkanten des Agentennetzes� d�h� jede Kante des Daten�u
graphen wird dem dazu�
geh�origen Ein� bzw� Ausgang eines Agenten zugeordnet� Die Funktionen in� out f�uhren
diesen Anschlu
 gem�a
 co dann auch aus� indem f�ur jeden Knoten entsprechende Teile des
Zustandstupels dem jeweiligen Ein� bzw� Ausgabetupel des zu dem Knoten geh�orenden
Agenten �ubermittelt werden�

Der verbleibende zweite Schritt betri�t die Behandlung des Begri�s einer Berechnung in
einem gegebenen interpretierten Daten�u
graphen� die mit der anschlie
enden De�nition
vorgenommen wird� Dabei werden wir zun�achst den Begri� der Berechnungssequenz be�
zogen auf eine vorgegebene Eingabe einf�uhren� Die Eingabe wird formal dargestellt durch
ein an die globalen Eingabekan�ale des Daten�u
graphen anzulegendes Stromtupel� das auf
ein geeignetes direktes Produkt pa
t� Genauer hei
t ein Punkt � ein auf das direkte Pro�
dukt ������I passendes Stromtupel genau dann� wenn es eine Familie �p����I von Punkten
und eine Ordnung v eines Stromverarbeitungsbereichs gibt� so da
 � �

T
��I p��

T

� � v
gilt� F�ur sp�atere Betrachtungen ist es entscheidend� den Begri� der Berechnungssequenz
von einer Einschr�ankung der Interpretation der Knoten eines interpretierten Daten�u
gra�
phen� die bisher lediglich durch die Funktion label vermittelt wird� abh�angig zu machen�
Diese Einschr�ankung wird durch den Begri� der Agenteninterpretation vorgenommen� wo�
bei eine Familie F � �Fv�v�V von Mengen Fv von Relationen eine Agenteninterpretation
genau dann genannt wird� wenn f�ur jeden Knoten v � V folgendes erf�ullt ist� Es gilt
supff j f � Fvg � label�v� und jede Relation f � Fv ist eine stromverarbeitende Funktion�
d�h� eine monotone Funktion bez�uglich der durch label�v� vorgegebenen Ordnungen von
Stromverarbeitungsbereichen�

Der Begri� der Berechnungssequenz selbst beruht auf der relationenalgebraischen Mo�
dellierung der Transitionsrelation des zu gewinnenden Automaten� Anstatt n�amlich eine
Familie von Punkten zu fordern� die die Berechnungszust�ande beschreiben sollen� wird ei�
ne Berechnungssequenz durch die Transitionsrelation ausgedr�uckt� mit der Ausnahme� da

die identische �Ubermittlung der Eingabekan�ale durch das konstante Anlegen der Eingabe
an die Eingabekan�ale ersetzt wird� Dies hat f�ur den anschlie
end festzusetzenden Begri�s
des Ergebnisses einer Berechnungssequenz die Folge� da
 an die Stelle der Supremumsbil�
dung wie etwa in �Broy ��� die Bildung von kleinsten Fixpunkten mit dem Funktional �v
�siehe ����
� tritt� da die Berechnung nunmehr bei dem leeren Stromtupel beginnen kann�
denn bereits der erste Berechnungsschritt liefert unmittelbar das Anlegen der Eingabe an
den Eingabekan�alen� Wegen dem Fixpunktsatz monotoner Funktionen auf cpos kann zur
Vereinfachung auf die in �Broy ��� geforderte Stetigkeit stromverarbeitender Funktionen
verzichtet werden� denn es ist klar� da
 die angegebene Relation � eine monotone Funktion
ist� Wir haben f�ur Berechnungssequenzen die Bezeichnung � gew�ahlt� um die Abst�utzung
auf die Transitionsrelation� die in Abbildung ��
 ebenfalls mit � bezeichnet worden ist�
anzudeuten�

����� De�nition� Sei �V�E� I� O� co� in� out� label� ein interpretierter Daten�u
graph� F
eine Agenteninterpretation� sowie � ein auf das direkte Produkt ������I passendes Strom�
tupel�

�i� Die Relation � hei
t eine Berechnungssequenz unter F auf Eingabe � genau
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dann� wenn zu jedem Knoten v�V eine Relation fv mit fv � Fv gew�ahlt werden kann� so
da


� � L�

���
��I

���
T

�A � �
v�V

in�v� � fv � out�v�
T �

�ii� Ist � eine Berechnungssequenz unter F auf Eingabe �� dann hei
t die von � abh�angi�
ge Relation � das Ergebnis der Berechnungssequenz genau dann� wenn � � �v��� gilt�
wobei v hier f�ur

T
��E �v�

T steht� �

Die in �Broy ��� mit Hilfe der Angabe einer entsprechenden denotationellen Semantik
nachgewiesene �Ubereinstimmung des in der vorliegenden Arbeit angegebenen operationel�
len Modells mit dem denotationellen Modell der Mengen von stromverarbeitenden Funktio�
nen ist klar� weil die Agenteninterpretation jede Zerschneidung der stromverarbeitenden
Relationen label�v� f�ur v�V in stromverarbeitende Funktionen zul�a
t� Intuitiv leistet die
Agenteninterpretation eine operationelle Betrachtung der R�uckkopplung als Bildung klein�
ster Fixpunkte mit Ketten� die f�ur jeden r�uckgekoppelten Kanal mit dem leeren Strom als
Kanalinhalt beginnen� was genau der Intention der R�uckkopplung entspricht�

Um nach den generellen Anmerkungen die oben eingef�uhrten Begri�e bez�uglich des
operationellen Modells zu illustrieren� wird das durch Abbildung ��
 gegebene Beispiel
eines Daten�u
graphen n�aher betrachtet�

����� Beispiel� �i� Zun�achst wird der interpretierte Daten�u�graph� der zu dem auf der
linken Seite von Abbildung ��
 dargestellten Agentennetz geh�ort� konstruiert�

V � f�� �� �� �� 	g�

E � ��a� �b� �c� �d� �e� �f��

I � f�ag� O � f�dg�

v � � � � 	

label�v� D MERGE Rk INC D

co � ��in� � �
out
� ���E� so da


�in�a��� � I� �out�b
��� � I�

�in�b��� � �� �in�f ��� � �� �out�c
��� � I�

�in�c��� � I� �out�d
��� � I�

�in�d��� � I� �out�e
��� � I�

�in�e�	� � I� �out�f
�	� � I�

und alle �ubrigen gleich L�

v � � � � 	

in�v� �a �b�
T � �f�

T �c �d �e
out�v� �b �c �d �e �f �

Man sieht deutlich� wie die Verbindungsstruktur sich in den Operationen co� in� out mani�
festiert� insbesondere etwa wie der MERGE�Knoten mit den zwei Eing�angen b� f und dem
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Ausgang c an den umgebenden Graph angeschlossen wird�
�ii� Ausgehend von dem eben de�nierten interpretierten Daten�u
graphen� nehmen wir

die Existenz einer Agenteninterpretation F an und geben die Eingabe �� die nunmehr aus
einem Punkt besteht� da ja als einziger globaler Eingang nur der Kanal a vorhanden ist�
Eine Berechnungssequenz unter F auf Eingabe � nimmt f�ur das Beispiel folgende Gestalt
an�

� � L��Ta � �af��
T

b � ��b�
T � �f�

T�f��
T

c � �cf��
T

d � �df��
T

e � �ef��
T

f �

Dies entspricht der Transitionsrelation� die auf der rechten Seite von Abbildung ��
 gezeigt
wird� wobei in der relationenalgebraischen Fassung die gestrichelt eingezeichnete identi�
sche �Ubermittlung des Eingabekanals a durch das konstante Anlegen der Eingabe � gem�a

den Vorgaben des Begri�s der Berechnungssequenz ersetzt wird� F�ur das Ergebnis von
Berechnungssequenzen schlie
lich l�a
t sich folgende Tatsache nachweisen� die einen Zu�
sammenhang des operationellen Modells zur vorgestellten relationenalgebraischen Sprache
f�ur Agentennetze bez�uglich des betrachteten Beispiels herstellt�

�v����d � L� � ���Ikf����f�kf���f��f�� �

Die linke Seite der Gleichung berechnet den globalen Ausgabewert� der mit �d aus dem
Ergebnis der Berechnungssequenz herausprojiziert wird� Dieser Ausgabewert wird nach
der rechten Seite der Gleichung auch durch Auswertung der auf die Eingabe L� ange�
wendeten Termdarstellung des Agentennetzes in der vorgestellten relationenalgebraischen
Sprache erhalten �insbesondere bezeichnet � auf der rechten Seite der Gleichung den R�uck�
kopplungsoperator nach ����
�i��� Der Beweis der vorstehenden Beziehung wird hier nur
skizzenhaft angegeben� Schreibt man � � L��Ta �'� dann ist

�v����d � le�L�L��Ta �' � I���d � le�L��Ta �I � L�' � I����d � L� �le��Ta �' � I���d

� L� �le��Ta �' � I� � � � �' � I���d � � � � � L� �le��T� �R � ���
T

� �� �

wobei die Relation R f�ur den Ausdruck �Ikf����f�kf���f��f� steht� das direkte Produkt
���� ��� derart gew�ahlt ist� da
 der Ausdruck ���

T

a � ���
T

d de�niert ist� und die Beziehung
�� � I �einziger Ausgabekanal wird r�uckgekoppelt� gilt� Im nicht dargestellten Teil des
Beweises wird ein weiteres bin�ares direktes Produkt f�ur die Bildung von �Ikf����f�kf��� also
f�ur den Ausgang von Ikf� und simultan f�ur den Eingang von f�kf� ben�otigt� der Ausgang
von f�kf� pa
t auf ��� �� � ��in� ������E� dem Eingabeprodukt des MERGE�Knotens� Als
Voraussetzung f�ur den Nachweis der Gleichung bez�uglich �v����d wird jedenfalls ben�otigt�
da
 die zugrundeliegende Relationenalgebra parallele Komposition erlaubt� �

Die operationelle Semantik ist so gew�ahlt� da
 die stromverarbeitenden Relationen� mit
denen die Knoten bewertet werden� je Agenteninterpretation beliebig in stromverarbeitende
Funktionen

�
zerschnitten� werden k�onnen� wie wir bereits erl�autert haben� Die vorgestellte

relationenalgebraische Sprache zur Spezi�kation von Agentennetzen impliziert eine denota�
tionelle Semantik� in der von einer Zerschneidung in stromverarbeitende Funktionen abstra�
hiert wird und lediglich die Information� die in der Interpretation eines Knoten durch die
stromverarbeitende Relation selbst enthalten ist� gewertet wird� F�ur die �Ubereinstimmung
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des denotationellen Modells der stromverarbeitenden Relationen mit der operationellen Se�
mantik� m�u
te daher bei Anwendung der Operatoren die Wahl der Agenteninterpretation
ohne Belang sein� Dies ist aber nicht der Fall� der Grund hierf�ur liegt an der sogenannten
Brock�Ackermann�Anomalie �Brock� Ackermann ���� Dort ist gezeigt worden� da
 es zwei
stromverarbeitende Relationen R�� R� und zwei Kontexte C�� C� gibt� so da


R� 	� R� C��R�� � C��R�� C��C��R��� � C��C��R���

gelten� wobei Kontexte f�ur beliebige Kombinationen von Applikation von Operatoren der
relationenalgebraischen Sprache stehen und die R�uckkopplung� die in Kontext C� verwendet
wird� gem�a
 dem operationellen Modell abh�angig von der Bildung kleinster Fixpunkte in
der Agenteninterpretation ��operationelle Fixpunkte�� berechnet wird� Entscheidend sind
dabei die letzten beiden Beziehungen� die die Kompositionalit�atsbedingung verletzen� da

f�ur je zwei stromverarbeitende Relationen S�� S� und f�ur jeden Kontext C die Beziehung
S� � S� �� C�S�� � C�S�� g�ultig ist� wobei in C vorkommende R�uckkopplungen� wie
gerade beschrieben� operationell interpretiert werden�

Das Auftreten der Brock�Ackermann�Anomalie� d�i� das Fehlen der Kompositionalit�at
des Ansatzes stromverarbeitender Relationen� soll nun f�ur die angegebene operationelle Se�
mantik anhand eines geeigneten Beispiels� das aus �Broy ��� stammt� demonstriert werden�
Dabei nutzen wir bereits aus� da
 die operationelle Semantik mit dem Ansatz der Mengen
von stromverarbeitenden Funktionen �ubereinstimmt� denn dann ist es m�oglich� das Beispiel
in dem von �Broy ��� vorgegebenen� originalen Rahmen zu betrachten� Das Beispiel dient
au
erdem dazu� die Anwendung der relationenalgebraischen Notation bei der Spezi�kation
von Agenten zu illustrieren�

����� Beispiel� Sei ��� �� ��v� ein Strombereich mit � � �L� d�h� der Strombereich
�uber einem einelementigen Bereich� Wir lassen dabei au
er acht� da
 solche Strombereiche
krypto��aquivalent mit geschlossenen nat�urlichen Zahlenstrahlen sind� Zu dem gegebenen
Strombereich werden folgende vier Relationen betrachtet�

f� � �T��T � ��T��T�T � ��L��T�T�

f� � �T��T � ��T��T � ��L��T�T�

f� � �T� � ��T��T � ��L��T�T�

f� � �T� � ��T��T�T � ��L��T�T�

Dabei entsprechen die relationenalgebraischen Ausdr�ucke �� ��T� ��T�T der Reihe nach den
Str�omen hi� h�i� h�� �i in pr�adikatenlogischer Notation� weil die letzten beiden lediglich Ver�
einfachungen der erwarteten Ausdr�ucke L�T � ��T bzw� L�T � �L�T � ��T��T darstellen�
wobei das L in L�T � � � � jeweils der Punkt � des einelementigen Bereichs ist� Es ist nicht
schwer einzusehen� da
 die Relationen f� mit f� tats�achlich monotone Funktionen bez�uglich
v� also stromverarbeitende Funktionen darstellen� Wir zeigen vielmehr� da
 die Mengen
ff�� f�g und ff�� f�g dieselbe Relation zerschneiden�

f� � f� � ��T��T � ��T��T�T � ��L��T�T� � ��T� � ��T��T � ��L��T�T�




� �� Relationenalgebraische Spezi�kation kommunizierender Systeme

� ��T��T � ��T��T � ��L��T�T� � ��T� � ��T��T�T � ��L��T�T�

� f� � f� �

Dies gilt nicht mehr� wenn der R�uckkopplungsoperator � darauf angewendet wird�

�f� � le�L���T��T � ��T��T�T � ��L��T�T� � I��

� le�L��T��T � I� � L���T��T�T � I� � L���L��T�T � I��

� le�L���T � �� � L��T�T � �T��T� � L���T�T � L�T�T��

� le���T�T� � ��T�Tle�I� � ��T�T�

�f� � le�L���T��T � ��T��T � ��L��T�T� � I��

� le���T � ��T�T�

� ���T � ��T�T� � ���T � ��T�T�vT

� ���T � ��T�T� � ��TvT � ��T�TvT

� ���T � ��T�T� � ��TvT � ��T�TvT � ��T

und analog �f� � � �f� hat die drei Fixpunkte �� ��
T� ��T�T�� sowie �f� � � �f� hat die

zwei Fixpunkte �� ��T�T�� Dann aber bekommt man

�f� � �f� � ��T�T � � 	� ��T � � � �f� � �f� �

denn angenommen� es w�are ��T�T � ��T g�ultig� dann w�urde

� � ��T�T�� � ��T�� � �� � O

im Widerspruch zur Punkteigenschaft von � gelten� Die Relationen �f���f� und �f���f�
ergeben sich aus f� � f� bzw� f� � f�� wenn die den beiden letztgenannten Relationen un�
terliegenden interpretierten Daten�u
graphen durch die R�uckkopplung des Ausgabekanals
mit dem einzigen Eingabekanal zu zu den beiden erstgenannten Relationen zugeh�origen
interpretierten Daten�u
graphen modi�ziert werden und die Ergebnisse der m�oglichen Be�
rechnungssequenzen zu den zwei erhaltenen Daten�u
graphen jeweils durch relationale
Vereinigung in einen Vektor aufgesammelt werden� �

Die fehlende Kompositionalit�at deckt die fehlende �Ubereinstimmung von denotatio�
neller und operationeller Semantik f�ur das Modell der stromverarbeitenden Relationen
auf� Dies ist die Ausgangssituation f�ur den im folgenden Kapitel beschriebenen Ansatz�
Unser Ansatz hat das Ziel� das Modell der stromverarbeitenden Relation wegen seiner At�
traktivit�at so zu modi�zieren� da
 die Kompositionalit�at und insbesondere eine gewisse
�Ubereinstimmung von denotationeller und operationeller Semantik erreicht wird� wobei
wir von dem in diesem Unterabschnitt vorgeschlagenen operationellen Modell der Mengen
von stromverarbeitenden Relationen ausgehen werden�

Die Betonung auf das vorgeschlagene operationelle Modell hat den Hintergrund� da

gew�ohnlich eine feinere operationelle Semantik hinsichtlich der Berechnungssequenzen ver�
wendet wird� Tats�achlich ist das Originalbeispiel von �Brock� Ackermann ���� dessen un�
terliegendes Agentennetz� nebenbei bemerkt� in Abbildung ��
 f�ur das Beispiel ����� ver�
wendet worden ist� ungeeignet� um das Kompositionalit�atsproblem in der vorgestellten
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operationellen Semantik aufzudecken� wie in �Broy ��� selbst gezeigt wird� sondern kommt
in der angesprochenen Verfeinerung zur Geltung� Der Grundgedanke der feineren opera�
tionellen Semantik besteht darin� in jedem Berechnungsschritt die Erweiterung des Tupels
der Kanalinhalte genau f�ur einen eindeutig bestimmten Kanal und genau um ein Nach�
richtenelement vorzuschreiben �Lynch� Stark ��� Rabinovich� Trakhtenbrot ���� Das ope�
rationelle Modell wird wegen der Erstellung einer voll abstrakten Semantik herangezogen�
d�h� f�ur je zwei Relationen R�� R� gilt die Gleichheit R� �den R�� falls f�ur jeden Kontext
C die Gleichung C�R�� �op C�R�� erf�ullt ist� wenn �den die Gleichheit auf dem denota�
tionellen Modell und �op diejenige auf dem operationellen Modell darstellt� siehe dazu
etwa �Rabinovich� Trakhtenbrot ���� Bereits an dieser Stelle sei angemerkt� da
 der in den
n�achsten Kapiteln vorgestellte Ansatz darauf verzichtet� die genannte Verfeinerung des ope�
rationellen Modells durchzuf�uhren� weil ein m�oglichst einfacher Ansatz der Spezi�kation
kommunizierender Systeme mit stromverarbeitenden Relationen erzielt werden soll� Des�
halb ist das hier vorgeschlagene operationelle Modell� das immerhin f�ur deterministische
Agentennetze ohnehin mit der feineren operationellen Semantik und nach Bemerkungen
in �Broy ��� mit der Termersetzungssemantik einer Sprache f�ur kommunizierende Systeme
wie etwa der in �Broy �
� beschriebenen Sprache AMPL �aquivalent ist� genauso gut� um
die �Ubereinstimmung unseres denotationellen Ansatzes mit operationellen Vorstellungen
zu best�atigen�
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Nachdem wir im vorigen Kapitel eine relationenalgebraische Sprache zur Spezi�kation kom�
munizierender Systeme mit stromverarbeitenden Relationen entwickelt haben� soll jetzt die
geeignete semantische Fundierung der Spezi�kationssprache untersucht werden� Das Mo�
dell der stromverarbeitenden Relationen wird um Anforderungen erg�anzt� die sowohl die
Kompositionalit�at� als auch die �Ubereinstimmung von denotationeller und operationeller
Semantik erm�oglichen� was bisher durch das Auftreten der Brock�Ackermann�Anomalie
verhindert wird�

Das Ziel eines kompositionalen Ansatzes wird� wie in der vorliegenden Arbeit darge�
stellt� erreicht� indem die Idee der Chaos�Semantik� d�h� die Semantik des Abschlusses
nach oben� auf den Fall der stromverarbeitenden Relationen �ubertragen wird� Die Kom�
positionalit�at bez�uglich der R�uckkopplung ergibt sich etwa aus der Ununterscheidbarkeit
der Menge aller Fixpunkte von der Menge kleinster Fixpunkte unter der Abgeschlossenheit
nach oben� wobei der Begri� der kleinsten Fixpunkte f�ur stromverarbeitende Relationen
mittels darin enthaltener stromverarbeitender Funktionen� genauso wie bei der im letzten
Kapitel vorgeschlagenen operationellen Semantik� konzipiert werden kann� Der Vergleich
der erreichten denotationellen Semantik mit der operationellen Semantik wird gezogen�
indem die Tatsache verwendet wird� da
 die angesetzte operationelle Semantik� die dem
vorgehenden Kapitel entnommen wird� mit dem Ansatz der Mengen stromverarbeiten�
der Funktionen �ubereinstimmt� Dabei wird gerade auch die Frage beantwortet� ob das in
�Dederichs ��� verwendete denotationelle Modell der nach oben abgeschlossenen Mengen
stromverarbeitender Funktionen durch das hier beschriebene gr�obere Modell der nach oben
abgeschlossenen stromverarbeitenden Relationen ohne Einbu
en ersetzt werden kann�

Nebst der Feststellung der Eigenschaften des denotationellen Modells der stromverar�
beitenden Relationen wird anschlie
end ein Verfeinerungskalk�ul auf denotationeller Basis
entwickelt� der analog zur Verwendung des Abschlusses nach oben mit dem Begri� der
robusten Korrektheit und der Smyth�Pr�aordnung des d�amonischen Nichtdeterminismus
verbunden ist�

F�ur das denotationelle Modell wird die Frage untersucht� welche Modi�kationen durch�
gef�uhrt werden m�ussen� um die semantische Beschreibung rekursiv de�nierter kommuni�
zierender Systeme zuzulassen� da dies sich nicht als ohne weiteres m�oglich erweist� Die
Semantik rekursiver De�nitionen wird prinzipiell� passend zu einem Ansatz im Stil der
Chaos�Semantik� als Zuordnung gr�o
ter Fixpunkte geeigneter Funktionale konzipiert�

F�ur die angegebene denotationelle Semantik l�a
t sich neben der �Ubereinstimmung mit
der operationellen Semantik ein Bezug zur axiomatischen Semantik herstellen� indem ein
Modell f�ur den wp�Operator durch die Darstellung als Linksresiduum angeben wird� Da�
bei zeigt sich� da
 die Verfeinerungsrelation der robusten Korrektheit gem�a
 dem deno�
tationellen Modell mit derjenigen nach �Back ��� �aquivalent ist� die auf dem wp�Operator
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basiert� Au
erdem erm�oglicht die relationenalgebraische Darstellung des wp�Operators die
Angabe eines wp�Kalk�uls f�ur kommunizierende Systeme� der sich mit der Zusammenset�
zung von Agentennetzen gem�a
 der im vorgehenden Kapitel beschriebenen relationenal�
gebraischen Sprache befa
t� Ferner wird ein Zusammenhang mit speci�cation statements
�Morris ��� Morgan ��� herstellbar� bei denen durch ein Paar von Relationen �P�Q� je�
weils die schw�achste relationale Spezi�kation beschrieben wird� die unter der Annahme der
G�ultigkeit der Vorbedingung P die Nachbedingung Q einh�alt�

Zur weiteren Untersuchung des vorgelegten Ansatzes in Bezug sowohl auf Handhab�
barkeit� als auch auf formale Grenzen wird zum Abschlu
 des Kapitels die Anomalie des
nichtstrikten fairen Mischens analysiert und die Frage nach der Behandlung von Systemen�
die zeitabh�angige Komponenten enthalten� mit dem vorgeschlagenen Verfeinerungskalk�ul
untersucht�

��� Abstraktion von funktionaler Stromverarbeitung

Bevor das denotationelle Modell zusammen mit dem zugeh�origen Verfeinerungskalk�ul zu�
sammengestellt wird� dient dieser Abschnitt zur Motivation der Prinzipien der vorzustellen�
den denotationellen Semantik durch Vergleich mit einer operationellen Semantik� Das zum
Vergleich verwendete operationelle Modell ist dasjenige aus dem letzten Abschnitt des vor�
angegangenen Kapitels� Wir f�uhren den Vergleich in zwei Schritten durch� Im ersten Schritt
wird die Tatsache verwendet� da
 das operationelle Modell mit dem Ansatz der Mengen
von stromverarbeitenden Funktionen �ubereinstimmt� der in �Broy �
� Broy ��� propagiert
wird� Der zweite Schritt verbessert das Resultat aus �Broy ���� bei dem f�ur die Verwendung
mengenwertiger Funktionen bei der denotationellen Semantikbeschreibung die Daten�u
�
graphen zu zyklenfreien Graphen aufgefaltet werden m�ussen� um die �Ubereinstimmung mit
dem operationellen Modell zu erreichen�

Unter der vereinfachten Sichtweise bez�uglich des operationellen Modells als Modell der
Mengen stromverarbeitender Funktionen l�a
t sich eine Beziehung zwischen diesem Mo�
dell und dem der stromverarbeitenden Relationen durch eine Abstraktion herstellen� Ei�
ne Abstraktion ist ein surjektiver Homomorphismus zwischen den Modellen� aufgefa
t
als Algebren� deren Operationen im Fall der kommunizierenden Systeme durch die Netz�
kombinatoren gebildet werden� Intuitiv stellt eine Abstraktion eine Beziehung zwischen
zwei Modellen her� bei denen das Zielmodell weniger Informationen �uber die beschrie�
benen Systeme tr�agt als das Ausgangsmodell� Im vorliegenden Fall besteht die Absicht�
eine Abstraktion von Mengen stromverarbeitender Funktionen auf stromverarbeitende Re�
lationen zu konstruieren� denn dies bewirkt nicht nur die gew�unschte �Ubereinstimmung
des denotationellen Modells mit dem operationellen� sondern auch die �Ubertragung der
Kompositionalit�at des Ansatzes der Mengen stromverarbeitenden Funktionen auf den der
stromverarbeitenden Relationen�

In der nachfolgenden De�nition werden zwei m�ogliche Kandidaten f�ur Abstraktionen
von Mengen stromverarbeitender Funktionen auf stromverarbeitende Relationen vorge�
stellt� Es sei daran erinnert� da
 wir unter einer stromverarbeitenden Funktion eine Re�
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lation verstehen� die eine bzgl� der Ordnungen zweier Stromverarbeitungsbereiche mono�
tone Funktion darstellt� Obwohl wir basierend auf dem monotonen Funktionenraum nach
������i� den Begri� des Raums der stromverarbeitenden Funktionen oder kurz des strom�
verarbeitenden Funktionenraums einf�uhren k�onnen �vgl� a� ������iii��� ist es g�unstiger� eine
Menge stromverarbeitender Funktionen nicht als Vektor h�oherer Stufe eines stromverar�
beitenden Funktionenraums� sondern als Menge von Relationen mit den Eigenschaften
stromverarbeitender Funktionen zu formalisieren� so da
 die Abstraktionskandidaten mit
der Relationen�Vereinigung gebildet werden k�onnen� Die Vereinigung der stromverarbei�
tenden Funktionen zu einer stromverarbeitenden Relation ist sogar der erwartete Abstrak�
tionskandidat� wenn man das Verh�altnis der Agenteninterpretation und der Knotenbe�
wertung im Modell der interpretierten Daten�u
graphen beachtet� Allerdings f�uhrt dieser
einfache Abstraktionskandidat� der unten mit abs bezeichnet wird� gerade in die Brock�
Ackermann�Anomalie und f�allt daher als Abstraktion im eigentlichen Sinne aus� Der zweite
Abstraktionskandidat ABS entsteht aus der Anwendung des Abschlusses nach oben auf
die relationale Vereinigung der Funktionenmenge� Wie wir zeigen k�onnen� erzeugt der in
der Chaos�Semantik die Rolle des entscheidenden Elements spielende Abschlu
 nach oben
tats�achlich die gew�unschte Abstraktion�

����� De�nition� Sei F eine gegebene Menge stromverarbeitender Funktionen� Wir de�
�nieren darauf zwei auf Elemente der Relationenalgebra abbildende Operatoren abs und
ABS � so da
 folgendes gilt�

abs�F � �
�
f�F

f � ABS �F � � upc
� �
f�F

f
�
� �

Der Operator abs stellt keine Abstraktion dar� denn wegen der Brock�Ackermann�
Anomalie sind die beiden Terme abs��F � und �opabs�F � verschieden� wobei auf der re�
lationalen Seite die Bezeichnung �op auf die operationelle Interpretation der R�uckkopplung
hinweist� und damit ist die Homomorphiebedingung verletzt� Wie im folgenden Haupt�
satz als Behauptung aufgestellt� bewirkt die Einbeziehung des Abschlusses nach oben zur
Bildung des Operators ABS � da
 dieser eine Abstraktion des Modells der Mengen strom�
verarbeitender Funktionen auf das der stromverarbeitenden Relationen wird� wobei zudem
auf der relationalen Seite die wesentlich einfachere R�uckkopplungskomposition � gem�a

s�amtlicher Fixpunkte verwendet werden kann� Allerdings sei bereits hier angedeutet� da

ABS nur dann Abstraktion genannt werden kann� wenn man beim Begri� der Abstraktion
auf die Surjektivit�at der Abbildung verzichtet� deshalb sprechen wir in einem solchen Fall
nur von einer Abstraktion im weiteren Sinne� Im Rahmen dieses Abschnitts schr�anken
wir das Modell der stromverarbeitenden Relationen lediglich auf nach oben abgeschlossene
Relationen ein� denn erst der n�achste Abschnitt erh�alt die Aufgabe� weitere zu fordern�
de Eigenschaften zu diskutieren� so da
 die Surjektivit�atsanforderung an die Abstraktion
m�oglichst weit eingehalten wird� Da wir also zumindest nach oben abgeschlossene strom�
verarbeitende Relationen betrachten� ist es n�otig� die R�uckkopplungskomposition � dem
Abschlu
 nach oben zu unterwerfen�




� �� Ein wp	Kalk�ul f�ur stromverarbeitende Relationen

����� Hauptsatz� Seien F�G zwei Mengen stromverarbeitender Funktionen� Dann de�
�nieren wir der Reihe nach Operatoren k� �� � basierend auf den relationenalgebraischen
Varianten� so da
 folgendes gilt�

FkG � ffkg j f �F� g�Gg � F �G � ff �g j f �F� g�Gg � �F � f�f j f �Fg �

Dann ist der Operator ABS eine Abstraktion im weiteren Sinne des Modells der Mengen
stromverarbeitender Funktionen auf das der nach oben abgeschlossenen stromverarbeiten�
den Relationen� d�h� im einzelnen gelten die folgenden Beziehungen�

�i� ABS �FkG� � ABS �F �kABS�G� �

�ii� ABS �F �G� � ABS �F ��ABS�G� �

�iii� ABS ��F � � upc��ABS �F �� �

Bevor der Beweis des Hauptsatz erbracht wird� werden zun�achst Zwischenergebnisse
gesammelt� die vor allem die Beziehung �iii� bez�uglich der R�uckkopplung betre�en�

Der �Ubergang von � auf � ist bekanntlich durch die Elimination des le�Funktionals
zu leisten� Tats�achlich erlaubt der Abschlu
 nach oben bez�uglich derjenigen Ordnungsre�
lation� die dem le�Funktional zugrundeliegt� diese Elimination nach folgender Regel� die
unmittelbar aus der syq�Darstellung von leQ�R� folgt�

Q Ordnung� leQ�R� total �� leQ�R�Q � RQ�

Es verbleibt damit das Problem nachzuweisen� da
 die geforderten kleinsten Elemente
der Applikationen von R auf jedes Element des Quellbereichs existieren� wie die Totalit�at
von leQ�R� besagt� An dieser Stelle gehen wir darauf ein� da
 die zu betrachtende Ordnung
eine cpo ist� denn nach dem Fixpunktsatz f�ur monotone Funktionen� siehe ������ii�� gilt�
Sei Q eine cpo mit monotonem Funktionenraum ��� �� �M�� so da
 � �� de�niert ist� Dann
gilt f�ur jedes R�

syq�RT� �M�L � leQ�R�� � ���L �

Jedes solche R hat einen Quellbereich A und einen Zielbereich B�B� wobei die Applikation
von R auf jedes x�A jeweils eine Relation als Tupelmenge liefert� die die Eigenschaften
einer monotonen Funktion der Funktionalit�at B � B haben soll� Sei nun f eine monotone
Funktion� f�ur die die R�uckkopplungskomposition �f �siehe ����
�i�� gebildet werden kann�
d�h� f hat die Funktionalit�at �A�C�� �B�C�� dann l�a
t sich f umbauen zu einer Relation
Rf � die den Quellbereich A und den Zielbereich �B�C�� �B�C� hat� wobei Rf jedes x�A
auf eine Funktion �x� �B�C�� �B�C� abbildet� f�ur die die Beziehung �x�y� z� � f�x� z�
f�ur jedes y � C� z �B gilt� Wenn dieses Rf jedes x �A also auf eine monotone Funktion
abbildet� dann existieren o�enbar die durch den im Ausdruck �f enthaltenen le�Funktional
geforderten kleinsten Elemente� Relationenalgebraisch l�a
t sich dies im folgenden Lemma
zeigen�
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����� Lemma� Sei zu einer monotonen Funktion f � f�ur die die R�uckkopplungskomposition
�f nach ����
�i� gebildet werden kann� und einer Ordnung v eines Stromverarbeitungsbe�
reichs mit monotonem Funktionenraum ��� �� �M� die Relation Rf durch die Bedingung

Rf � �T� �f�
T � ���

T

� �
T�

gegeben� Dann gilt syq�RT

f � �M�L � L� woraus die Totalit�at von le��T� �f � ���
T

� �� folgt�

Beweis� ��� F�ur die Totalit�at von syq�RT

f � �M� zeigen wir nach der Bedingung �MS�� in
������i�� da
 folgendes gilt�

RT

fRf � ���T � ��T� � ��v�T � �v�T� 
 Rf� � L �

Sei  � fI�vg eine notationelle Abk�urzung� dann ist demnach zun�achst die Bedingung
RT

fRf � � �T � � �T zu zeigen� Der Nachweis gelingt mit den f�ur jede Wahl von  

simultan g�ultigen Aussagen ���
T

� �  � �� �T� �  � �� �
T

� und fT f �  �Eindeutigkeit
bzw� Monotonie von f� wie folgt�

RT

fRf � �����
T

� � �fT����
T

� �f�
T � ���

T

� �
T�

� �����
T

� � �fT�� � �� �T� ��f�
T � ���

T

� �
T�

� ��� �T� �
T � �fT f�T

� � �T � � �T �

Schlie
lich ist noch die verbliebene Bedingung Rf� � L nachzuweisen�

Rf� � �T� �f�
T � ���

T

� �
T�� � �T� �fL � ���

T

� � � L�T� � L �

Damit folgt mit �MS�� die gew�unschte Totalit�at von syq�RT

f � �M��
��� Aus der Totalit�at von syq�RT

f � �M� folgt unmittelbar nach dem Fixpunktsatz mo�
notoner Funktionen �hier nach ������iii�� diejenige des Ausdrucks le�Rf �� � ���� Einfache
Umformungen zeigen� da
 folgendes gilt�

le�Rf�� � ��� � le��T� �f�
T � ���

T

� �
T��� � ��� � le��T� �f � ���

T

� �� �

F�ur die letzte Beziehung ist zu beachten� da
 � � � injektiv ist� �

Das vorstehende Lemma reicht aus� um die Elimination des le�Funktionals soweit zu
erlauben� da
 immerhin das Resultat

upc�abs��F �� � upc��abs�F �� �

wie wir unten im Beweis zu ����� sehen werden� hergestellt werden kann� Obwohl dieses
Resultat der wichtigste Zwischenschritt ist� verbleibt der �Ubergang von abs zu ABS auf
der rechten Seite der Gleichung� Um diesen �Ubergang zu leisten� betrachten wir� wie sich
die Monotonieeigenschaft der Elemente einer Argumentmenge von abs auf die resultie�
rende Relation �ubertr�agt� Dabei kommt die in ��
�� betrachtete Verallgemeinerung des
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Begri�s der monotonen Funktion auf die begri(ich an den drei Arten des Nichtdeterminis�
mus orientierten Monotonieeigenschaften von Relationen zum tragen� Es l�a
t sich zeigen�
wie anschlie
end beschrieben� da
 sich die erratische Monotonie der stromverarbeitenden
Funktion als Relation vollst�andig auf durch abs erhaltene stromverarbeitende Relationen
�ubertr�agt� was vor allem an der Distributivit�at der relationalen Vereinigung gegen�uber der
relationalen Komposition liegt�

����� Behauptung� F�ur jede Menge F stromverarbeitender Funktionen ist abs�F � sowohl
d�amonisch� als auch angelisch und damit erratisch monoton�

Beweis� Sei F eine Menge stromverarbeitender Funktionen� Nach ����� sind monotone
Funktionen wie die stromverarbeitenden Funktionen aus F sowohl d�amonisch� als auch
angelisch monoton im Sinne von ��
��� Sei also  � fv�vTg� dann folgt unmittelbar das
Gew�unschte�

 �abs�F � �  
� �
f�F

f
�
�
�
f�F

 f �
�
f�F

f �
� �
f�F

f
�
 � abs�F � � �

Von den Monotonieeigenschaften von abs�F � ist in diesem Abschnitt lediglich die d�amo�
nische Monotonie n�utzlich� Da jede Ordnung v eines Stromverarbeitungsbereichs eine
Wohlordnung ist �vgl� ������ bzw� ������iii��� gilt n�amlich ganz allgemein f�ur jede d�amo�
nisch monotone Relation R folgende� zun�achst komponentenweise betrachtete Tatsache�
L�a
t sich zur Relation R die R�uckkopplungskomposition �R bilden� d�h� R hat schema�
tisch einen Quellbereich A�C und einen Zielbereich B�C� und �ndet man zu �x� z��A�C
ein Paar �y�� z���B�C� so da


R��x� z�� �y�� z��� 
 z� v z �

dann kann man induktiv eine Folge �yi� zi�i�� von Paaren aus B�C konstruieren� so da


R��x� zi�� �yi	�� zi	��� 
 �yi	�� zi	�� v �yi� zi� �

d�h� der sukzessiven Verkleinerung auf der Argumentseite durch die absteigende Folge
�x� z� w �x� z�� w � � � w �x� zi� w � � � steht eine Verkleinerung der Resultatseite durch
die konstruierte absteigende Folge �yi� zi�i�� gegen�uber� Weil die verwendete Ordnung v
jedoch eine Wohlordnung ist� wird die Folge �yi� zi�i�� station�ar und daher gibt es ein n � ��
so da


R��x� zn�� �yn	�� zn�� 
 yn	� v y� � d�h� �R�x� �yn	�� zn�� 
 �yn	�� zn� v �y�� z�� �

Die vorstehende Eigenschaft l�a
t sich in den wesentlichen Z�ugen relationenalgebraisch
ausdr�ucken� wie in folgendem Faktum formuliert� wenn man die M�oglichkeit der Bildung
der beteiligten Paarfolgen implizit unterstellt� aber nicht unmittelbar in das Ergebnis auf�
nimmt� Wir haben absichtlich eine Form der Darstellung gew�ahlt� die der Gestalt der
Bedingung vR � Rv der d�amonischen Monotonie m�oglichst nahekommt�
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����� Faktum� Sei v Ordnung eines Stromverarbeitungsbereichs und R eine d�amonisch
monotone Relation� zu der zwei direkte Produkte wie in Abbildung ��� gegeben sind� Dann
gilt�

����
T

� � ��v�
T

� �R � ���
T

� � ���
T

� �R � ���
T

� �v � �

Mit diesem Faktum l�a
t sich nunmehr zeigen� da
 bei d�amonisch monotonen strom�
verarbeitenden Relationen der zweite Abschlu
 nach oben in upc��upc�R�� fortgelassen
werden kann� was insbesondere den f�ur den Beweis von ����� ben�otigten �Ubergang von abs
zu ABS unter dem ��Kombinator erm�oglicht�

����
 Satz� Unter den Voraussetzungen von ����	� da
 R insbesondere eine d�amonisch
monotone Relation ist� gilt die Beziehung

upc��R� � upc��upc�R�� �

Beweis�
�
�� ist klar� Die Gegenrichtung

�
�� ergibt sich wie folgt�

upc��upc�R�� � �T� �Rv � ���
T

� �v

� �T� �R � ���
T

�v
T�vv fDedekind�Regel g

� �T� �R � ��v
T�T� �v f �� monoton g

� �T� �R � ����
T

� � ��v
T�T� ����

T

� �v

� �T� �����
T

� � ��v�
T

� �R � ���
T

� �v fDedekind�Regel g

� �T� ����
T

� �R � ���
T

� �v�v fnach ����	 g

� upc��R� � �

Da alle ben�otigten Zwischenresultate zusammengetragen worden sind� ist es m�oglich�
den Beweis des Hauptsatzes zu f�uhren� der den Operator ABS als Abstraktion �im weiteren
Sinne� des Modells der Mengen stromverarbeitender Funktionen auf das der nach oben
abgeschlossenen stromverarbeitenden Relationen identi�ziert�

Beweis von ������ Ad �i� � F�ur die parallele Komposition erh�alt man zun�achst�

ABS�FkG� �
h�
f�g

���f�
T

� � ��g�
T

� �
i
v

�
h
��
� �
f�F

f
�
�T� � ��

� �
g�G

g
�
�T�
i
v � �abs�F �kabs�G��v �

Aus dem zuletzt erhaltenen Ausdruck wird der Zielausdruck ABS �F �kABS�G� wegen
v � vkv und dem Satz ����	� der verwendet werden kann� da die unterliegende Rela�
tionenalgebra in impliziter Annahme parallele Komposition erlaubt�

Ad �ii� � F�ur die sequentielle Komposition wird die d�amonische Monotonie von abs�F��
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f�ur jede Menge F� stromverarbeitender Funktionen ausgenutzt� und man erh�alt�

ABS �F �G� �
��
f�g

fg
�
v

�
h �
f�F

f
� �
g�G

g
�i
v

�
� �
f�F

f
�� �

g�G

g
�
v

� abs�F ��abs�G�v

� abs�F �v�abs�G�v f� klar� � nach ����� g

� ABS �F ��ABS�G� �

Ad �iii� � F�ur die R�uckkopplung zeigt man unter Verwendung der zuvor dargestellten
Zwischenresultate�

ABS ��F � � upc�abs��F ��

�
� �
f�F

�f
�
v

�
� �
f�F

le��T� �f � ���
T

� ��
�
v

�
�
f�F

le��T� �f � ���
T

� ��v

�
�
f�F

�T� �f � ���
T

� �v f le��T� �f����
T

� �� total nach ����� g

� �T�
h� �

f�F

f
�
� ���

T

�

i
v

� upc��abs�F ��

� upc��ABS�F �� � fnach ����
 wegen ����� g �

Wie angek�undigt� wird das vorstehende Resultat der �Ubereinstimmung des denotatio�
nellen Modells mit der operationellen Semantik weiter verfeinert� In �Broy ��� wird ein
Resultat f�ur eine denotationelle Semantik von mengenwertigen Abbildungen� d�h� jedem
Kanal wird letztlich eine Menge von Str�omen zugeteilt� bewiesen� nach dem die �Uberein�
stimmung mit der operationellen Semantik nur erreicht werden kann� indem die interpre�
tierten Daten�u
graphen zu gegebenfalls unendlichen� aber daf�ur zyklenfreien aufgefaltet
werden� Im weiteren zeigen wir ein Resultat� da
 dasjenige von �Broy ��� dahingehend ver�
bessert� da
 der interpretierte Daten�u
graph unver�andert als das passende operationelle
Modell zul�assig ist� wenn man anstelle der H�ullenoperation des erratischen Potenzbereichs
den Abschlu
 nach oben verwendet�

Allerdings nehmen wir starke Vereinfachungen gegen�uber den Ausgangspositionen von
�Broy ��� vor� Zum einen f�uhren wir keine besondere Sprache f�ur Netzprogramme ein�
sondern verwenden die interpretierten Daten�u
graphen selbst als sprachlicher Ausgangs�
punkt der denotationellen Semantik der mengenwertigen Funktionen� Dies ist gerechtfer�
tigt� denn einerseits entsprechen die interpretierten Daten�u
graphen genau den Netzpro�
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grammen und umgekehrt� andererseits wird in �Broy ��� bei der Auswertung eines Berech�
nungsschritts eine semantische Funktion verwendet� die letztlich die �Ubergangsrelation des
operationellen Automaten simuliert� Tats�achlich werden wir f�ur unsere Netzprogramme
eine entsprechende Schrittsemantik betrachten� die sich von der in ����� eingef�uhrten Be�
rechnungssequenz dadurch unterscheidet� da
 anstelle eines funktionalen Elements fv der
Agenteninterpretation die Relation label�v� unter einem Abschlu
 nach oben eingesetzt
wird� Dies beschreibt bereits die zweite Vereinfachung� bei der wir anstelle von Mengen auf
Mengen abbildende Funktionen gerade Relationen verwenden� Eine solche Vereinfachung
wird gerade bei der Bildung der relationalen Komposition RS gemacht� wenn man von der
mengenwertigen Funktionsdarstellung in die Relationendarstellung wechselt� wobei S dann
von einer Mengen auf Mengen abbildenden Funktion zu einer Relation vereinfacht wird� Wir
verzichten auf die relationenalgebraischen Darstellung eines dem in �Broy ��� dargestellten
genau entsprechenden Resultats� bei dem unter anderem anstelle der Relationen label�v� die
durch einen symmetrischen Quotient gebildeten Funktionen der Form syq�label�v�T��� ���
zu verwenden sind� wobei ��� �� entsprechende Potenzmengenkonstruktionen bezeichnen�
Der nachfolgende Hauptsatz beh�alt jedoch die Absicht bei� die �Ubereinstimmung von Be�
rechnungsergebnissen verm�oge operationell ausgef�uhrter Berechnungssequenzen mit denen�
die durch die denotationelle Schrittsemantik erzielt werden� unter Abgeschlossenheit nach
oben nachzuweisen�

����	 Hauptsatz� Sei �V�E� I� O� co� in� out� label� ein interpretierter Daten�u
graph� de�
ren unterliegende Relationenalgebra H parallele Komposition erlaube� F eine Agenten�
interpretation dazu� sowie � ein auf das direkte Produkt ������I passendes Stromtupel�
Dann gilt� wenn � abh�angig von �fv�v�V die Berechnungssequenzen von F auf Eingabe �
durchl�auft�

upc
� �
�fv�

�v���
�
� upc

�
�v

�
upc�L��

� �
��I

���
T
�
�
�
v�V

in�v��upc�label�v���out�v�T
� �

�

Beweis� Nun ist � � L�
� �
��I

���
T
�
�
�
v�V

in�v� � fv � out�v�
T ebenso wie die Funktionen fv

bereits selbst monoton� Daher l�a
t sich der Fixpunktsatz monotoner Funktionen auf cpos
anwenden� und zwar nicht in der Form von ������iii�� sondern als Verst�arkung von ����
�
bei der bekanntlich der in ����� bzw� ����
 geforderte Ausdruck glb� � durch eine trans�nite
Iterationskette berechnet wird� Es folgt somit� da
 �v��� � le�L�� � I�� total ist� Demnach
erh�alt man zun�achst folgendes�

upc
� �
�fv�

�v���
�
�
�
�fv�

le�L�� � I��v �
�
�fv�

L�� � I�v �

Zieht man die Vereinigungsoperation nach innen� in den durch � bezeichneten Ausdruck�
dann ergibt sich��

�fv�

L�� � I�v � L�L�
� �
��I

���
T
�
�
�
v�V

in�v� �
� �
f�Fv

f
�
� out�v�T � I�v

� upc
�
�v

�
L�
� �
��I

���
T
�
�
�
v�V

in�v��label�v��out�v�T
��

�
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Da label�v� � abs�Fv� gilt� ist nach ����� jedes label�v� d�amonisch monoton� Damit ist
aber� wie man zeigen kann� auch die Relation ' mit

' � L�
� �
��I

���
T
�
�
�
v�V

in�v��label�v��out�v�T �

d�amonisch monoton� Weil �v�'� von der Form �' ist� wobei die in �' enthaltenen
relationalen Produkte ein und dasselbe von der Form �L� I� �

�
alles wird r�uckgekoppelt��

sind� ist der Satz ����
 anwendbar und unter dem �v�Funktional l�a
t sich eine upc�An�
wendung erzeugen�

upc��v�'�� � upc��v�upc�'��� �

Mit Hilfe von �CCL� bzw� ����	� das eingesetzt werden darf� da explizit gefordert wird�
da
 die unterliegende Relationenalgebra parallele Komposition erlaubt� l�a
t sich das unter
�v erzeugte upc so weit in den durch ' bezeichneten Ausdruck hineinziehen� da
 sich der
gew�unschte Ausdruck auf der rechten Seite der Behauptung des Hauptsatzes ergibt� �

��� Ein relationenalgebraisches Modell der robusten Verfeine�

rung kommunizierender Systeme

Der im vorhergehenden Abschnitt behandelte Hauptsatz bez�uglich der Abstraktion besagt
lediglich� da
 der Operator ABS � d�i� die relationale Vereinigung der stromverarbeitenden
Funktion mit anschlie
endem Abschlu
 nach oben� lediglich eine Abstraktion im weite�
ren Sinne auf das Modell der nach oben abgeschlossenen stromverarbeitenden Relation
darstellt� Damit ist also zun�achst nur eine Obermenge desjenigen denotationellen Modells
bekannt� f�ur das das Kompositionalit�atsresultat und damit die �Ubereinstimmung mit der
operationellen Semantik gilt� Dieser Abschnitt sieht die erste Aufgabe darin� festzustel�
len� welche Eigenschaften das denotationelle Modell besitzt� damit der Surjektivit�atsfor�
derung� durch die der Operator ABS zur Abstraktion wird� m�oglichst weit entsprochen
wird� Es zeigt sich� da
 sich eine denkbar einfache Eigenschaftsmenge beschreiben l�a
t� die
tats�achlich die Surjektivit�at von ABS bewirkt� wenn sowohl dem funktionalen� als auch
dem relationalen Modell Stetigkeitsforderungen hinzugef�ugt werden� Wie schon bei der
Beschreibung des operationellen Modells und den Betrachtungen des vorhergehenden Ab�
schnitts� werden wir so weit wie m�oglich die Betrachtung von Stetigkeitsforderungen in den
Hintergrund verdr�angen� Zur Plausibilit�at der vorgestellten Eigenschaften wird au
erdem
untersucht� ob bestimmte Konjunktionen der Eigenschaften dem

�
Kompositionalit�atskri�

terium� gen�ugt� das besagt� da
 die als kompositional nachzuweisende Eigenschaft sich
von den einzelnen Bestandteilen auf das durch einen Netzkombinator zusammengef�ugte
kommunizierende System �ubertragen mu
� so da
 die Anwendung eines Netzkombinators
nicht

�
aus dem Modell herausf�allt��

Zugeh�orig zum vorgeschlagenen Modell wird im zweiten Teil dieses Abschnitts ein
Kalk�ul zur robusten Verfeinerung von Spezi�kationen kommunizierender Systeme ent�
wickelt und mit mehreren Beispielen auf seine Handhabbarkeit hin untersucht� Es sei
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hier betont� da
 zwar durch die Sichtweise des wp�Kalk�uls der Einsatz des Abschlusses
nach oben und des robusten Korrektheitsbegri�s begr�undet wird� aber da
 der Verfeine�
rungskalk�ul� �ahnlich zu den Ans�atzen von �Gritzner� Berghammer ��� Broy� St�len ���� auf
denotationeller Basis angegeben wird� Der Zusammenhang mit der axiomatischen Seman�
tik� also mit der Verfeinerung basierend auf dem wp�Operator nach �Back ���� wird explizit
erst im n�achsten Abschnitt hergestellt�

a� Eigenschaften des denotationellen Modells

Im folgenden werden �uber die Abgeschlossenheit nach oben hinaus weitere Eigenschaften
des von dem Operator ABS erreichten denotationellen Modells vorgestellt� die sich durch
Betrachtung der Relation ABS �F � bei gegebener Menge F stromverarbeitender Funktio�
nen ergeben� Erwartet werden vor allem �Ubertragungen der von abs�F � nach ����� ge�
tragenen Monotonieeigenschaften und der Totalit�at der stromverarbeitenden Funktionen�
Die Eigenschaften der angelischen und der d�amonischen Monotonie� die wir in ��
�� als
Verallgemeinerung der Monotonieeigenschaft von Funktionen eingef�uhrt haben� sind be�
reits in �Panangaden� Shanbhogue ��� diskutiert worden� wobei sie dort die Bezeichnungen
Hoare� und Smyth�Monotonie entsprechend der Bezeichnungen des Hoare�Potenzbereichs
bei angelischem und des Smyth�Potenzbereichs bei d�amonischem Nichtdeterminismus tra�
gen� Bereits in �Panangaden� Shanbhogue ��� ist das Kompositionalit�atsproblem bei Hoare�
Monotonie� das unter Zusatzforderung einer geeigneten Stetigkeitseigenschaft gel�ost werden
kann� untersucht worden� Auch in der vorliegenden Arbeit kann durch Zusatzforderung ge�
eigneter Stetigkeitseigenschaften gezeigt werden� da
 die betrachtete Eigenschaftsmenge
das Bild des Operators ABS angewendet auf die Klasse der Mengen stetiger stromverar�
beitender Funktionen vollst�andig charakterisiert� Wir beziehen uns im folgenden mit dem
Mitteilungszeichen v immer auf eine� aber m�oglicherweise nicht dieselbe Ordnung eines
Stromverarbeitungsbereichs�

����� De�nition und Behauptung� �i� Eine Relation R hei
t gepu�ert genau dann�
wenn gilt�

R � vRv �

�ii� R ist genau dann gepu�ert� wenn R nach oben abgeschlossen und d�amonisch mo�
noton bzgl� v ist�

R � vRv 
� R � Rv 
 vR � Rv �

Beweis� Ad �ii� � Die Behauptung ergibt sich sofort aus�

R � vRv �� Rv � vRvv � vRv � R �

R � vRv �� vR � vvRv � vRv � R � Rv �

R � Rv 
 vR � Rv �� �vR�v � �Rv�v � R � vRv � �

Wenn die Eigenschaft der Abgeschlossenheit der Agenten eines kommunizierenden Sy�
stems nach oben konsequent gefordert wird� gelangt man unmittelbar zu gepu�erten Re�
lationen� weil durch die Zusammenf�ugung mit Netzkombinatoren wird erzwungen� da
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nicht nur die Ausg�ange� sondern auch die Eing�ange mit einem Abschlu
 nach oben zu
versehen sind� Dazu wird in Abbildung ��� ein Beispiel dargestellt� bei dem die Ab�
schl�usse nach oben mit einem K�astchen ��� markiert sind� Der nachfolgende Satz best�atigt�
da
 die Relationen des durch ABS angesteuerten denotationellen Modells gepu�ert sind�
Der Begri� der gepu�erten Relation ist in Analogie zum in �Rabinovich� Trakhtenbrot ���
oder in �Panangaden� Shanbhogue ��� eingesetzten Begri� des gepu�erten Port�Automaten
gew�ahlt worden� wobei dort die Pu�erung mit Abschl�ussen nach unten� also sogar dual zum
vorgestellten Begri� vorgenommen wird�
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Abbildung ���� Gepu�ertes kommunizierendes System�

����� Satz� F�ur jede Menge F stromverarbeitender Funktionen ist die Relation ABS�F �
gepu�ert�

Beweis� Die Behauptung folgt unmittelbar aus ABS�F � � v�ABS�F ��v und

v�ABS�F ��v � v
� �
f�F

f
�
v �

� �
f�F

vf
�
v �

� �
f�F

fv
�
v �

� �
f�F

f
�
v � ABS �F � � �

Obwohl sich die d�amonische Monotonie von abs�F � auf ABS �F � wie nachgewiesen
ohne weiteres �ubertr�agt� gilt dies nicht selbstverst�andlich auch f�ur die angelische Mono�
tonie� Vielmehr ist man gezwungen� den bei ABS �F � auftretenden Abschlu
 nach oben
zu �uberwinden� indem eine schw�achere Bedingung als die angelische Monotonie gefordert
wird� bei der etwa die Eigenschaft der angelischen Monotonie nur f�ur einen modulo Ab�
geschlossenheit nach oben �aquivalenten Vertreter gefordert wird� Deshalb werden in der
nachfolgenden De�nition die f�ur sp�atere Betrachtungen wichtigen Relationen vM und �M

auf stromverarbeitenden Relationen� wobei vM die Inklusion und �M die �Aquivalenz je�
weils modulo Abgeschlossenheit nach oben bezeichnet� Die Bezeichnung der Relation vM

ist analog zu �Broy �	� gew�ahlt� weil vM die relationenalgebraische Formalisierung der
auf Relationen erweiterten Informationspr�aordnung des d�amonischen Nichtdeterminismus
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darstellt� die Relation vM fungiert sowohl als Fixpunktordnung f�ur die Semantik rekursiv
de�nierter kommunizierender Systeme� als auch als die Verfeinerungsrelation� Die �Aquiva�
lenz �M ergibt sich aus der Pr�aordnung vM und ist echt� denn es gilt L� �M L� aber wegen
der Ausgeschlossenheit des Strombereichs �uber der leeren Menge ist dagegen auch L� 	� L

erf�ullt� Die Rolle von �M wird nach der anschlie
enden De�nition n�aher erl�autert�

����� De�nition� Sind R� S zwei vorgegebene stromverarbeitende Relationen� dann f�uhren
wir zwei Relationen vM und �M auf Relationen ein durch die Beziehungen

R vM S 
� S � upc�R� 
� upc�S� � upc�R� �

R �M S 
� R vM S 
 S vM R 
� upc�R� � upc�S� � �

Ein wesentlicher Gedanke bei der Herstellung des Abstraktionsresultats ����� f�ur ABS
ist die Ununterscheidbarkeit der Menge der kleinsten Fixpunkte� die f�ur Relationen aus
operationellen Berechnungen mit darin enthaltenen monotonen Funktionen ermittelt wer�
den� mit der Menge aller Fixpunkte modulo Abgeschlossenheit nach oben� Da wir mit �M

die �Aquivalenz modulo Abgeschlossenheit nach oben bereitgestellt haben� die diesen Ge�
danken der Ununterscheidbarkeit wiedergibt� l�a
t sich im nachfolgenden Korollar zu �����
eine Variante herstellen� bei der ABS sich als Abstraktion im weiteren Sinne auf das Modell
der stromverarbeitenden Relationen� das zwar verm�oge �M anstelle von �� also modulo der
Abgeschlossenheit nach oben� aber daf�ur mit den unver�anderten Netzkombinatoren �� k��
gebildet wird� Insbesondere entf�allt also bei der R�uckkopplungskomposition der Abschlu

nach oben� weil dieser in �M enthalten ist�

����� Korollar zu ������ Der Operator ABS ist eine Abstraktion im weiteren Sinne
des Modells der Mengen stromverarbeitender Funktionen auf das der stromverarbeitenden
Relationen modulo der �Aquivalenz �M � d�h� im einzelnen gelten die folgenden Beziehungen�

�i� ABS �FkG� �M ABS �F �kABS�G� �

�ii� ABS�F �G� �M ABS �F ��ABS�G� �

�iii� ABS ��F � �M �ABS �F � � �

Aus logischen Gr�unden fordert man zur Erg�anzung des vorstehenden Resultats� da

�M eine Kongruenz auf dem Modell der stromverarbeitenden Relationen bez�uglich der
Netzkombinatoren sein mu
� Dabei erweist sich die Eigenschaft der d�amonischen Monotonie
wieder� wie f�ur den Beweis von ������ als unverzichtbar�

����� Satz� Die Relation �M ist eine Kongruenz f�ur das Modell der stromverarbeiten�
den Relationen� wenn die Tr�agermenge der stromverarbeitenden Relationen auf d�amonisch
monotone eingeschr�ankt wird� Im einzelnen gelten dann die folgenden Beziehungen�

�i� R� �M S� 
 R� �M S� �� R�kR� �M S�kS� �

�ii� R� �M S� 
 R� �M S� �� R��R� �M S��S� �

�iii� R �M S �� �R �M �S �
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�iv� Ferner gilt� R d�amonisch monoton 
 R �M S �� S d�amonisch monoton�

Beweis� Ad �i� � Aus dem Satz ����	 folgt�

upc�PkQ� � �PkQ��vkv� � �Pv�k�Qv� � upc�P �kupc�Q� �

Daraus ergibt sich unter der Annahme R� �M S� 
 R� �M S��

upc�R�kR�� � upc�R��kupc�R�� � upc�S��kupc�S�� � upc�S�kS�� �

Ad �ii� � Aus der Eigenschaft der d�amonischen Monotonie folgt�

upc�P ��upc�Q� � PvQv � PQvv � PQv � upc�P �Q� �

upc�P �Q� � upc�P ��upc�Q� ist klar� so da
 die Gleichheit in der bewiesenen Beziehung
gilt� Daraus ergibt sich unter der Annahme R� �M S� 
 R� �M S��

upc�R��R�� � upc�R���upc�R�� � upc�S���upc�S�� � upc�S��S�� �

Ad �iii� � Aus dem bereits aus der d�amonischen Monotonie ermittelten Ergebnis ����

ergibt sich unter der Annahme R �M S�

upc��R� � upc��upc�R�� � upc��upc�S�� � upc��S� �

Ad �iv� � Seien R� S mit R d�amonisch monoton und R �M S gegeben� Dann ergibt sich
unmittelbar die d�amonische Monotonie von S�

vS � vSv � vRv � Rvv � Rv � Sv � �

Wie in der Vorbemerkung zu ����� angek�undet� betrachten wir anschlie
end eine
schw�achere Form der angelischen Monotonieeigenschaft� bei der es gen�ugt� wenn es einen
Vertreter in derselben Kongruenzklasse modulo�M gibt� der angelisch monoton ist� Im Fal�
le von ABS �F �� bei gegebener Menge F stromverarbeitender Funktion� ist dieser Vertreter
erwartungsgem�a
 genau abs�F ��

����
 De�nition� Eine Relation R hei
t schwach angelisch monoton genau dann� wenn
gilt�

�R�� R �M R� 
 R� angelisch monoton � �

����	 Satz� F�ur jede Menge F stromverarbeitender Funktionen ist die Relation ABS�F �
schwach angelisch monoton�

Beweis� Die Behauptung folgt unmittelbar aus ������ denn danach ist abs�F � angelisch
monoton und f�ur abs�F � gilt per de�nitionem die Beziehung ABS �F � �M abs�F �� �

Die Totalit�atseigenschaft� die f�ur stromverarbeitende Funktionen gilt� spielt bei rela�
tionalen Spezi�kationen die Rolle des Konsistenzbegri�s� Dabei wird eine relationale Spe�
zi�kation als konsistent bezeichnet� wenn zu jeder Eingabe auch mindestens eine Ausgabe
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existiert� mit der die Eingabe in der durch die Spezi�kation gegebenen Relation steht� was
relationenalgebraisch genau dem Totalit�atsbegri� entspricht� Weil ABS�F � mit der rela�
tionalen Vereinigung gebildet wird� �ubertr�agt sich die Totalit�at von den Elementen der
Menge F stromverarbeitenden Relationen� ohne da
 sich der Abschlu
 nach oben st�orend
auswirkt�

����� Satz� F�ur jede Menge F stromverarbeitender Funktionen ist die Relation ABS�F �
total�

Beweis� Die Behauptung folgt unmittelbar aus

ABS �F ��L �
� �
f�F

f
�
vL �

� �
f�F

f
�
L �

�
f�F

fL �
�
f�F

L � L � �

Die bisher betrachteten Eigenschaften stellen in gewisser Weise bereits diejenige Menge
dar� die ben�otigt wird� um das von ABS erreichte denotationelle Modell vollst�andig zu cha�
rakterisieren� Formal l�a
t sich die Vollst�andigkeit der Eigenschaftsmenge nur nachweisen�
indem Stetigkeitseigenschaften sowohl dem Modell der stromverarbeitenden Funktionen
und als auch dem der stromverarbeitenden Relationen hinzugef�ugt werden� In folgender Be�
merkung wird der Vollst�andigkeitsnachweis unter Verwendung von Stetigkeitseigenschaften
zur Transparenz der dargestellten Konstruktionen komponentenweise gef�uhrt und schlie
�
lich die Eigenschaftsmenge zusammengestellt� die die Surjektivit�at von ABS erm�oglicht�
um damit eine Abstraktion im engeren Sinne zu erhalten�

����� Bemerkung� Die Darstellung im folgenden ist gr�o
tenteils komponentenweise ge�
fa
t� Die komponentenweise Notation besteht haupts�achlich darin� die Anwendung der
Relationen und Operationen anders als in der Relationenalgebra im Sinne der Pr�adika�
tenlogik zu notieren� Wir kommen daher mit den bereits eingef�uhrten Notationen f�ur die
Stromoperationen wie ��$�v aus�

�i� R hei
t stetig genau dann� wenn f�ur jede aufsteigende Kette �xi� yi�i�� von Paaren
die folgende Bedingung erf�ullt ist�

��i � �� R�xi� yi�� �� R�
F
i xi�

F
i yi� �

R hei
t passend genau dann� wenn zu jedem Paar �x� y� mit R�x� y� eine aufsteigende
Kette �xi� yi�i�� existiert� so da
 folgendes gilt�F

i�xi� yi� � �x� y� 
 �i � �� $xi � min�$x� i� 
 R�xi� yi� �

Der Stetigkeitsbegri� f�ur Relationen entspricht dem im Zusammenhang mit der Berech�
nungsinduktion verwendeten Zul�assigkeitsbegri� �engl� admissibility� f�ur Pr�adikate mit
zwei freien Variablen� Da wir den Zul�assigkeitsbegri� f�ur Eigenschaften stromverarbeiten�
der Relationen reserviert halten� haben wir hier den alternativ gebrauchten Begri� der
Stetigkeit verwendet� F�ur die zuletzt de�nierte Eigenschaft gibt es keinen g�angigen Begri��
Da aber gerade diese Eigenschaft einen bestimmten Aspekt der Stetigkeit von Funktionen
verallgemeinert� haben wir zur Benennung die Bezeichnung

�
passend� eingef�uhrt� die einen
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zum Zul�assigkeitsbegri� entfernt �ahnlichen Klang hat�
�ii� Falls eine vorgegebene Relation R ��� total� ��� angelisch monoton und ��� stetig

ist� dann l�a
t sich eine stromverarbeitende Funktion f konstruieren� so da
 f � R gilt� Es
gilt sogar� da
 das konstruierte f nicht nur monoton� sondern auch stetig ist�

Man konstruiert hierzu� in Abwandlung des Beweises in �Broy ��� x ����� n�amlich eine
Kette �fi�i�� stromverarbeitender Funktionen induktiv� so da
 f�ur jedes i � � die folgende
Eigenschaft gilt�

��� $x � i �� R�x� fi�x�� �

denn das Supremum f �
F
i fi soll die stromverarbeitende Funktion mit den verlangten

Eigenschaften ergeben� Zu Beginn wird f� de�niert durch

f� � L�� d�h� komponentenweise durch f��x� � � �

wobei � hier das leere Stromtupel bezeichne� Es ist klar� da
 f� die Eigenschaft ��� hat�
weil $x � � unerf�ullbar ist� Sei nun fi gegeben� so da
 die Eigenschaft ��� erf�ullt ist� dann
wird fi komponentenweise mit Hilfe der Eigenschaften ��� und ��� der Relation R durch
folgende Vorschriften festgelegt�

$x � i �� fi	��x� � fi�x� �

$x � i �� fi	��x� � y�

wobei y nach ��� �i � �� oder ��� so gew�ahlt ist� da
 R�x� y� gilt�

denn bei der Wahl nach ��� ergibt sich y aus�

x� v x 
 $x� � i�� 
 R�x�� fi�x
��� �� �y� R�x� y� 
 fi�x

�� v y �

$x 
 i 
 z v x 
 $z � i �� fi	��x� � fi	��z� �

Da fi die Eigenschaft ��� hat� geht diese nach Konstruktion im Fall $x � i �uber auf fi	��
Sei nun ein beliebiges Stromtupel x gegeben� dann sei dazu die Kette �xi�i�� de�niert� so
da
 f�ur jedes i � � die Bedingung xi v x 
 $xi � min�$x� i� erf�ullt ist� Es gelten daher
f�ur alle i � � die folgenden Beziehungen�

R�xi� fi	��xi�� nach ��� und

fi	��xi� � fi	��x�� und zwar im Fall $x 
 i nach Konstruktion

und im Fall $x � i wegen xi � x �

also gilt insgesamt die Beziehung �i � �� R�xi� fi	��x��� Da die Paarfolge �xi� fi	��x��i��
eine Kette darstellt� folgt aus der Eigenschaft ��� vonR� da
R�x�

F
i fi	��x�� gilt� Die zuletzt

erhaltene Aussage f�uhrt� weil x beliebig gew�ahlt worden ist� zur gew�unschten Beziehung

f �
F
i fi �

F
i fi	� � R �

f ist deshalb nicht nur monoton� sondern auch stetig� weil jedes fi als stetig mit gew�ohnli�
cher Induktion nachgewiesen werden kann� Essentiell ist jedoch f�ur das Resultat nicht die
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Stetigkeit von f � sondern die Stetigkeit der Relation R�
�iii� Ist zur Situation von �ii� die Relation R zudem ��� passend� dann gibt es eine

Menge F stromverarbeitender Funktionen� so da
 R � abs�F � gilt�
Durch das in �ii� beschriebene Verfahren k�onnen je nach den Alternativen f�ur das im

Fall $x � i zu w�ahlende y mehrere stromverarbeitende Funktionen f mit f � R kon�
struiert werden� es entsteht so also eine Menge F stromverarbeitender Funktionen mit
immerhin abs�F � � R� Sei nun �x� y� mit R�x� y� gegeben� Dann gibt es eine aufsteigende
Kette �xi� yi� mit

F
i�xi� yi� � �x� y�� R�xi� yi� und $xi � min�$x� i�� Analog zum Konstruk�

tionsverfahren von �ii� kann eine Kette �fi� konstruiert werden mit Supremum f �
F
i fi�

f�ur die die folgende Eigenschaft gilt�

���� $x � j � i �� R�x� fi�x�� 
 fi�xj� � yj �

Wegen ���� �� ��� folgt wie in �ii� die Beziehung f � R� Ferner gilt auch f�xi� � yi f�ur
jedes i nach dem zweiten Teil der rechten Seite von ����� Die Stetigkeit von f f�uhrt damit
zu

f�x� � f�
F
i xi� �

F
i f�xi� �

F
i yi � y �

Ist F die Menge der zu jedem �x� y� mit R�x� y� auf diese Weise konstruierten stromverar�
beitenden Funktionen� dann folgt sofort die gew�unschte Beziehung abs�F � � R�

�iv� Die in �ii� und �iii� genannten Eigenschaften ���&��� k�onnen nicht f�ur die Relatio�
nen des denotationellen Modells selbst� sondern �ahnlich zur schwachen angelischen Mono�
tonie nur f�ur einen Repr�asentanten der Kongruenzklasse modulo �M aufgestellt werden�
Dazu ist eine Begri�sbildung n�otig� die den Begri� der schwachen angelischen Monotonie�
die als Eigenschaft ��� auftritt� verfeinert� Allgemein sprechen wir bei einer Relation R von
schwacher angelischer Monotonie unter P genau dann� wenn gilt�

�R�� R �M R� 
 R� angelisch monoton 
 P �R�� �

wobei P eine gegebene Eigenschaft stromverarbeitender Relationen darstellt� Dementspre�
chend sprechen wir bei R von schwacher angelischer Monotonie unter Stetigkeit�
wenn es einen Repr�asentanten der zu R geh�orenden Kongruenzklasse modulo �M gibt�
der gleichzeitig angelisch monoton und stetig ist� Um die Eigenschaften ���&��� in der ge�
nannten Weise zu repr�asentieren� nennen wir aus Vereinfachungsgr�unden eine Relation R
passend stetig genau dann� wenn R stetig und passend ist� so da
 der Begri� der schwa�
chen angelischen Monotonie unter passender Stetigkeit verwendet werden kann�
der alle Eigenschaften ���&��� sowohl formal� als auch begri(ich ber�ucksichtigt�

�v� Fazit� Es gilt die das denotationelle Modell vollst�andig charakterisierende �Aquiva�
lenzbeziehung

�F � R � ABS �F � 
� R ist

�			
			�
��� gepu�ert�
��� total�
��� schwach angelisch monoton

unter passender Stetigkeit�
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Die Gesamtheit derjenigen Relationen� die die Eigenschaften ���&��� erf�ullen� sei mit Rt

bezeichnet� Dann bedeutet die vorstehende �Aquivalenzbeziehung nichts anderes� als da

der Operator ABS eine Abstraktion im engeren Sinne �siehe auch die Vorbemerkung zu
������ des Modells der Mengen von �stetigen� stromverarbeitenden Funktionen auf das
relationale Modell Rt ist� �

F�ur die betrachteten Eigenschaften des denotationellen Modells ist klarzustellen� da

sie von den Netzkombinatoren erhalten werden� damit man nicht bei der Zusammensetzung
von Agentennetzen aus dem Modell herausf�allt� Deshalb f�uhren wir in der nachfolgenden
De�nition den Begri� der kompositionalen Eigenschaft formal ein� wobei wir Analysen der
vorgestellten Eigenschaftsmenge hinsichtlich der Kompositionalit�at anschlie
en�

������ De�nition� Die Gesamtheit der Stromverarbeitungsbereiche sei mit SPD bezeich�
net� Dar�uber bezeichne Rel�SPD� die Gesamtheit der stromverarbeitenden Relationen�
Dann hei
t eine Eigenschaft P � Rel�SPD� kompositional genau dann� wenn folgende
Bedinungen erf�ullt sind�

�i� P �R� 
 P �S� �� P �RkS� �

�ii� P �R� 
 P �S� �� P �R�S� �

�iii� P �R� �� P �upc��R�� � �

������ Korollar zu ������ Die Eigenschaft P mit P �R� 
� R � Rt ist kompositional�
denn nach ������v� ist P �aquivalent zur Eigenschaft P� mit P��R� 
� �F � R � ABS�F ��
die mit Hilfe von ����� unmittelbar als kompositional nachgewiesen werden kann� �

Als erstes Beispiel einer kompositionalen Eigenschaft haben wir in vorstehender Be�
hauptung das in ������v� entwickelte� vollst�andige Modell Rt selbst betrachtet� Wir haben
damit best�atigt� da
 Rt zusammen mit den Netzkombinatoren tats�achlich eine Algebra
im herk�ommlichen Sinne bildet� Weil wir uns jedoch mit einem einfacheren Modell als Rt�
das etwa Stetigkeitseigenschaften beinhaltet� auf die m�oglichst verzichtet werden sollen�
zufriedengeben� verdienen die einzelnen Eigenschaften f�ur sich genommen der genaueren
Untersuchung bez�uglich ihrer Kompositionalit�at� wie wir dies in den folgenden S�atzen vor�
nehmen� Zuerst besch�aftigen wir uns mit der Eigenschaft des Gepu�ertseins� die f�ur die
�Ubereinstimmung von operationeller und denotationeller Semantik am ma
geblichsten ist�
Es best�atigt sich� da
 sogar die Bestandteile dieser Eigenschaft f�ur sich genommen ohne
weitere Zusatzanforderungen kompositional sind�

������ Satz� Die Eigenschaft P mit

P �R� 
� R gepu�ert

ist kompositional� denn es gelten�
�i� Abgeschlossenheit nach oben ist eine kompositionale Eigenschaft�
�ii� D�amonische Monotonie ist eine kompositionale Eigenschaft�
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Beweis� Ad �i� � Die Kompositionalit�at der Abgeschlossenheit ist einfach zu zeigen� F�ur
die parallele Komposition wird �CCL� aus ����	 angewendet� w�ahrend bei der sequentiel�
len Komposition die Abgeschlossenheit des zweiten Faktors nach oben bereits gen�ugt� Die
�Uberpr�ufung der R�uckkopplungskomposition ist schlie
lich trivial� denn upc��R� ist nach
Konstruktion nach oben abgeschlossen�

Ad �ii� � Die Kompositionalit�at der d�amonischen Monotonie ist keine Schwierigkeit
bez�uglich �������i�&�ii�� Bei paralleler Komposition wird �CCL� aus ����	 einsetzbar und
bei sequentieller Komposition wird die Ordnung v sukzessive nach rechts verschoben� Die
R�uckkopplungskomposition nach �������iii� wird schlie
lich mit den fr�uher ermittelten Er�
gebnissen ����	 und ����
 behandelbar�

v��T� �R � ���
T

� �v�

� �T� ���v�
T

� � ���
T

� ��R � ���
T

� �v

� �T� ����v�
T

� � ���
T

� �R � ���
T

� �v fSubdistributivit�at von �g

� �T� �vR � ���
T

� �v f ���
T

� � ��v�
T

� g

� �T� �Rv � ���
T

� �v � upc��upc�R�� fR d�amonisch monoton g

� upc��R� � �T� �R � ���
T

� �v fnach ����
 g

� ��T� �R � ���
T

� �v�v �

Nebenbei bemerkt� wird der Abschlu
 von �R nach oben hier eigentlich gar nicht ben�otigt�
denn es erweist sich durch leichte Modi�kationen des gef�uhrten Beweises� da
 sich die
d�amonische Monotonie von R bereits auf �R selbst �ubertr�agt� �

Sind Abgeschlossenheit nach oben und d�amonische Monotonie ohne Ber�ucksichtigung
weiterer Modelleigenschaften kompositional� so gilt dies nicht f�ur die beiden verbleibenden
Eigenschaften der schwachen angelischen Monotonie und der Totalit�at� Dies liegt daran�
da
 jeweils ein zu ����	 analoges Faktum verwendet werden mu
� das die Fixpunktbildung
diesmal nach einer aufsteigenden Kette� f�ur Totalit�at sogar mit dem leeren Stromtupel als
Ausgangspunkt �

�
Kleene�Kette��� vornimmt� Dazu wird jedoch zu der die Bildung der auf�

steigenden Kette beg�unstigende Eigenschaft der angelischen Monotonie noch die in ������i�
eingef�uhrte Stetigkeit ben�otigt� so da
� umgelegt auf das denotationelle Modell� der Begri�
der schwachen Monotonie unter Stetigkeit als Zusatzforderung f�ur den Kompositionalit�ats�
nachweis erhoben werden mu
�

In Analogie zu ����	 gilt also f�ur jede angelisch monotone und stetige Relation R die
folgende� komponentenweise betrachtete Tatsache� L�a
t sich zur Relation R die R�uckkopp�
lungskomposition �R bilden� d�h� R hat schematisch einen Quellbereich A�C und einen
Zielbereich B�C� und �ndet man zu �x� z��A�C ein Paar �y�� z���B�C� so da


R��x� z�� �y�� z��� 
 z v z� �

dann kann man induktiv eine Folge �yi� zi�i�� von Paaren aus B�C konstruieren� so da


R��x� zi�� �yi	�� zi	��� 
 �yi� zi� v �yi	�� zi	�� �
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d�h� der sukzessiven Vergr�o
erung auf der Argumentseite durch die aufsteigende Folge
�x� z� v �x� z�� v � � � v �x� zi� v � � � steht eine Vergr�o
erung der Resultatseite durch
die konstruierte aufsteigende Folge �yi� zi�i�� gegen�uber� Seien nun y�� z� de�niert� so da

y� �

F
i yi und z� �

F
i zi� Weil die Relation R stetig ist� gilt die Beziehung

R��x�
F
i zi�� �

F
i yi	��

F
i zi	��� 
 y� v y� � d�h� �R�x� �y�� z��� 
 �y�� z�� v �y�� z�� �

Die vorstehende Eigenschaft l�a
t sich analog zu ����	 in relationenalgebraischer Formulie�
rung unter Weglassung der gebildeten Paarfolgen in folgendem Faktum zusammenfassen�

������ Faktum� Sei v Ordnung eines Stromverarbeitungsbereichs und R eine angelisch
monotone und stetige Relation� zu der zwei direkte Produkte wie in Abbildung ��� gegeben
sind� Dann gilt�

����
T

� � ��v
T�T� �R � ���

T

� � ���
T

� �R � ���
T

� �v
T � �

Im folgenden Satz wird die Kompositionalit�at der schwachen angelischen Monotonie
untersucht� Um vorstehendes Faktum anwenden zu k�onnen� mu
 die Eigenschaft der schwa�
chen angelischen Monotonie unter Stetigkeit angesetzt werden� Jedoch ist der Anteil der
Stetigkeitsforderung selbst nicht kompositional� denn der in der sequentiellen Kompositi�
on implizit enthaltene Existenzquantor verhindert die �Ubertragung der Stetigkeit� die in
�������ii� gefordert wird� Daher wird folgende spezielle Sprachregelung eingef�uhrt� Wenn
wie im nachstehenden Satz behauptet wird� schwache angelische Monotonie sei unter Stetig�
keit kompositional� so bedeutet dies bei den zu beweisenden Implikationen von �������i�&
�iii�� da
 in den linken Seiten f�ur P jeweils die schwache angelische Monotonie unter
Stetigkeit eingesetzt wird� w�ahrend auf den rechten Seiten lediglich die Eigenschaft der
schwachen angelischen Monotonie intendiert ist�

������ Satz� Schwache angelische Monotonie ist unter Stetigkeit und unter der Zusatz�
forderung der d�amonischen Monotonie eine kompositionale Eigenschaft�

Beweis� Die Zusatzforderung der d�amonischen Monotonie wird ben�otigt� damit �M zur
Kongruenz wird� wie in ����	�i�&�iii� gezeigt� insbesondere zeigt ����	�iv�� da
 �M die
d�amonische Monotonie von einer der beiden Seiten der Kongruenzbeziehung auf die ande�
re �ubertr�agt� Dann reicht es n�amlich zu zeigen� da
 die angelische Monotonie selbst eine
kompositionale Eigenschaft ist� wenn f�ur die R�uckkopplungskomposition im Gegensatz zu
�������iii� der Abschlu
 nach oben unterbleibt� Dies f�uhrt aber zu einer zum Beweis von
�������ii� analogen Beweisf�uhrung� Bei paralleler Komposition wird �CCL� aus ����	 und
vT � vTkvT angewendet und bei sequentieller Komposition wird die transponierte Ord�
nung vT sukzessive nach rechts verschoben� Die �Uberpr�ufung der R�uckkopplungskomposi�
tion gelingt schlie
lich mit dem zuvor behandelten Resultat ������� wobei wir den Beweis
wegen der Analogie zum Beweis von ����
� wenn dort die Ordnung v durch vT ersetzt
wird� verk�urzt darstellen�
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vT��R� � vT��T� �R � ���
T

� ��

� �T� �v
TR � ���

T

� � fwie f�ur ����
� mit vT statt vg

� �T� �Rv
T � ���

T

� � fR angelisch monoton g

� �T� �����
T

� � ��v
T�T� �R � ���

T

� �v
T fwie f�ur ����
� mit vT statt vg

� �T� ����
T

� �R � ���
T

� �v
T�vT fnach ������ g

� �T� �R � ���
T

� �v
T � ��R�vT �

Wie einfache� komponentenweise angestellte Betrachtungen zeigen� ist �R sogar stetig�
denn als Pr�adikate wird �R aus R durch eine Substitution� die die R�uckkopplung durch
Gleichsetzung der entsprechenden Kanalvariablen vermittelt� gewonnen und es ist bekannt�
da
 aus zul�assigen Pr�adikaten durch Substitution von Variablen durch Variablen entstan�
dene Pr�adikate selbst wieder unmittelbar zul�assig sind� �

Wie angek�undigt� ben�otigt der Kompositionalit�atsnachweis f�ur die Totalit�at minde�
stens dieselben Zusatzforderungen wie im vorhergehenden Satz f�ur die schwache angelische
Monotonie� um das Faktum ������ einsetzen zu k�onnen� Dabei zeigt sich die Attraktivit�at
der Eigenschaft der schwachen angelischen Monotonie �unter Stetigkeit� die Bildung von
intuitiven Fixpunkten� die als Suprema von Kleene�Ketten� d�h� aufsteigende Ketten mit
dem leeren Stromtupel als Ausgangspunkt� berechnet werden�

������ Satz� Totalit�at ist unter den Zusatzforderungen der d�amonischen Monotonie und
der schwachen angelischen Monotonie unter Stetigkeit eine kompositionale Eigenschaft�

Beweis� Die Kompositionalit�at der Totalit�at ist bez�uglich paralleler und sequentiel�
ler Komposition keine Schwierigkeit� Die �Uberpr�ufung der R�uckkopplungskomposition
ben�otigt f�ur die Anwendung von ������ die Zusatzforderung der schwachen angelischen
Monotonie unter Stetigkeit� Um die Zusatzforderung der schwachen angelischen Monoto�
nie unter Stetigkeit in die Zusatzforderungen der angelischen Monotonie und Stetigkeit
gewisserma
en umzuwandeln� wird erstens die Tatsache verwendet� da
 f�ur jedes R die
Aussage RL � RvL � upc�R�L gilt� so da
 f�ur jedes weitere R� mit R �M R� die Aus�
sage RL � R�L gilt� Zweitens folgt aus der d�amonischen Monotonie von R die Aussage
upc��R� � upc��R�� f�ur R� mit R �M R�� denn nach ����	�iv� ist auch R� d�amo�
nisch monoton und ����	�iii� ist anwendbar� Deshalb kann die d�amonisch monotone� to�
tale� unter Stetigkeit schwach angelisch monotone Relation R bei der Untersuchung von
upc��R�L � L o�B�d�A� selbst als angelisch monoton und stetig angenommen werden� Man
erh�alt zun�achst�

upc��R�L � ��R�vL � ��R�L � ��R�vTL

� �T� ����
T

� �R � ���
T

� �v
T�L

� �T� �����
T

� � ��v
T�T� �R � ���

T

� �L fnach ������ g

� �T� �R � ����
T

� � ��v�
T

� ����
T

� �L fDedekind�Regel g

� �T� �R � ��v�
T

� �L

� ��T� � L��T� ��R � ��v�
T

� �L �
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In der letzten Zeile bezeichnet der Punkt � das leere Stromtupel� f�ur das nichtsdestoweniger
der Sachverhalt L�v � L gilt� der ausgenutzt wird� um schlie
lich das gew�unschte Ergebnis
zu erzielen�

��T� � L��T� ��R � ��v�
T

� �L

� ���T� � L��T� �R � L�v�T� �L f�T� � L��T� ist eindeutig g

� ��T� � L��T� �RL f L�v � L und �� total g

� ��T� � L��T� �L � L � fR und �T� � L��T� sind total g �

Nach der eingehenden Analyse der Eigenschaften des denotationellen Modells werden in
nachfolgender Bemerkung Zusammenstellungen der vorgestellten Eigenschaften eingef�uhrt�
die zwar das denotationelle Modell nicht vollst�andig charakterisieren� aber unter zu be�
schreibenden Gesichtspunkten die Grundger�uste des tats�achlich eingesetzten denotationel�
len Modells darstellen�

�����
 Bemerkung� �i� Mit R� werde die Gesamtheit derjenigen stromverarbeitenden
Relationen aus Rel�SPD� bezeichnet� die

��� gepu�ert� also
�a� nach oben abgeschlossen und
�b� d�amonisch monoton

sind� Das Modell R� stellt dasjenige Grundger�ust dar� unter dem die nach ����� erziel�
te �Ubereinstimmung von operationeller und denotationeller Semantik hergeleitet werden
kann�

�ii� Mit R� werde die Gesamtheit derjenigen stromverarbeitenden Relationen aus
Rel�SPD� bezeichnet� die

��� gepu�ert�
��� schwach angelisch monoton
��� und total

sind� Das Modell R� ist nicht mehr kompositional� denn dazu fehlt die Forderung der
schwachen angelischen Monotonie unter Stetigkeit �vgl� �����	�� deren Hinzuf�ugung eben�
falls nicht unmittelbar zu einem kompositionalen Modell f�uhrt �vgl� Vorbemerkung zu
�������� Dennoch ist R� ein wichtiges Grundger�ust� denn es ist dasjenige Modell� das er�
zielbar ist� wenn man� ausgehend von Rt �siehe ������v��� sowohl auf der Seite der Mengen
stromverarbeitender Funktionen� als auch auf der der nach oben abgeschlossenen stromver�
arbeitenden Relationen auf die Anteile der Stetigkeitsbedingungen verzichtet� denn dann
verbleiben genau die Monotonieeigenschaften und die Totalit�at�

Die schwache angelische Monotonie ist dabei die bemerkenswerteste Eigenschaft� denn
sie erm�oglicht� in der Diktion von ������� unter Stetigkeit die Bildung von Fixpunkten
als Suprema aufsteigender Ketten� Damit l�a
t die Eigenschaft der schwachen angelischen
Monotonie zu� da
 im denotationellen Modell der nach oben abgeschlossenen Relationen
das operationelle Verhalten kommunizierender Systeme insbesondere bei der R�uckkopplung
simuliert wird� obwohl Satz ����� die Ausweichm�oglichkeit auf die Menge aller Fixpunkte
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bietet� bei der von jeglichem operationellen Verhalten abstrahiert werden kann� Am meisten
zeigt sich das simulierte operationelle Verhalten bei der Herstellung der Kompositionalit�at
der Totalit�at durch die Zusatzforderung der schwachen angelischen Monotonie unter Ste�
tigkeit� wenn der f�ur die Totalit�at der R�uckkopplungskomposition erforderliche Fixpunkt�
wie etwa bei funktionaler Semantik �ublich� als Supremum einer Kleene�Kette� d�h� einer
aufsteigenden Kette mit dem leeren Stromtupel als Ausgangspunkt und der Iteration der
Anwendung als Bildungsprinzip� berechnet wird� �

b� Ein Kalk�ul der robusten Verfeinerung kommunizierender Systeme

Ziel jeder Systementwicklung ist die korrekte Verfeinerung von Spezi�kationen bis hin zu
implementierbaren Versionen� Nachdem das semantische Modell f�ur unsere Spezi�kations�
sprache bereitgestellt worden ist� stellt sich die Frage nach der Erstellung eines entsprechen�
den Verfeinerungskalk�uls� der die Entwicklung kommunizierender Systeme unterst�utzt� In
der Vorbemerkung zu ����� haben wir f�ur unsere Spezi�kationssprache bereits die Pr�aord�
nung vM als Verfeinerungsrelation vorgeschlagen�

S verfeinert R 
� R vM S �

Die Relation vM entspricht hinsichtlich zweier Aspekte einer �ublichen Verfeinerungsrela�
tion f�ur relationale Spezi�kationen�

Einerseits leistet die Relation vM den �Ubergang von unterspezi�zierten zu spezi�zier�
teren Systemen durch die Reduktion des Nichtdeterminismus� denn nach der De�nition
von vM in ����� gilt� da
 die stromverarbeitende Relation S die Relation R genau dann
verfeinert� wenn S im Abschlu
 von R nach oben enthalten ist� Die Verfeinerungsrichtung
wird von der der abnehmenden relationalen Inklusion bestimmt� da dadurch die Redukti�
on des Nichtdeterminismus und damit die Verfeinerung in Richtung auf implementierbare
Spezi�kationen modelliert wird� Dabei ist die zus�atzliche Einbeziehung des Abschlusses
nach oben unerheblich� wenn gem�a
 unserem verwendeten Modell� das eine Teilklasse von
dem in �����
�i� de�nierten Grundmodell R� ist� alle beteiligten Relationen ohnehin als
abgeschlossen nach oben betrachtet werden�

Andererseits leistet vM als Verfeinerungsrelation nicht nur die Reduktion des Nichtde�
terminismus� sondern auch den �Ubergang von wenig de�nierten zu de�nierteren Spezi�ka�
tionen� wenn man vM zudem als Informationspr�aordnung des d�amonischen Nichtdetermi�
nismus interpretiert� Mit dieser Art der Verfeinerung� bei der die verfeinerte Spezi�kation
eine Steigerung der Information in Bezug auf die Ausgangsspezi�kation erf�ahrt� ist der
Begri� der robusten �manchmal auch totalen� Korrektheit verbunden�

S hei
t eine robust korrekte Verfeinerung von R 
� R vM S �

Der Begri� der robusten Korrektheit stammt aus �Broy �	�� w�ahrend die Bezeichnung
als totale Korrektheit in der Literatur �uber CSP �ublich ist� siehe etwa �Hoare �	�
von Karger ����
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Im folgenden wird der auf der RelationvM basierende Verfeinerungskalk�ul einschlie
lich
der Korrektheitsnachweise der einzelnen Regeln� sofern nicht sofort ersichtlich� vorgestellt�
Wir beginnen die Darstellung des Verfeinerungskalk�uls mit den elementaren Eigenschaften
unserer Verfeinerungsrelation�

�����	 Regel�

�i�
S � upc�R�
R vM S

�ii�
R� vM R�

R� vM R�

R� vM R�

Beweis� Punkt �i� ist eine unmittelbare Konsequenz aus der De�nition von vM in ������
Es ist klar� da
 die Relation vM eine Pr�aordnung und insbesondere transitiv ist� womit
die Korrektheit von �ii� folgt� �

Der anschlie
ende Regelsatz enth�alt diejenigen Verfeinerungsregeln� die es erlauben�
Komponenten R zu einer Kombination co�S�� S��� wobei co ein Netzkombinator ist� zu
verfeineren� in der die Komponenten Si von einfacherer Netzaufbaukomplexit�at sind als
die Ausgangskomponente R� Die Regeln dieses Regelsatzes enthalten dabei in der Pr�amis�
se diejenige Aussage� die in der gew�ahlten Beweislogik hergestellt werden mu
� Da f�ur
unseren Verfeinerungskalk�ul die Relationenalgebra als Beweislogik zugrundegelegt wird�
ergeben sich die Regeln des nachfolgenden Regelsatzes aus Einsetzungen von De�nitionen
der Netzkombinatoren und der Relation vM zur Gewinnung der zugeh�origen Pr�amisse in
der relationenalgebraischen Fassung� Weil die Relation vM genauso wie �M die Abge�
schlossenheit nach oben bereits beinhaltet� kann bei der R�uckkopplungskomposition die
explizite Anwendung des Abschlusses nach oben unterbleiben�

������ Regel�
��S��

T

� � ��S��
T

� � upc�R�
R vM S�kS� �

������ Regel�
S�S� � upc�R�
R vM S��S� �

������ Regel�
�T� �S � ���

T

� � � upc�R�
R vM �S �

Die Modularit�at der Verfeinerungsrelation wird in der nachfolgenden Regelgruppe ge�
zeigt� Es handelt sich dabei um die Legitimation der Regel

R vM S
S� vM S��S�R�

in der S��S�R� diejenige relationale Spezi�kation bezeichnet� die durch Ersetzung von R
durch S aus S� gewonnen wird� wobei vorausgesetzt wird� da
 S� nur mit Konstanten und
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den Netzkombinatoren k� ��� gebildet wird� Da vM nicht nur die Verfeinerungsrelation
darstellt� sondern auch die Ordnung der Fixpunktbildung f�ur die Semantik rekursiv de��
nierter kommunizierender Systeme �siehe Abschnitt ����� stellt der Korrektheitsbeweis der
nachfolgenden Regelgruppe auch den schrittweisen Nachweis der Monotonie der Fixpunk�
tordnung dar� Au
erdem entspricht die nachfolgende Regelgruppe einer Versch�arfung des
Kongruenzresultats ����	� wenn dort die �Aquivalenz �M durch die Pr�aordnung vM ersetzt
wird� Deshalb wird zum Teil� ohne da
 dies nachfolgend in den Regeln selbst besonders
erw�ahnt wird� die d�amonische Monotonie der beteiligten Relationen ben�otigt�

������ Regel�
R� vM S�

R� vM S�

R�kR� vM S�kS�

Beweis� Aus der Annahme R� vM S� 
 R� vM S� ergibt sich mit Hilfe der aus dem Satz
����	 gewonnenen Beziehung upc�PkQ� � upc�P �kupc�Q� die Korrektheit �nach ��������

��S��
T

� � ��S��
T

� � ��upc�R���
T

� � ��upc�R���
T

� � upc�R��kupc�R�� � upc�R�kR�� � �

������ Regel�
R� vM S�

R� vM S�

R��R� vM S��S�

Beweis� Aus der Annahme R� vM S� 
 R� vM S� ergibt sich mit Hilfe der aus
der implizit angenommen Eigenschaft der d�amonischen Monotonie gewonnenen Beziehung
upc�P ��upc�Q� � upc�P �Q� die Korrektheit �nach �������� wobei aber die d�amonische
Monotonie nur f�ur R� zu fordern ist�

S�S� � upc�R��upc�R�� � upc�R���upc�R�� � upc�R��R�� � �

Aus demselben Grund wie f�ur ������ kann bei der R�uckkopplungskomposition der ex�
plizite Abschlu
 nach oben weggelassen werden�

������ Regel�
R vM S
�R vM �S

Beweis� Aus der Annahme R vM S ergibt sich mit Hilfe des aus der implizit angenom�
men Eigenschaft der d�amonischen Monotonie ermittelten Ergebnisses ����
 die Korrektheit
�nach �������� wobei aber die d�amonische Monotonie nur f�ur R zu fordern ist�

�T� �S � ���
T

� � � �T� �upc�R� � ���
T

� � � �upc�R� � upc��R� � �

Wir schlie
en der Darstellung des Verfeinerungskalk�uls einige Beispiele an� die demon�
strieren� wie mit dem Verfeinerungskalk�ul prinzipiell und insbesondere im Zusammenhang
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mit dem relationenalgebraischen Hintergrund umgegangen wird� Das erste� nun folgende
Beispiel ist sehr einfach gehalten�

������ Beispiel� Wir w�ahlen zwei Komponenten R� S� wobei zu S ein direktes Produkt
��� �� gegeben sei� derart da
 R � L� und S � � erf�ullt ist� Die Komponente S kopiert
die Nachrichten ihres zweiten Eingabekanals auf den einzigen Ausgabekanal� so da
 die
Anwendung des R�uckkopplungskomposition eigentlich zu einer Verklemmung in dem Sinne
f�uhren m�u
te� da
 die entstandene Komponente keine Ausgabe produzieren d�urfte und
damit der Komponente R entsprechen m�u
te� Formal ergibt sich die Verp�ichtung� folgende
Verfeinerungsbeziehung zu zeigen�

R vM �S �

Diese Verp�ichtung wird mit einem Nachweis gem�a
 der Regel ������ wie folgt eingel�ost�
wobei f�ur die R�uckkopplung bei S gem�a
 ����
 die Gleichsetzungen ���� ��� � ��� �� und
���� ��� � �L� I� vorgenommen werden�

�T�S � �� � �T� � L � L��TL � L�v � upc�R� �

Dieses Beispiel zeigt allerdings auf� da
 die Verfeinerung gem�a
 einem robusten Korrekt�
heitsbegri� Verklemmungssituationen �ubergeht� weil der Abschlu
 nach oben nach schein�
bar abgebrochener Ausgabe beliebige Fortsetzungen der Ausgabeproduktion zul�a
t� Da die
Verfeinerungsrelation vM die Abgeschlossenheit nach oben beinhaltet� ist es nicht n�otig
gewesen� die Komponenten R und S als abgeschlossen nach oben zu w�ahlen� Allerdings
sind die Komponenten R und S sogar beide d�amonisch monoton� obwohl die Regel ������
ohne diese Anforderungen auskommt� �

Im zweiten� leicht umfangreicheren Beispiel wird sowohl die rekursive Aufschreibung
zur Einbeziehung unendlicher Str�ome� als auch die Datenstruktur der nat�urlichen Zahlen
verwendet� die durch die in Kapitel � eingef�uhrte Bereichskonstruktion des nat�urlichen
Zahlenstrahls repr�asentiert wird�

������ Beispiel�Wir betrachten zwei Komponenten R� S� f�ur die die Verfeinerungsbezie�
hung

R vM �S

gezeigt werden soll� Die Komponente S habe zwei Eingabekan�ale und einen Ausgabekanal�
deren Kanalinhalte Str�ome �uber den nat�urlichen Zahlen seien� und leiste folgendes� Der
zweite Eingabekanal wird nach der Ausgabe einer � oder auch im Falle� da
 das erste vom
Eingabekanal gelesene Element bereits eine � ist� auf den Ausgabekanal kopiert� Wird die
Komponente S einer R�uckkopplungskomposition unterzogen� so erwartet man als opera�
tionelle Fixpunkte gerade alle Str�ome� die nicht leer sind und nur aus Einsen bestehen� Wir
w�ahlen die Komponente R gerade so� da
 R alle Str�ome� die mindestens ein Element haben
und deren Elemente � sind� aufz�ahlt� Formal werden R� S wie folgt relationenalgebraisch
charakterisiert� Die nat�urlichen Zahlen seien durch einen nat�urlichen Zahlenstrahl �z� S���
gegeben und zu S existiere ein relationales Produkt ��� ��� das die beiden Eingabekan�ale



��� Ein relationenalgebraisches Modell der robusten Verfeinerung kommunizierender Systeme �
�

symbolisiert� dann ergeben sich die folgenden Beschreibungen�

R � supfX jX � LzS�T � �X � L���Tg �

S � �LzS�T � ��T� � ���STzTL � �� �

Zum Verst�andnis sei daran erinnert� da
 der relationenalgebraische Term LzS die Konstan�
te � �Nachfolger von �� bezeichnet� w�ahrend S

TzTL entsprechend das Pr�adikat des Tests
auf Gleichheit mit � bezeichnet� Weil R auch den unendlichen Strom� der nur aus Einsen
besteht� ausgeben mu
� ist die in Kapitel � dargestellte Technik der rekursiven Aufschrei�
bung� d�h� die Darstellung als gr�o
ter Fixpunkt eines relationenalgebraischen Funktionals�
verwendet worden� F�ur eine pr�adikatenlogische Notation des vorliegenden Beispiels sei auf
�Broy� St�len ��� S� ��f�� verwiesen�

Um die oben angegebene Verfeinerungsbeziehung mit Regel ������ zu zeigen� wird
�S zun�achst ausgerechnet� wobei f�ur die R�uckkopplung gem�a
 ����
 die Gleichsetzungen
���� ��� � ��� �� und ���� ��� � �L� I� vorgenommen werden�

�T�S � �� � �Tf��LzS�T � ��T� � ���STzTL � ��� � �g

� �Tf��LzS�T � ��T� � �� � ���STzTL � ��g

� �T��LzS�T � ��T� � �� � L��STzTL � I�

� L�LzS�T � �T � I� � LzS�T

� LzS�T �

Die R�uckkopplungskomposition aus S mit dem Operator � l�a
t also intuitiv gesprochen
nur die Schlu
folgerung zu� da
 das erste Ausgabeelement eine � ist� w�ahrend die �ubrigen
Elemente unbestimmt sind�

Es verbleibt gem�a
 der Pr�amisse von ������ zu zeigen� LzS�T � upc�R�� Wir zeigen
dies in zwei Schritten� die folgenden Trick verfolgen� Zeige� da
 der Strom h�i von R
aufgez�ahlt wird� wie oben in der informellen Beschreibung behauptet wird� dabei kommt
wegen der rekursiven Aufschreibung von R die in Kapitel � beschriebene Beweistechnik der
Berechnungsinduktion zur Anwendung� Danach ist nur noch relationenalgebraisch nachzu�
vollziehen� da
 der Abschlu
 des Stroms h�i nach oben den Vektor aller Str�ome beinhaltet�
deren erstes Element � ist� Die im folgenden dargestellten zwei Hilfsbehauptungen stellen
genau die eben beschriebenen Beweisschritte dar�

Hilfsbehauptung �� LzS�T � L��T � R�
Beweis mit der Fixpunkteigenschaft von R� die in diesem Fall ausreicht�

R � LzS�T � �R � L���T � �LzS�T � L��T� � �LzS�T �R�T� � LzS�T � L��T �

Hilfsbehauptung �� LzS�T � �LzS�T � L��T�v�
Beweis folgt mit�

LzS�T � LzS�T � L�v�T

� �LzS�T � L��T����T � �v�T� f LzS�T � L��T ist Punkt� der Strom h�i g

� �LzS�T � L��T�v �
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Damit ergibt sich� wie anschlie
end angegeben� die gew�unschte Schlu
kette� die die
Anwendung von ������ erm�oglicht� F�ur den ersten Term sind die f�ur die R�uckkopplung bei S
vorgenommenen Gleichsetzungen der beteiligten relationalen Produkte zu ber�ucksichtigen�
die folgenden Terme entstehen aus den beiden behandelten Hilfsbehauptungen�

�T�S � �� � LzS�T � �LzS�T � L��T�v � Rv � upc�R� � �

Die beiden vorstehend behandelten Beispiele betrachten lediglich Anwendungen der Re�
gel ������� die die Herleitung von Verfeinerungsbeziehungen der FormR vM �S erm�oglicht�
Die vorgestellten Beispiele sind durch Beispiele aus der Arbeit �Broy� St�len ��� inspiriert
worden� in der die zu dem genannten Fall geh�orenden Verfeinerungsregeln unter Einbe�
ziehung von Invarianten formuliert sind� Invarianten dienen dort dazu� die Verfeinerungs�
beziehung herzustellen� wenn die Spezi�kation R der linken Seite kleinste Fixpunkte der
R�uckkopplung auf der rechten Seite berechnet� In unserem Ansatz erspart die Verwendung
des Abschlusses nach oben die Einbeziehung von Invarianten� so da
 die Regel f�ur die
R�uckkopplungskomposition wesentlich einfacher formuliert und dementsprechend wesent�
lich einfacher in der Praxis eingesetzt werden kann�

c� Beispiel� Der Summationsagent

Das in diesem gesonderten Unterabschnitt behandelte Beispiel stellt einen Ausschnitt aus
einer mit dem vorgestellten Verfeinerungskalk�ul komplett durchgef�uhrten Entwicklung ei�
nes Summationsagenten dar� Es besteht die Aufgabe� einen Agenten zu entwerfen� der f�ur
jede auf seinem Eingabekanal empfangene nat�urliche Zahl die Summe aller bis zum aktu�
ellen Zeitpunkt empfangenen Zahlen auf seinem Ausgabekanal ausgibt� Der Umfang der
vorzustellenden Entwicklung des Summationsagenten ist in Abbildung ��� dargestellt� Das
in der Abbildung verwendete Symbol � steht dabei f�ur die Verfeinerungsrelation vM und
die dar�ubergestellte Angabe ist die Nummer derjenigen Behauptung� die den jeweiligen
Verfeinerungsschritt behandelt� Im betrachteten Ausschnitt der Entwicklung kommen Ver�
feinerungsregeln aller drei Gruppen �elementare Eigenschaften ������� Regeln ������&������
zur Einf�uhrung von Netzkombinatoren� Modularit�atsregeln ������&������� zur Anwendung�
Dabei wird genau diskutiert� welche Beweisschritte n�otig sind� um die Anwendbarkeit der
jeweilig verwendeten Regel formal abzusichern� Bei den Modularit�atsregeln werden ins�
besondere die in der gegenw�artigen Formulierung der Regeln nicht enthaltene� aber im
zugeh�origen Korrektheitsbeweis genau bezeichnete Voraussetzung� welche der beteiligten
Relationen als d�amonisch monoton nachgewiesen werden mu
� So lautet etwa die Regel
������� wie wir sie im Beispiel einsetzen� in Wirklichkeit wie folgt�

R� vM S� R� vM S� R� d�amonisch monoton
R��R� vM S��S�

Aufgrund der detaillierten Diskussion des Beispiels wird die Behandlung in eigenst�andigen
De�nitionen und Lemmata� die die Entwicklungsschritte vorbereiten� sowie in Behaup�
tungen� die die Entwicklungsschritte durchf�uhren� vorgenommen� Wie in Abbildung ���
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dargestellt� wird die Entwicklung in zwei gro
en Verfeinerungsschritten durchgef�uhrt� von
denen der erste Schritt die Einf�uhrung der R�uckkopplungskomposition beinhaltet� w�ahrend
der zweite Schritt die Verfeinerung der r�uckgekoppelten Komponente zum Ziel hat�
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Abbildung ���� Verfeinerung des Summationsagenten�

Die nachfolgende De�nition stellt die relationenalgebraische Charakterisierung des
Summationsagenten vor� Dabei wird der Summationsagent durch Einbettung relational
programmiert� wobei die rekursiv de�nierte Einbettungsfunktion als zus�atzliches Argu�
ment zum Eingabestrom die Summe der bisher empfangenen nat�urlichen Zahlen hat� Das
an der De�nition anh�angende Lemma veri�ziert� da
 die rekursiv de�nierte Hilfsrelation
tats�achlich eine Funktion darstellt�

�����
 De�nition und Lemma� �i� Die nat�urlichen Zahlen seien durch einen nat�urlichen
Zahlenstrahl �z� S��� gegeben� Ferner nehmen wir an� da
 die Addition auf dem gegebe�
nen nat�urlichen Zahlenstrahl als Konkatenationsoperation conc wie in �������i�� jedoch mit
���� ��� als zugrundeliegendem direkten Produkt f�ur die Beschreibung der Eingabe� konzi�
piert ist� Damit de�nieren wir das zweistellige Funktional ) zur notationellen Abk�urzung
wie folgt�

R ) S � �R�T� � S�T� �conc �

Sei weiter das relationale System ��� �� ��v� der Strombereich �uber dem eingef�uhrten
nat�urlichen Zahlenstrahl� d�h� die Komposition �S ist de�niert� Dann de�nieren wir zwei
Relationen SUM� und SUM wie folgt�

SUM� � supfX jX � ��T� � f���) ���T � ����T � ���) ���T�X�Tgg

SUM � ��T � Lz�T��SUM� �

�ii� SUM� ist eindeutig�

�iii� SUM� ist total�

Beweis� Ad �ii� � Dies geht mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � XTX � Y �
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�� LTL � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte XTX � Y � dann folgt�

��T��T � f����) ��T � �XT���T�T � ����) ��T�g�

� ���T� � f���) ���T � ����T � ���) ���T�X�Tg�

� �T��T� � f����) ��T � �XT���T�T � ����) ��T�g

� f���) ���T � ����T � ���) ���T�X�Tg

� �T� � f����) ��T���) ���T

� �XT���T�T � ����) ��T�����T � ���) ���T�X�Tg

� �T� � ���T � �XTX�T�

� �T� � ���T � �Y �T� �

Dabei ergibt sich die verwendete Beziehung ���) ��T���) �� � I aus�

���) ��T���) �� � concT����
T�T � ���

T�����T� � ��T� �conc

� concT����
T

� � ���
T

� �conc � concTconc � I �

Ad �iii� � Dazu zeigen wir SUM� �L � L in zwei Schritten gem�a
 der Aufspaltung
L � �L � ��TL � ��TL� Zuerst wird die Aussage SUM� �L � ��TL behandelt� Anders als
im Beweis zu �������ii�� d�h� im Beweis der Totalit�at von conc� ist dazu zun�achst folgende
Beziehung herzustellen�

��� ��TL � inffX j ��TL � ����T � ���) ���T�X � Xg �

Wir zeigen ��� mit einer Berechnungsinduktion �uber Q�X� Y � � X � �Y �

�� O � �O ist wahr�

�� Angenommen� es gelte X � �Y � dann folgt�

��TL � ����T � ���) ���T�X

� ��TL � ����T � ���) ���T��Y

� ��TL � ��� � ���) ��L�Y

� ��TL � ���Y � ��L� � ���TL � �Y � �

Dabei ergibt sich die verwendete Beziehung ���) ��L � ��L aus�

���) ��L � ����T� � ��T� �concL � ����T� � ��T� ���L � ��L � ��L �
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Sodann ist zu zeigen� da
 SUM� �L Fixpunkt des in ��� enthaltenen Funktionals ist�

��TL � ����T � ���) ���T��SUM� �L

� ��T�L � f���) ��L � ����T � ���) ���T��SUM� �Lg

� ��T�L � f���) �� � ����T � ���) ���T��SUM� ��T�gL

� ��T�L � f���) ���T � ����T � ���) ���T��SUM� ��TgL

� SUM� �L �

Mit Hilfe von �Str�� l�a
t sich die verbleibende Aussage SUM� �L � ��TL behandeln�

SUM� �L

� supfX jX � ���) ���T � ����T � ���) ���T�X�Tg � supfX jX � �L � �Xg

� supfX jX � ���) ��L � ����T � ���) ���T�Xg

� supfX jX � ����T � ���) ���T�Xg �

Von hier aus verbleibt es� die Beziehung

��TL � supfX jX � ����T � ���) ���T�Xg

mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � X � �Y zu zeigen �P ist costetig� da �
eindeutig ist��

�� L � �L folgt aus der Totalit�at von ��

�� Angenommen� es gelte X � �Y � dann folgt�

����T � ���) ���T�X � ����T � ���) ���T��Y

� ��� � ���) ��L�Y � ��Y � ��L � ��Y � �

Nachfolgend werden diejenigen Komponenten relationenalgebraisch beschrieben� die in
dem mit dem ersten Verfeinerungsschritt erhaltenen Netz auftreten�

�����	 De�nition und Lemma� �i� Wir de�nieren in der Situation von �����
 vier Re�
lationen PR� � ADD � ADDSYS und STR wie folgt� zu denen geeignete direkte Produkte
���� ���� ��� 	� und ���� 	�� ��� existieren m�ogen�

PR� � Lz�T � �T

ADD � supfX jX � �� � 	��T� � ����) 	���T � ����T � 	�	T�X�T�g

ADDSYS � �� �PR� ��
T

� � ����
T � 	�	

T��ADD ��T�

STR � ��

�ii� ADDSYS ist eindeutig�

�iii� ADDSYS ist total�
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Beweis� Ad �ii� � Wegen der Beziehung

ADDSYSTADDSYS � ��� �PR�
T�T� � �� �ADD

T���T� � 		T� ��

� ��� �PR� ��
T

� � ����
T � 	�	

T��ADD ��T� �

� �� �PR�
TPR� ��T� � �� �ADD

T���T � 		T��ADD ���

� ���
T

� �� �ADD
TADD ���

reicht es� die Eindeutigkeit von ADD mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � �
XTX � Y nachzuweisen�

�� LTL � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte XTX � Y � dann folgt�

f�T���T � 	T� � �����) 	��T � �XT���T�T � 	�T	T��g

� f�� � 	��T� � ����) 	���T � ����T � 	�	T�X�T�g

� �T�L�T� � ���T � �XT���T � 		T�X�T�

� �T� � ���T � �XTX�T� � �T� � ���T � �Y �T� �

wobei sich die verwendete Beziehung ���) 	��T���) 	�� � I wie folgt ergibt�

���) 	��T���) 	�� � concT����
T�T � ���

T	T�����T� � 	��T� �conc

� concT����
T

� � ���
T

� �conc � concTconc � I �

Ad �iii� � Wegen den Beziehungen

ADDSYS �L � ��� �PR� ��
T

� � ����
T � 	�	

T��ADD ��T� ���L

� �� �PR� �L � ����
T � 	�	

T��ADD �L �

����
T � 	�	

T�L � ����
T � 	�	

T��L � ��L � 	�L � L

reicht es� die Totalit�at von ADD nachzuweisen� Dazu zeigen wir ADD �L � L in zwei
Schritten gem�a
 der Aufspaltung

L � �� � 	��TL � ���TL � 	�TL� �

Zuerst wird die Aussage ADD�L � ��� 	��TL behandelt� Dazu beweisen wir die Beziehung

��� �� � 	��TL � inffX j �� � 	��TL � ����T � 	�	T�Xg

mit einer Berechnungsinduktion �uber Q�X� Y � � X � �� � 	�Y �

�� O � �� � 	�O ist wahr�



��� Ein relationenalgebraisches Modell der robusten Verfeinerung kommunizierender Systeme �



�� Angenommen� es gelte X � �� � 	�Y � dann folgt�

�� � 	��TL � ����T � 	�	T�X

� �� � 	��TL � ����T � 	�	T��� � 	�Y

� �� � 	��TL � ��� � 	��Y � �� � 	���TL � Y � �

Sodann ist zu zeigen� da
 ADD �L Fixpunkt des in ��� enthaltenen Funktionals ist�

�� � 	��TL � ����T � 	�	T��ADD �L

� �� � 	��T�L � ���L � 	�L � ����T � 	�	T��ADD �L�

� �� � 	��T�L � ����) 	��L � ����T � 	�	T��ADD �L�

� �� � 	��T�L � ����) 	�� � ����T � 	�	T��ADD ��T��L

� �� � 	��T�L � ����) 	���T � ����T � 	�	T��ADD ��T�L

� ADD �L �

wobei sich die verwendete Beziehung ���) 	��L � ��L � 	�L wie folgt ergibt�

���) 	��L � ����T� � 	��T� �concL � ����T� � 	��T� ���L � ��L � 	�L � ��L � 	�L �

Mit Hilfe von �Str�� l�a
t sich die verbleibende Aussage ADD�L � ��TL� 	�TL behandeln�

ADD �L

� supfX jX � ���) 	���T � ����T � 	�	T�X�Tg � supfX jX � �L � �Xg

� supfX jX � ���) 	��L � ����T � 	�	T�Xg

� supfX jX � ��L � 	�L � ����T � 	�	T�Xg

� supfX jX � ����T � 	�	T�Xg � ��TL � 	�TL �

wobei die letzte Zeile recht einsichtig ist� so da
 auf den genauen Nachweis verzichtet
werden kann �Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � X � �Y � 	Y � wobei P wegen der
Eindeutigkeit von � und 	 costetig ist�� �

Das folgende Lemma bereitet den ersten Entwicklungsschritt vor� In �i� wird der klei�
ne Schritt betrachtet� der SUM zu einer sequentiellen Komposition verfeinert� in der der
zweite Faktor STR nicht mehr weiter verfeinert wird� w�ahrend der erste Faktor der Aus�
gangspunkt der Verfeinerung zu der mit ADDSYS gebildeten R�uckkopplungskomposition
darstellt� Der Punkt �ii� behandelt die f�ur die modularen Verfeinerungsschritte notwen�
dige Eigenschaft der d�amonischen Monotonie des zweiten Faktors der in �i� entstandenen
sequentiellen Komposition�

������ Lemma� �i� SUM vM �SUM �PR� ��T� � SUM ��T� ��STR�

�ii� STR ist d�amonisch monoton�
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Beweis� Ad �i� � Anstelle der Verfeinerungsaussage l�a
t sich sogar die Gleichheit wie folgt
zeigen�

�SUM �PR� ��T� � SUM ��T� ��� � SUM �PR� �L � SUM � SUM �L � SUM � SUM �

Strenggenommen wird die Verfeinerungsregel ������ verwendet�
Ad �ii� � Es gilt v�STR � v�� � ���v�

T

� � ��v�
T

� ��� � ��v � STR �v� �

Die folgende Behauptung f�uhrt nun den in Abbildung ��� dargestellten ersten Entwick�
lungsschritt durch�

������ Behauptung� Es gilt SUM vM �ADDSYS �STR�

Beweis� Unter Verwendung des Lemmas ������ gen�ugt es� die folgende Verfeinerungsaus�
sage zu zeigen�

��� SUM �PR� ��T� � SUM ��T� vM �ADDSYS �

Denn daraus ergibt sich folgende Entwicklung des Summationsagenten �verwendete Ver�
feinerungsregeln werden besonders durch Unterstreichung gekennzeichnet��

��� SUM vM �SUM �PR� ��T� � SUM ��T� ��STR f �������i� g

��� STR vM STR f �������i� g

��� �SUM �PR� ��T� � SUM ��T� ��STR vM �ADDSYS �STR f ���������������ii��������g

��� SUM vM �ADDSYS �STR � f ���������������ii� g

Anders als die zwei zuvor behandelten Beispiele ������ und �����	 wird ��� gerade nicht
unter Ausnutzung der in Regel ������ enthaltenen Abgeschlossenheit nach oben� sondern
vielmehr wird die Begr�undung sogar der Gleichheit angestrebt� die aus algorithmischen
Gr�unden herstellbar ist� Der Nachweis wird in drei Teilen gef�uhrt� Im ersten Teil geht
es um bestimmte Eigenschaften der Relation SUM � die den Existenznachweis des Fix�
punkts der R�uckkopplungskomposition �ADDSYS erm�oglichen sollen� Anschlie
end wird
im zweiten Teil die Eindeutigkeit des Fixpunkts der R�uckkopplungskomposition m�oglichst
genau begr�undet� zu den Einschr�ankungen des angewendeten Verfahrens werden weiter
unten entsprechende Bemerkungen gemacht� Der dritte Teil enth�alt den Existenznachweis
des R�uckkopplungs�xpunkts und die Vervollst�andigung des Beweises der G�ultigkeit der
Gleichheit in ��� mit Hilfe der Eindeutigkeitsaussage�

Hilfsbehauptung �� SUM� � ���T � ���T � SUM� ��T�	T��ADD�
Beweis mit Berechnungsinduktion �uber dem Pr�adikat

P �X� Y � � ���T � ���T � SUM� ��T�	T�X � Y �

dessen Costetigkeit sich aus der Eindeutigkeit von SUM� nach �����
�ii� ergibt� weil damit
der Faktor ��T � ���T � SUM� ��T�	T selbst wieder eindeutig ist�

�� ���T � ���T � SUM� ��T�	T�L � L ist wahr wegen der Totalit�at von SUM� nach
�����
�iii��
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�� Angenommen� es gelte ���T � ���T � SUM� ��T�	T�X � Y � dann folgt zun�achst

���T � ���T � SUM� ��T�	T�f�� � 	��T� � ����) 	���T � ����T � 	�	T�X�T�g

� ��T� � ����) ���T � ����T � SUM� �	T�X�T�

aus der Eindeutigkeit von ��T � ���T � SUM� ��T�	T� Wir benutzen die Fixpunktei�
genschaft von SUM� � um den Teilterm ���T � SUM� �	T wie folgt umzuformen�

���T � SUM� �	T

� ���T � ���T� � f���) ���T � ����T � ���) ���T��SUM� ��Tg�	T

� ���T � f���) ���T � ����T � ���) ���T��SUM� ��Tg	T

� ����T � ���) ���T����T � ���T � SUM� ��T�	T�

Das erhaltene Ergebnis wird entsprechend eingesetzt� damit die Induktionsannahme
angewendet und schlie
lich das Gew�unschte erhalten werden kann�

��T� � ����) ���T � ����T � SUM� �	T�X�T�

� ��T� � f���) ���T � ����T � ���) ���T����T � ���T � SUM� ��T�	T�X�Tg

� ��T� � f���) ���T � ����T � ���) ���T�Y �Tg �

Korollar zu Hilfsbehauptung �� SUM � ��T � SUM �PR� �	T��ADD�
Beweis	 Aus Hilfsbehauptung � l�a
t sich unmittelbar folgendes ableiten�

SUM � ��T � Lz�T��SUM�

� ��T � Lz�T����T � ���T � SUM� ��T�	T��ADD

� ��T � �Lz�T � SUM ��T�	T��ADD

� ��T � SUM �PR� �	T��ADD �

Die Bildung der R�uckkopplungskomposition von ADDSYS erfolgt gem�a
 Abbildung ���
und ����
�ii� mit den direkten Produkten ���� 	��

T

� � ���
T

� � �zwei der drei Eingabekan�ale
sind betro�en� und �L� I� �alle Ausg�ange werden r�uckgekoppelt�� Dabei ist ���� 	��

T

� ����
T

� �
genauso ein bin�ares direktes Produkt wie das in �������iii� behandelte Relationenpaar� wes�
halb auf den enstsprechenen Nachweis hier verzichtet wird� Die folgende Hilfsbehauptung
will plausibel machen� da
 die R�uckkopplungskomposition von ADDSYS � die sich nach
����
�ii� als Ausdruck �T� �ADDSYS � 	��

T

� ����
T

� � ergibt� eindeutige Fixpunkte berechnet�
Zun�achst wird in �i� gezeigt� da
 die erste Komponente eines durch die R�uckkopplung
berechneten Fixpunkts� der sich als Paar ergibt� durch die zweite Komponente bestimmt
wird� weshalb sich der Nachweis der Eindeutigkeit auf die zweite Komponente beschr�anken
kann� Dazu vollziehen wir relationenalgebraisch nach� wie sich die Elemente des durch die
zweite Komponente des R�uckkopplungs�xpunkts bezeichneten Stroms durch eine Rekursi�
onsformel der Art z� � x�� zi � xi)zi�� �mit z als zweite Komponente des R�uckkopplungs�
�xpunkts und x als Eingabestrom� und damit in einem eindeutigen Verfahren bestimmen
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lassen�
Hilfsbehauptung �� �i� Es gilt

�T� �ADDSYS � 	��
T

� � ���
T

� ��� �PR� � �T� �ADDSYS � 	��
T

� � ���
T

� ��� �

�ii� Sei  � �T� �ADDSYS � 	��
T

� � ���
T

� ���� dann gelten�

���  � ��T �  �PR� �	T��ADD �

���  � � �� �i 
 ��  �i� � �i�)  �i��� �

��� �i � ��  �i� eindeutig �

Beweis	 Ad �i� � Unter intensiver Ausnutzung der Regel

R eindeutig �� R � �R � S�L � R � S

�siehe Abschnitt ���� zusammen mit den Ausblenderegeln ergibt sich�

�T� �ADDSYS � 	��
T

� � ���
T

� ��� �PR�

� �T� ���� �PR� � 	��L � ����
T � 	�	

T��ADD � ����PR�

� �T� f��� �PR� � 	��L � �����
T � 	�	

T��ADD � ����PR�g

� �T� f��� �PR� � 	��L � �� �PR� � �����
T � 	�	

T��ADD � ���Lg

� �T� f�� �PR� � 	� � �����
T � 	�	

T��ADD � ���Lg

� �T� f��� �PR� � 	���
T

� � �����
T � 	�	

T��ADD � ����
T

� g��

� �T� �ADDSYS � 	��
T

� � ���
T

� ��� �

Ad �ii� � Zun�achst formen wir  um wie folgt�

 � �T� �ADDSYS � 	��
T

� � ���
T

� ���

� �T� ���� �PR� � 	��L � ����
T � 	�	

T��ADD � ���

� �T� f����
T � ��� �PR� � 	��	

T��ADD � ��g �

Setzt man * � ����
T � ����PR� � 	��	

T��ADD � dann erh�alt man ��� wie folgt� wobei sich
die Eindeutigkeit von * aus derjenigen von ADD nach dem Beweis zu �������ii� ergibt�

 � �T� �* � ��� � �T� ��* � ���L �*�

� �T� f���
T � ��* � ����PR� � 	��	

Tg�ADD

� ��T �  �PR� �	T��ADD �

Mit Hilfe von ��� werden die beiden Aussagen von ��� wie folgt hergeleitet� wobei i 
 �
gelte�

 � � ��T �  �PR� �	T��ADD ��

� ��T �  �PR� �	T����) 	�� � �) Lz � � �

 �i� � ��T �  �PR� �	T��ADD ��i�

� ��T �  �PR� �	T�����T � 	�	T�i���) 	��

� ��T �  �PR� �	T����i�) 	�i�� � �i�)  �i��� �
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Dabei ergeben sich die beiden verwendeten Eigenschaften

ADD �� � ��) 	� ADD ��i � ����T � 	�	T�i �ADD

leicht durch gegebenenfalls mehrfaches Expandieren der De�nition von ADD � Aus ���
ergibt sich schlie
lich die Aussage von ��� durch vollst�andige Induktion �uber i�

�� i � �� � ����T� ���� � � ��T� �� � �T� � I ist wahr�

�� i 
 �� Angenommen� es gelte � �i����T� �i���� � I� dann folgt�

� �i��T� �i�� � ��i�)  �i����T��i�)  �i����

� concT�����
i��T � ��� �

i����T���i��T� �  �
i����T� �conc

� concT����
T

� � ��� �
i����T� �i�����T� �conc

� concT����
T

� � �� �I��
T

� �conc � I �

Der Ausdruck  �i� bezeichnet das i�te Element des durch die zweite Komponente des
von der R�uckkopplung bei ADDSYS berechneten Paares bestimmten Stroms in Abh�angig�
keit von einem Eingabestrom� In Punkt ��� der vorstehenden Hilfsbehauptung haben wir
demnach gezeigt� da
 jedes durch  �i� bezeichnete Stromelement in Abh�angigkeit vom
Eingabestrom eindeutig bestimmt wird� Daraus ergibt sich als plausibel� da
 jeder durch  
berechnete Strom selbst eindeutig bestimmt wird� d�h� da
 die Relation  selbst eindeutig
ist� Allerdings haben wir keine entsprechende Technik vorgestellt� die die Eindeutigkeit
von  feststellt� wenn f�ur alle i die Relation  �i� eindeutig ist� sondern wir verlassen uns
auf entsprechende� auf Komponentenebene g�ultige �Ubertragungsschritte� Damit ist die
Feststellung folgender Tatsache durch die Ergebnisse aus Hilfsbehauptung � ausreichend
motiviert�

Faktum� �T� �ADDSYS � 	��
T

� � ���
T

� � �  �PR� ��T� �  ��
T

� mit  aus Hilfsbehaup�
tung ��ii� ist eindeutig�

Der Existenznachweis f�ur den von der R�uckkopplung bei ADDSYS berechneten Fix�
punkts wird gef�uhrt� indem wir zeigen� da
 der durch die linke Seite der Aussage ��� vorge�
gebene Kandidat einen solchen berechnet� Dabei kann das Korollar zu Hilfsbehauptung �
in folgender Schlu
kette zielf�uhrend eingesetzt werden�

�T� �ADDSYS � 	��
T

� � ���
T

� �

� �T� f��� �PR� � 	���
T

� � �����
T � 	�	

T��ADD � ����
T

� g

� ��T� � SUM �PR� �	T� � SUM ��T� �

� f��� �PR� � 	���
T

� � �����
T � 	�	

T��ADD � ����
T

� g

� SUM �PR� ��T� � ���
T � SUM �PR� �	T��ADD � SUM ��T�

� SUM �PR� ��T� � SUM ��T� �

Nach dem zuvor aufgestellten Faktum ist �T� �ADDSYS � 	��
T

� ����
T

� � eindeutig und ferner
ist mit Hilfe von �����
�iii� die Totalit�at von SUM �PR� ��T� � SUM ��T� leicht nachweisbar�
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Damit folgt nach der Regel f�ur die Gleichheit eindeutiger Relationen mit darin enthaltenen
sofort das gew�unschte Resultat

�T� �ADDSYS � 	��
T

� � ���
T

� � � SUM �PR� ��T� � SUM ��T� �

In Vorbereitung auf den zweiten Verfeinerungsschritt wird die noch ausstehende De�
�nition der Komponente SWAP aufgestellt� Im daran anh�angenden Lemma werden Ei�
genschaften behandelt� die in der Entwicklung verwendet werden� wie insbesondere die
Aussagen �uber d�amonische Monotonie� die als Teil der Pr�amissen der Modularit�atsregeln
auftreten�

������ De�nition und Lemma� �i� In der Situation von ������ sei ���� ��� ein weiteres
direktes Produkt� so da
 ADD ��T� und PR� ��T� de�niert sind� Dazu de�nieren wir die
Relation SWAP wie folgt�

SWAP � ���
T

� � ���
T

� �

�ii� SWAP ist d�amonisch monoton�
�iii� ����

T � 	�	
T� ��� ist ein bin�ares direktes Produkt� das auf die Eingabeseite der

parallelen Komposition ADDkPR� pa
t �siehe De�nition von ADDSYS ��
�iv� ADDSYS ist d�amonisch monoton�

Beweis� Ad �ii� � Zun�achst gilt

v�SWAP � ���v�
T

� � ��v�
T

� �����
T

� � ���
T

� � � ��v�
T

� � ��v�
T

� �

Der Ausdruck ��v�
T

� � ��v�
T

� l�a
t sich mit Hilfe von �CCL� aus ����	 zum gew�unschten
Zielterm SWAP�v umformen� Wir erinnern daran� da
 zur Gew�ahrleistung der praktischen
Einsetzbarkeit unserer Netzsprache stillschweigend eine Relationenalgebra zugrundegelegt
wird� die parallele Komposition erlaubt�

Ad �iii� � Der Reihe nach ergibt sich�

���T� � 		T� �����
T � 	�	

T� � ��T � 		T � I �

�T� �� � �L�T� � L	T� � I��
T

� ����L � 	�L � �� �I� � I �

���T� � 		T� ��� � ���T� � 		T� � L�T� ����L � 	�L � ��� � L �

����
T � 	�	

T����T� � 		T� � � ���
T

� � ���
T

� � 	�	
T

� � ���
T

� � I �

Ad �iv� � Zun�achst gilt die Beziehung

v�ADDSYS � v��� �PR� ��
T

� � ����
T � 	�	

T��ADD ��T� �

� ��v�PR� ��
T

� � ���v�
T � 	�v	

T��ADD ��T�

� ���Lz�
T � v�T��T� � ����

T � 	�	
T�v�ADD ��T� f��� 	� eindeutig g

� ���Lz�
T � �T�v�T� � ����

T � 	�	
T�v�ADD ��T� �
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wobei die letzte Zeile wie folgt hergeleitet werden kann�

Lz�T � v�T � Lz�T � �T���T � �v�T�

� �Lz�T���T � �vT�T� � �T����T � �v�T�

� �Lz�T���T � �vT�T� � �T�v � �Lz�T � �T�v �

Wegen der zuletzt hergeleiteten Beziehung reicht es� die d�amonische Monotonie von ADD
mit einer Berechnungsinduktion �uber P �X� Y � � vX � ADD �Y nachzuweisen �P ist
costetig wegen der Eindeutigkeit von ADD nach dem Beweis zu �������ii���

�� vL � ADD �L � L ist wahr nach dem Beweis zu �������iii�� in dem die Totalit�at von
ADD nachgewiesen worden ist�

�� Angenommen� es gelte vX � ADD �Y � dann folgt�

vf�� � 	��T� � ����) 	���T � ����T � 	�	T�X�T�g

� ��v � 	v��T� � ���v�) 	v���T � ��v��T � 	v�	T�X�T�

� �� � 	��T� � ���TL � 	�TL� � ����) 	���T � ����T � 	�	T�vX�T�

� �� � 	��TL � ����) 	���T � ����T � 	�	T��ADD �Y �T�

� �� � 	��T� � �TL � ����) 	���T � ����T � 	�	T��ADD ��T� � ���T � �Y�T�

� ADD ���TL � ���T � �Y�T�� �

wobei die verwendeten Beziehungen v� � �TL�� und v� � �TL� �v leicht aus der
Fixpunkteigenschaft von v nach �Str�� abgeleitet werden k�onnen� F�ur die Herleitung
der vorletzten Zeile ist die Eindeutigkeit des Faktors

���) 	���T � ����T � 	�	T��ADD ��T �

die sich etwa aus der Eindeutigkeit von ADD ergibt� ausgenutzt worden� �

Die folgende Behauptung f�uhrt nun den in Abbildung ��� dargestellten zweiten und
letzten Entwicklungsschritt durch�

������ Behauptung� Es gilt SUM vM ���ADDkPR� ��SWAP ��STR�

Beweis� Unter Verwendung von ������ und ������ gen�ugt es� die folgende Verfeinerungs�
aussage zu zeigen �vgl� Beweis zu ��������

���� ADDSYS vM �ADDkPR� ��SWAP �

Denn daraus ergibt sich folgende Fortsetzung der Entwicklung des Summationsagenten�

�	� �ADDSYS vM ���ADDkPR� ��SWAP � f ������������iv��������g

�
� �ADDSYS �STR vM ���ADDkPR� ��SWAP ��STR f �	�������������ii��������g

��� SUM vM ���ADDkPR� ��SWAP ��STR f �����
���������ii�g
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Wir k�onnen anstelle der Verfeinerungsaussage in ���� sogar die Gleichheit zeigen� da etwa
die Relation SWAP � ���

T

� � ���
T

� injektiv ist�

�ADDkPR� �����
T

� � ���
T

� � � �����
T � 	�	

T��ADD ��T� � �� �PR� ��
T

� �����
T

� � ���
T

� �

� ����
T � 	�	

T��ADD ��T� � �� �PR� ��
T

� � ADDSYS � �

An diesem Beispiel ist detailliert untersucht worden� wie der vorgestellte Verfeinerungs�
kalk�ul im Systementwurf praktisch eingesetzt wird� Die Abfolge der dargestellten Lemmata
zusammen mit den in den Beweisen zu den Behauptungen ������ und ������ aufgef�uhrten
Aussagen ��� bzw� ���� und den numerierten Herleitungsschritten ���&��� ergibt die kom�
plette Durchf�uhrung der in Abbildung ��� dargestellten Entwicklung des Summationsagen�
ten� Einige Punkte der formalen Diskussion des Beispiels� die bisher au
er acht gelassen
worden sind� werden in folgender Bemerkung abgehandelt�

������ Bemerkung� �i� Im Beweis zu ������ f�allt auf� da
 trotz der im Zielnetz enthal�
tenen parallelen Komposition ADDkPR� die daf�ur zust�andige Modularit�atsregel ������
nicht zur Anwendung gekommen ist� F�ur die dargestellte Entwicklung ist ADDkPR� nicht
Ergebnis einer Verfeinerung zu einer parallelen Komposition� sondern der Ausdruck ist
vielmehr als Schreibabk�urzung f�ur den ersten Faktor der sequentiellen Komposition mit
SWAP zu verstehen� Wird die Entwicklung noch strenger durchgef�uhrt� so ist unter ande�
rem die d�amonische Monotonie von SWAP zu zeigen� um die Modularit�atsregel ������ f�ur
sequentielle Komposition anwenden zu k�onnen� Sei nun der Agent ADDparPR� wie folgt
de�niert�

ADDparPR� � ����
T � 	�	

T��ADD ��T� � �� �PR� ��
T

� �

Weil wir die d�amonische Monotonie bereits vorsorglich in �������ii� gezeigt haben� ergibt
sich folgende strenge Fortsetzung der in ������ begonnenen Entwicklung�

����� ADDSYS vM ADDparPR� �SWAP fBeweis zu ���������� g

�	�� ADDparPR� vM ADDkPR� fGleichheit������� g

�
�� SWAP vM SWAP f �������i� g

���� ADDparPR� �SWAP vM �ADDkPR� ��SWAP f �	����
����������ii�������� g

���� ADDSYS vM �ADDkPR� ��SWAP f ������������������ii� g

���� �ADDSYS vM ���ADDkPR� ��SWAP � f ������������iv�������� g

����� �ADDSYS �STR vM ����ADDkPR� ��SWAP ��STR f ����������������ii�������� g

����� SUM vM ���ADDkPR� ��SWAP ��STR f �����������������ii� g

�ii� Ein weiterer au��alliger Punkt in der vorgestellten Entwicklung ist die Verwendung
von � selbst als R�uckkopplungsoperator anstelle des durch das in ����� motivierte denota�
tionelle Modell gegebenen Operators �R�upc��R�� der auch beim Kompositionalit�atsbegri�
in �������iii� eingefordert wird� Durch die unmittelbar g�ultige Beziehung �R vM upc��R�
und durch die Aussagen der als korrekt nachgewiesenen Modularit�atsregeln ������&�������
in denen nur punktuell die Eigenschaft der d�amonischen Monotonie gefordert und nicht
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g�anzlich das Modell R� zugrundegelegt wird� ist abgesichert� da
 jedes auf rechten Seiten
von Verfeinerungsbeziehungen auftauchende � durch einen Abschlu
 nach oben erg�anzt
werden kann� ohne da
 die Korrektheit der Verfeinerung beeintr�achtigt wird� Gerade weil
die Relation vM den Abschlu
 nach oben bereits enth�alt� ist es m�oglich gewesen� den Ver�
feinerungskalk�ul unter Fortlassung von Abschl�ussen nach oben allgemeiner zu formulieren
als es das Modell R� zul�asst� Weder m�ussen die beteiligten Relationen alle nach oben ab�
geschlossen sein� noch werden die beteiligten Relationen als d�amonisch monoton gefordert�
wenn dies nicht explizit durch die Pr�amisse einer Modularit�atsregel verlangt wird� Insbe�
sondere ist es im Beispiel des Summationsagenten unwesentlich� ob das entwickelte Zielnetz
mit � oder mit �R�upc��R� gebildet wird� weil die Abgeschlossenheit nach oben gar nicht
ausgen�utzt wird� sondern auf die Eindeutigkeit der Fixpunktbildung abgezielt wird�

�iii� Im Beweis zu ������ haben wir bereits ausgef�uhrt� das wir nicht genau die Eindeu�
tigkeit der R�uckkopplungskomposition �ADDSYS oder der zweiten Komponente  des
durch die R�uckkopplung berechneten Paares nachweisen k�onnen� In der dortigen Hilfsbe�
hauptung ��ii���� haben wir die Eindeutigkeit aller Projektionen  �i� �i � �� auf die
Elemente des durch  berechneten Stroms zeigen k�onnen� Zwar kann damit nicht ohne
weiteres relationenalgebraisch auf die Eindeutigkeit von  selbst geschlossen werden� aber
es l�a
t sich immerhin beweisen� da
  bez�uglich berechneter unendlicher Str�ome eindeutig
ist� d�h� die Relation  �L� ist eindeutig� wobei � den zu dem in �����
�i� zugrundegelegten
Strombereich geh�orenden Vektor der endlichen Str�ome bezeichnet� Unter Ausnutzung der
leicht zu zeigenden Darstellung I � L� �

T
i �

i��T��i�T erh�alt man n�amlich�

� � L��T� � L�� � �I � �TL� T �I � L��

�
T
i �

i�� �i��T� �i���T��i�T

�
T
i �

i��I��T��i�T � I � L� � f �i� eindeutig g

Das bedeutet also� da
 die in Abbildung ��� dargestellte Entwicklung des Summationsagen�
ten ganz im Sinne der Vorlage �St�len et al� ��� S� ����� unseres Beispiels nur f�ur unendliche
Str�ome formal mit den Mitteln der Relationenalgebra abgesichert werden kann� Abgesehen
davon� da
 wir diese Einschr�ankung in Kauf genommen haben� weil wir auf andere Techni�
ken� die auf Komponentenebene liegen� vertrauen k�onnen� haben wir mit der vorliegenden
Darstellung die formale Veri�kation im Gegensatz zu der Sammlung der in der Originalvor�
lage von �St�len et al� ��� lediglich behaupteten Zwischenschritte komplett nachvollzogen�
Dies ergibt sich aus der Tatsache� da
 in �St�len et al� ��� eine logische Sprache lediglich
implizit zugrundegelegt wird� w�ahrend f�ur unseren Verfeinerungskalk�ul der pr�azise Forma�
lismus der Relationenalgebra zur Verf�ugung steht� �

d� Beispiel� Das Flanken�Bit�Protokoll

Das vorhergehende Beispiel des Summationsagenten ist die Entwicklung eines determini�
stischen Agenten� so da
 der relationale Ansatz noch nicht an einem gr�o
eren Beispiel� das
Nichtdeterminismus beinhaltet� erprobt ist� In dem in diesem Unterabschnitt zu behan�
delnden Beispiel geht es um die Entwicklung des Flanken�Bit�Protokolls� das wenigstens
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eine echt nichtdeterministische Komponente beinhaltet� Das Flanken�Bit�Protokoll ist ei�
ne starke Vereinfachung des Alternating�Bit�Protokolls� das

�
zeitabh�angige� Komponenten

enth�alt� d�h� Komponenten die dasselbe anomalische Verhalten wie das nichtstrikte faire
Mischen zeigen� und deshalb hier nicht als Beispiel geeignet ist� w�ahrend dar�uberhinaus das
Thema der Zeitabh�angigkeit Gegenstand des letzten Abschnitts des vorliegenden Kapitels
ist�

Ausgangspunkt des Flanken�Bit�Protokolls ist ein Bit�Daten�Empf�anger mit zwei
Eingangs� und zwei Ausgangskan�alen� den wir im folgenden Receiver nennen wollen� Der
Receiver hat die Aufgabe� die auf dem ersten Eingangskanal empfangenen Bit�Daten auf
dem ersten Ausgangskanal weiterzuleiten� Allerdings ist der Receiver dabei in dem Sinne
unzuverl�assig� da
 er hintereinanderfolgende gleiche Bits verliert� wenn auf dem zweiten
Eingangskanal kein Wechsel des Bits erfolgt� um anzuzeigen� da
 das zuletzt empfangene
Bit erneut �ubertragen werden mu
� Auf dem zweiten Ausgangskanal liefert der Receiver
Bits vom zweiten Eingangskanal� wobei die Anzahl der gelieferten Bits mit der der auf
dem ersten Ausgangskanal weitergeleiteten Bits �ubereinstimmt� f�ur die Quittierung nicht
verlorengegangener Bits�

Das Flanken�Bit�Protokoll besteht aus der Kommunikation zwischen einem zu ent�
wickelnden Sender und dem Receiver� die die Unzuverl�assigkeit des Receivers vermeidet�
Der Sender besitzt ebenso wie der Receiver zwei Eingangs� und zwei Ausgangskan�ale� Der
erste Eingangskanal des Senders enth�alt weiterzutransferierende Bit�Daten� w�ahrend der
zweite Eingangskanal des Senders die Best�atigungsmeldungen des Receivers von dessen
zweiten Ausgabekanal aufnimmt� Die beiden Ausgangskan�ale des Senders sind mit den
beiden Eingangskan�alen des Receivers in der vorgegebenen Reihenfolge verbunden� Der
Sender schickt also Bits von seinem ersten Eingangskanal zu seinem ersten Ausgangskanal�
wobei die Eintre�ensreihenfolge w�ahrend der Ausgabe eingehalten wird� Zur Vermeidung
der Unzuverl�assigkeit des Receivers mu
 der Sender gegebenenfalls gen�ugend Flanken� d�h�
Wechsel aufeinanderfolgender Bits im Datenstrom� auf dem zweiten Ausgabekanal zu erzeu�
gen� damit die auf dem ersten Eingangskanal des Senders empfangenen Datenbits korrekt
durch den Receiver ausgegeben werden� Dabei darf der Sender eventuell seine Sendung
bezogen auf beide Ausgangskan�ale beliebig oft wiederholen� bis der Receiver eine Best�ati�
gungsmeldung �uber die Verbindung zum zweiten Eingangskanal des Senders schickt� Bei
der Veri�kation des Flanken�Bit�Protokolls handelt es sich also um die Aufgabe� aus der
Identit�atsrelation ein System zu entwickeln� das einen geeigneten Sender zu dem beschrie�
benen Receiver in der eben beschriebenen Vernetzung enth�alt�

Die nachfolgende De�nition enth�alt die f�ur das Flanken�Bit�Protokoll ben�otigten Da�
tenstrukturen als relationale Konstruktionen und die De�nition der zur Beschreibung des
Receivers dienenden Funktion �� die aus einem Paar von Bitstr�omen Wiederholungen von
hintereinanderfolgenden Bitpaaren herausnimmt� wenn man das Paar von Bitstr�omen in
kanonischerweise als Strom von Bitpaaren� solange beide Bitstr�ome noch Elemente enthal�
ten� interpretiert� Weil eine solche Funktion genauso wie die Filterfunktion nur f�ur endliche
Strompaare korrekt und f�ur unendliche Strompaare lediglich robust korrekt programmiert
werden kann� verwenden wir das le�Funktional� um f�ur unendliche Strompaare eindeuti�
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ge Ergebnisse zu erzwingen� Damit die Aufspaltung des Quellbereichs von � in endliche
und unendliche Str�ome leichter behandelbar wird� werden in nachfolgender De�nition so�
wohl die relationenalgebraischen Funktionale ��� 	� als auch deren extremalen Fixpunkte
�������� einzeln eingef�uhrt�

������ De�nition� Seien �O � L� eine direkte Summe zweier Punkte O � L � ��� �� ein direktes
Produkt und ein Stombereich ��� �� ��v� gegeben� derart da
 die Kompositionen ��OT und
��OT de�niert sind� Dann de�nieren wir zwei relationenalgebraische Funktionale ��� 	� wie
folgt�

���X� � ���� � ����T�T � ��� � ����T�T � ����T�T � ����T�T�X

� � ��� � ���L � ��� � ���L

� ���T�T � ���T�T � ����T � ���T�X���T�T � ��T�T�� �

	��X� � ���T � ��T����T � ��T�

� �����T � ��T��T��T � ����T � L��T��T�

� �����T � L��T��T � ����T � ��T��T��T�

� ���X� �

Basierend auf den zuletzt de�nierten Funktionalen f�uhren wir die Relationen ����������
wie folgt ein�

�� � supfX jX � 	��X�g �

�� � inffX j 	��X� � Xg �

�� � supfX jX � ���X�g �

� � le���� � �

Nachfolgend sind Eigenschaften von � und ein allgemeines Ergebnis zusammengefa
t�
die f�ur die Veri�kation des Flanken�Bit�Protokolls ben�otigt werden� Weil die Resultate
entweder mit fr�uher beschriebenen Techniken� oder mit komponentenweiser Betrachtung
hergestellt werden� geben wir f�ur die im nachfolgenden Faktum aufgestellten Behauptungen
lediglich Andeutungen der zugeh�origen Beweise an�

������ Faktum� In der Situation von ������ gelten die folgenden Aussagen�

�i� � � �� � le�����

�ii� � ist eindeutig und total�

�iii� ��$ � ��$�

�iv� Allgemein gilt v �$$T � I�

Beweisskizzen� Ad �i� � Mit Hilfe zweier Berechnungsinduktionen zeigt man die bei�
den Aussagen �� � �� � �TL und �� � �� � �TL � woraus �� � �� � �� folgt� Weil ��

mit einer Berechnungsinduktion �uber Q�X� � XTX � I als eindeutig nachgewiesen werden
kann� gilt le���� � ��� Damit ergibt sich le���� � �� � le���� � weil �� und �� verschie�
dene Quellbereiche haben und daher das le�Funktional �uber die relationale Vereinigung
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distribuiert werden darf�
Ad �ii� � Die Eindeutigkeit von � wird durch die Anwendung des le�Funktionals herge�

stellt� Es verbleibt daher� die Totalit�at zu zeigen�
Man zeigt leicht� da
 ��L � ��TL � ��TL gilt� Analog zum Filterfunktional c� �sie�

he �����	� gilt die Aussage le����v � ��v der robusten Korrektheit der Spezi�kation
von �� und damit le����L � ��L� Es reicht daher mit Hilfe von �Str�� zu zeigen� da

��L � ��TL � ��TL gilt und somit nach �i� die gew�unschte Aussage �L � L folgt�

Ad �iii� � Die Beziehung le�����$ � le�����$ ergibt sich aus einer relationenalge�
braisch kodierten Berechnungsinduktion �uber der Ordnung v des zweistelligen Stromver�
arbeitungsbereichs� Pr�aziser gefa
t geht die Berechnungsinduktion �uber der die Ordnung
v des Zielbereichs erweiternden Ordnung � aus ����
�i� bzw� �Zierer ��� ������� die auf
Relationen de�niert ist� Bez�uglich der Ordnung � aus ����
�i� ist das Pr�adikat Q mit
Q�X� � X�$ � X�$ stetig� weil �� ��$ alle bez�uglich der Ordnung � als stetige Funk�
tionen nachweisbar sind� Der Anfang der Berechnungsinduktion wird mit � als kleinstes
Element bez�uglich der Relationenordnung � geleistet� Das Funktional� �uber dem der In�
duktionsschritt schlie
lich geleistet wird� ist analog zur Filteroperation �siehe �����
� exakt
dasjenige von �� bzw� ��� da le���� ebenfalls als bez�uglich der Relationenordnung � ste�
tige Fortsetzung von �� identi�ziert werden kann�

Ad �iv� � Die Aussage v � $$T � I wird mit einer Berechnungsinduktion �uber
P �X� Y� Z� � X � Y$T � Z bewiesen� wobei die Costetigkeit von P aus der Eindeu�
tigkeit von $ nach �������ii� folgt� Der Induktionsanfang ergibt sich aus der Totalit�at von
$� die ebenfalls nach �������ii� gilt� �

Die in den Vorbemerkungen zu diesem Unterabschnitt beschriebene Situation des
Flanken�Bit�Protokolls ist in Abbildung ��� dargestellt� Genauso wie in Abbildung ���
steht das in der Abbildung verwendete Symbol � f�ur die Verfeinerungsrelation vM und
die dar�ubergestellte Angabe ist die Nummer derjenigen Behauptung� die den Verfeine�
rungsschritt behandelt�

RCV

�
�
�
�
�
�� �

�
�

�
�

���

�
�
�
�
�
�� ��

�

�

�

ID SND
������
�

Abbildung ���� Veri�kation des Flanken�Bit�Protokolls�

Die nachfolgende De�nition enth�alt die relationenalgebraischen Formulierung der Spezi�
�kationen sowohl des Senders als auch des Receivers� der beiden Komponenten des Flanken�
Bit�Protokolls�
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������ De�nition� In der Situation von ������ de�nieren wir die beiden Relationen SND
und RCV wie folgt�

SND � f�vT�T � ���$� � �$�L � �$S$T�T�g�T �

RCV � � � �

�����
 Bemerkung� Komponentenweise notiert� unter Zuhilfenahme einer nach funktio�
naler Programmierung abgeleiteten let�in�Notation� lautet die Spezi�kation des Senders
wie folgt�

SND ��i� x�� �z� y�� � let �z�� y�� � ��z� y� in

z� v i 
 �$x � $i �� $z� � $x ) ��

Demnach gibt der Sender auf dem ersten Ausgangskanal h�ochstens die auf dem ersten
Eingangskanal empfangene Bitfolge aus �

�
Sicherheitsbedingung��� wenn man von belie�

bigen Wiederholungen absieht �erste
�
Lebendigkeitsbedingung��� Ferner wiederholt der

Sender das letzte unbest�atigte empfangene Bitpaar beliebig oft� wenn auf seinem zwei�
ten Eingangskanal vom Receiver nicht gen�ugend Quittierungen �ubertragen werden �zweite

�
Lebendigkeitsbedingung��� Es ist aufgrund der angegebenen Spezi�kation klar� da
 der
Sender eine hochgradig nichtdeterministische Komponente darstellt� �

Die folgende Behauptung f�uhrt nun den in Abbildung ��� dargestellten Entwicklungs�
schritt und damit die Veri�kation des Flanken�Bit�Protokolls durch�

�����	 Behauptung� In der Situation von �����	 gilt die Verfeinerungsaussage

I vM ��SND�RCV ��� �

Beweis� Wie mit Hilfe von Abbildung ��� ersichtlich� gilt zun�achst die Beziehung

��SND�RCV � � �T�SND �RCV � ��T� �

Ferner lassen sich leicht folgende Beziehungen nachweisen�

��� � eindeutig 
 �Q � �R �� X�T� � Y QT � �X � Y RT��T� �

�y� �$�T�$T�T � ��$� � �$�L � �$$T�T �

F�ur den Term SND �RCV � ��T errechnet man sodann folgendes�

SND �RCV � ��T

� f�vT�T � ���$� � �$�L � �$S$T�T�g�T� � ��T

� f�vT�T � ���$� � �$�L � �$S$T�T�g�T� � �$$T�T

fNach �������ii� ist $ total� d�h� $$T � I� g

� f�vT�T � ���$� � �$�L � �$S$T�T� � �$$T�Tg�T�
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f ��� mit �������ii� �� eindeutig� und �������iii� �$T�T� � $T�T�� g

� f�vT�T � �$�T$T�T � ���$� � �$�L � �$S$T�T� � �$$T�Tg�T�

fNach �������ii� ist $ monoton� d�h� v � $�$T� g

� ��vT�T � �$�T$T�T � f���$� � �$�L � �$$T�T� � �$�T�$T�Tg��T�

f S � I ��T�g

� ��vT�T � �$�T$T�T � �$�$T�T��T�

f �y� und dann ��$� � �$�L � �$$T�T � ��$� � �$�$T�T� denn

nach �������ii� sind $ und daher auch �$ eindeutig� g

� ��vT�T � �$��T � ��$T�T��T�

fEindeutigkeit von $ und damit von �$ nach �������ii� g

� ��vT �$$T��T

fAntisymmetrie von � und Eindeutigkeit von � nach �������ii� g

� ��T �

fmit �������iv� g

Daraus folgt sofort die Beziehung

�z� �T�SND �RCV � ��T� � �T��T � �T � upc��T� �

Damit ergibt sich folgende Veri�kation des Flanken�Bit�Protokolls�

��� �T vM ��SND�RCV � f �z�� SND �RCV � SND �RCV ������� g

��� � vM � f �������i� g

��� �T�� vM ��SND�RCV ��� f ��������v� � �v������� g

��� I vM �T�� f�T� � I������� g

�	� I vM ��SND�RCV ��� � f ���������������ii� g

�Die Anwendungen von Verfeinerungsregeln sind wie in den beiden vorhergehenden Bei�
spielentwicklungen durch Unterstreichung besonders gekennzeichnet�� �

��� Denotationelle Semantik rekursiv de	nierter kommunizie�

render Systeme

Die relationenalgebraische Netzsprache� wie sie bisher behandelt ist� beinhaltet noch kei�
ne M�oglichkeit der Rekursion� Insbesondere steht die semantische Behandlung rekursiv
de�nierter kommunizierender Systeme aus� die in diesem Abschnitt vorgenommen wird�
Rekursiv de�nierte kommunizierende System f�uhren zu Agentennetzen� deren Komponen�
ten trotz festgelegter Struktur in variabler Anzahl auftreten k�onnen� Deshalb stellt die
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Rekursion in Agentennetzen ein Sprachmittel f�ur den ersten Schritt in Richtung auf dy�
namisch kon�gurierte kommunizierende Systeme dar� Ein typisches Schema eines rekursiv
de�nierten kommunizierenden Systems ist in Abbildung ��� dargestellt� wobei das darin

enthaltene Symbol
rec X
� anzeigt� da
 die rechte Seite eine �unendlich oft durchgef�uhrte�

Au�altung der linken Seite darstellt� wenn die Komponente X als rekursive Bezugnahme
auf das Gesamtsystem angenommen wird�

CELL X
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Abbildung ���� Rekursiv de�niertes kommunizierendes System�

In Fortsetzung der in Abschnitt ��� bez�uglich der Einf�uhrung unserer Netzsprache ge�
tragenen Au�assung� sich vollst�andig auf die semantische Ebene zu konzentrieren� werden
rekursive De�nitionen in Form von Funktionalen eingef�uhrt� Es werden nur diejenigen
Funktionale als rekursive De�nitionen zugelassen� deren Aufbau ausschlie
lich durch die
Kombinatoren unserer Netzsprache bestimmt ist� Dabei sind die Netzkombinatoren in der
durch ����� motivierten Form gegeben� so da
 insbesondere die R�uckkopplungskomposi�
tion einschlie
lich des Abschlusses nach oben anzuwenden ist� Sodann bestimmt sich die
Semantik einer rekursiven De�nition� wie bei Modellen der robusten Korrektheit �ublich
�Hoare �	� Hoare et al� ��b�� als inklusionsgr�o
ter Fixpunkt desjenigen Funktionals� das
die rekursive De�nition bildet�

F�ur die Gew�ahrleistung der korrekten Einbeziehung der Rekursion in die Semantik
unserer Netzsprache stellt sich die Aufgabe der Untersuchung� welche Eigenschaften des
denotationellen Modells beim �Ubergang zur Rekursion erhalten bleiben� Dazu wird ein
Zul�assigkeitsbegri� f�ur Eigenschaften stromverarbeitender Relationen betrachtet� bei dem
sich die Eigenschaft von den Elementen einer inklusionsabsteigenden Kette auf das In��
mum der Kette zu �ubertragen hat� Es zeigt sich� da
 immerhin diejenigen Eigenschaften
erhalten bleiben� die im Abschnitt ��� f�ur die �Ubereinstimmung von denotationeller mit
operationeller Semantik ben�otigt werden� n�amlich die Eigenschaften des Grundmodells R��
aber da
 man mit der Einbeziehung von Rekursion unter Verwendung inklusionsgr�o
ter
Fixpunkte im allgemeinen aus dem bisherigen Modell� das etwa die Forderung der Totalit�at
und der schwachen angelischen Monotonie erhebt� herausf�allt� Daher wird ein abge�ander�
tes Modell vorgestellt� da
 zwar die Anforderung der Surjektivit�at an die Abstraktion
ABS nicht einh�alt� aber die Zul�assigkeit seiner Eigenschaften und damit die Einbeziehung
von Rekursion erm�oglicht� Daraufhin betrachten wir als Beispiel eines rekursiv de�nier�
ten kommunizierenden Systems die nichtdeterministische interaktive Warteschlange und
weisen nach� da
 die angegebene rekursive De�nition in dem Sinne korrekt ist� da
 ihre
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Semantik in dem angegebenen Modell liegt�

����� De�nition� Eine Struktur �	�R� hei
t rekursive De�nition genau dann� wenn 	
ein total de�niertes relationenalgebraisches Funktional 	 � R � R ist� das ausschlie
lich mit
Konstanten aus der Menge R von Relationen und den Netzkombinatoren k� �� �R�upc��R�
gebildet ist� �

Analog zu der vorstehenden Einf�uhrung von rekursiven De�nitionen als Funktionale�
die ausschlie
lich mit den Netzkombinatoren gebildet werden� verlangt die nachfolgende
De�nition des Zul�assigkeitsbegri�s f�ur Eigenschaften stromverarbeitenden Funktionen in
Punkt �i� zun�achst die Kompositionalit�at der betrachteten Eigenschaft� Punkt �ii� enth�alt
schlie
lich die Forderung nach der �Ubertragung der betrachteten Eigenschaft von Ketten
bez�uglich der Pr�aordnung vM auf das In�mum der Kette� das wir durch den Schnitt der
Abschl�usse der Kettenglieder nach oben repr�asentieren� Der erste Teil von Punkt �ii� l�a
t
sich dabei als Ausdehnung der im zweiten Teil enthaltenen Forderung auf

�
leere Ketten�

deuten�

����� De�nition� Eine Eigenschaft P � Rel�SPD� stromverarbeitender Relationen hei
t
zul�assig genau dann� wenn gilt�

�i� P ist kompositional im Sinne von �������

�ii� Es gilt P �L� und ferner ist f�ur jede Kette �Ri�i�� bzgl� der Pr�aordnung vM fol�
gendes erf�ullt�

��i � �� P �Ri�� �� P �
T
i upc�Ri�� � �

Als erstes und grundlegendes Beispiel zeigen wir im nachfolgenden Satz die Zul�assigkeit
der Eigenschaften des Grundmodells R�� auf dem wir die Semantik rekursiver De�nitionen
basieren lassen�

����� Satz� Die Eigenschaft P mit P �R� 
� R � R� ist zul�assig� d�h� �siehe �����
�i��
d�amonische Monotonie ist zusammen mit der Abgeschlossenheit nach oben zul�assig�

Beweis� Nach ������ ist P mit P �R� 
� R � R� 
� vRv � R kompositional� somit
ist die Bedingung ������i� erf�ullt�

Die Aussage L�R� gilt wegen vLv � L� so da
 der erste Teil der Bedingung ������ii�
gezeigt ist� Sei nun die Familie �Ri�i�� von Relationen aus R� eine Kette bzgl� der Pr�aord�
nung vM � Wir haben f�ur den Nachweis des zweiten Teils der Bedingung ������ii� zu zeigen�
da
 die Beziehung

T
i upc�Ri��R� gilt�

v
h T

i upc�Ri�
i
v � v

�T
iRi

�
v �

T
ivRiv �

T
iRi �

T
i upc�Ri� �

Man vergleiche das eben erzielte Resultat mit den Ausf�uhrungen zur Berechnungsinduktion
in Abschnitt ���� wonach die Bedingung P �X� 
� vXv � X 
� vXv � X costetig
ist� Im Falle von Familien nach oben abgeschlossener Relationen ist n�amlich die Bedingung
������ii� �aquivalent zur Bedingung der Costetigkeit� �
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Die Semantik einer rekursiven De�nition ist nicht das unterliegende Funktional selbst�
sondern dessen kleinster Fixpunkt� sofern er existiert� Als Fixpunktordnung fungiert die
Pr�aordnung vM � die auf dem Grundmodell R� mit der konversen Inklusion � zusam�
menf�allt und dadurch mindestens zu einer Ordnung wird� F�ur die Semantik rekursiver
De�nitionen wird schlie
lich ein allgemeiner Rahmen durch ein Funktional h�oherer Ord�
nung vorgesehen� das jedem Funktional seinen kleinsten Fixpunkt zuordnet�

����� Satz und De�nition� �i� Jede rekursive De�nition �	�R��� hat inR� einen kleinsten
Fixpunkt �� bez�uglich der Ordnung vM �

�ii� Wegen �i� ist es m�oglich� das h�ohere Funktional YM � �R� � R�� � R�� das auf
rekursiven De�nitionen �	�R�� operiert� durch YM�	� � �� zu de�nieren�

Beweis� Nur �i� ist zu zeigen� Zu �ii� ist zu bemerken� da
 f�ur das dort de�nierte Funk�
tional YM � anders als f�ur rekursive De�nitionen� lediglich partielle De�niertheit gefordert
wird�

Ad �i� � Nach dem f�ur vM als Verfeinerungsrelation entwickelten Regelsatz ������ mit
������ ist jedes nach den in ����� angegebenen Prinzipien gebildetes Funktional 	 monoton
bez�uglich vM als Ordnung� Die Bildung von rekursiven De�nitionen �	�R�� ist erlaubt� da
die Einschr�ankung des Funktionals 	 auf R� die totale De�niertheit des Funktionals nach
����� erh�alt� F�ur jedes R �R� ist 	�R� �R� wegen der besonderen Bildung des Funktio�
nals 	 nach ����� erf�ullt� Der Satz ����� beinhaltet ferner die Tatsache� da
 die Struktur
�R��vM� eine cpo mit kleinstem Element L bildet� Damit aber l�a
t sich schlie
lich der Fix�
punktsatz monotoner Funktionen auf cpos auf eine gegebene rekursive De�nition �	�R��
anwenden und man erh�alt so f�ur 	 einen in R� liegenden kleinsten Fixpunkt �� � �

Mit dem Grundmodell R� als semantische Basis spielt die Zul�assigkeit von Eigenschaf�
ten die Rolle eines hinreichenden Kriteriums f�ur die korrekte Versch�arfung des Modells�
Eine Versch�arfung des Modells ist die Heranziehung der Erf�ullungsmenge der hinzutreten�
den Eigenschaft als Modell� wobei eine Modellversch�arfung von R� in dem Sinne korrekt
genannt wird� wenn das gewonnene Modell die Bildung rekursiver De�nitionen erlaubt
und f�ur jede rekursive De�nition deren durch YM erhaltene Semantik als Element enth�alt�
W�ahrend die Zul�assigkeit der Eigenschaften des Modells R� im Beweis zu ������i� �aquiva�
lent mit der cpo�Eigenschaft von �R��vM� ist� ist im Beweis der nachfolgenden Behaup�
tung die Zul�assigkeit der versch�arfenden Eigenschaft gleichbedeutend mit der vollst�andigen
Durchf�uhrbarkeit einer Berechnungsinduktion �uber dem versch�arfenden Pr�adikat�

����� Behauptung� Sei P � R� eine Eigenschaft und �	�R�� eine rekursive De�nition�

�i� Ist P zul�assig� dann gilt P �YM�	���

�ii� Ist R durch R � fR�R� jP �R�g de�niert und ist P zul�assig� dann ist �	�R� eine
rekursive De�nition und es gilt YM�	��R�

Beweis� �ii� ist lediglich eine genauere Beschreibung des in �i� erzielten Resultats� Deshalb
weisen wir �i� und �ii� simultan nach� Sei P � R� eine zul�assige Eigenschaft� �	�R�� eine
rekursive De�nition und R wie in �ii� angegeben de�niert� Nach der Bedingung ������i�
ist es erlaubt� die rekursive De�nition �	�R� zu bilden� denn die Einschr�ankung des Funk�
tionals 	 auf R beeintr�achtigt nicht die totale De�niertheit des Funktionals� F�ur jedes
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R�R� mit P �R� ist P �	�R�� wegen der besonderen Bildung des Funktionals 	 nach �����
erf�ullt� Die Bedingung ������ii� besagt im zweiten Teil die Costetigkeit von P � Damit wird
es m�oglich� die Aussage P �YM�	�� mit einer Berechnungsinduktion �uber P zu beweisen�

�� P �L� ist unmittelbar nach ������ii� wahr�

�� Angenommen� es gelte P �X�� dann folgt nach den zuvor gemachten Ausf�uhrungen
�d�h� nach ����� und ������i�� sofort P �	�X���

Daher folgt P �supfX jX � 	�X�g�� Aber weil die OrdnungvM aufR� wegen der Forderung
der Abgeschlossenheit nach oben mit der konversen Inklusion � �ubereinstimmt� gilt gerade

YM�	� � �� � supfX jX � 	�X�g

und somit folgt P �YM�	�� und gleichzeitig YM�	��R� �

Mit dem nachfolgenden Satz wird gezeigt� da
 die Versch�arfung des Grundmodells R�

zu den von der Surjektivit�atsforderung an die Abstraktion ABS motivierten Modellen R�

�siehe �����
�ii�� oder sogar Rt �siehe ������v�� nicht gelingt� Insbesondere fehlen die in
�����
�ii� als wichtig gekennzeichneten Eigenschaften der Totalit�at und der schwachen an�
gelischen Monotonie� da diese sich als nicht zul�assige Eigenschaften erweisen� Dadurch wird
das Bed�urfnis nach einer Modellmodi�kation motiviert� unter der das entstandene Modell
die gew�unschte Versch�arfung leistet� Der Vorschlag einer geeigneten Modellmodi�kation
wird im Anschlu
 an den folgenden Satz behandelt�

����
 Satz� Weder Totalit�at� noch schwache angelische Monotonie sind zul�assige Eigen�
schaften� auch wenn die Zusatzforderungen der d�amonischen Monotonie und der schwachen
angelischen Monotonie unter Stetigkeit erhoben werden�

Beweis� Aufgrund der Zusatzforderungen der d�amonischen Monotonie und der schwachen
angelischen Monotonie unter Stetigkeit ist sowohl f�ur die schwache angelische Monotonie�
als auch die Totalit�at die Bedingung ������i� nach ������ bzw� �����	 erf�ullt� Ferner wird
der erste Teil der Bedingung ������ii� eingehalten� denn die Universalrelation L ist sowohl
total �LL � L�� als auch schwach angelisch monoton �vTL � L � LvT�� Daher wird der
verbliebene zweite Teil der Bedingung ������ii� mit einem im folgenden behandelten Ge�
genbeispiel f�ur Totalit�at und schwache angelische Monotonie simultan widerlegt�

F�ur die Konstruktion des Gegenbeispiels ben�otigen wir die nat�urlichen Zahlen� sowie
den Strombereich �uber einem mindestens zweielementigen Bereich� Die nat�urlichen Zahlen
seien durch einen nat�urlichen Zahlenstrahl �z� S��� gegeben� Dazu seien� das unendliche
Element und N der Vektor der �endlichen� nat�urlichen Zahlen� Sei weiter das relationale
System ��� �� ��v� der Strombereich �uber dem eingef�uhrten nat�urlichen Zahlenstrahl� d�h�
die Komposition �S ist de�niert� und dazu sei � der Vektor der endlichen Str�ome� Da der
nat�urliche Zahlenstrahl mindestens zwei verschiedene Elemente enth�alt �z�B� z 	��� denn
sonst gilt � � ��ST � zST � O im Widerspruch zur Punkteigenschaft von ��� ist ga�
rantiert� da
 der Vektor � der unendlichen Str�ome mindestens abz�ahlbar unendlich viele
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Elemente enth�alt� die wir mit folgender Abbildung ausw�ahlen und mit einer nat�urlichzah�
ligen Nummer versehen� Sei � eine eindeutige und injektive Relation mit

L� � L� � �L � NTL �

Die erste Bedingung beschreibt die ausschlie
liche Auswahl von unendlichen Str�omen durch
�� w�ahrend die zweite die Auswahl einer abz�ahlbar unendlichen Menge von Str�omen bein�
haltet� wobei das durch die Verwendung eines geschlossenen Zahlenstrahls hinzugekomme�
ne Element � gerade nicht als Nummer verwendet werden soll� Verm�oge � wird nun eine
Familie �Ri�i�� von Relationen de�niert durch

Ri � �TL � LSi� �

was komponentenweise folgende �Aquivalenz bedeutet�

Ri�x� y� 
� x � � � y � f��j� j j � ig �

In der folgenden Kette der Behauptung wird nachgewiesen� da
 die Familie �Ri� das
gew�unschte Gegenbeispiel darstellt� �Ri� ist eine vM �Kette aus R�� deren Elemente al�
le zugleich total und schwach angelisch monoton sind� aber deren Schnitt

T
iRi keine der

beiden Eigenschaften hat� so da
 weder Totalit�at noch schwache angelische Monotonie
zul�assige Eigenschaften darstellen k�onnen�

Behauptung �� F�ur alle i � � ist die Relation Ri nach oben abgeschlossen�
Beweis	 Es reicht aus� die Beziehung �v � � zu zeigen�

�v � ���v � �TL� � �v � �TL��

� ��v � �TL� fwegen � � L� � L� g

� ��I � �TL� � � � fnach ����	�iv� g

Behauptung �� �Ri�i�� ist eine Kette bzgl� der Ordnung vM �
Beweis	 Weil es nach Behauptung � gen�ugt� die Beziehung Ri	� � Ri zu zeigen� folgt

die vorliegende Behauptung sofort aus der Beziehung LSi	� � LS�Si � LSi�
Behauptung �� F�ur alle i � � ist die Relation Ri d�amonisch monoton� und somit gilt

Ri�R��
Beweis	 Es kann sogar die Beziehung vRi � Ri gezeigt werden� denn es gelten

vLSi� � LSi� � v�TL � ��TL � ���T � �v�T���TL � �TL �

Behauptung �� F�ur alle i � � ist die Relation Ri total�
Beweis	

RiL � �TL � LSi�L

� �TL � LSiNTL fEigenschaft von � g

� �TL � LSi
S
j�S

j�TzTL fN � inffX j z �XS � Xg �
S
j zS

j g

� �TL � LSi�Si�TzTL

� �TL � LzTL f �Str��� S
i�Si�T � I g

� �TL � L � L � f z ist Punkt g



��	 �� Ein wp	Kalk�ul f�ur stromverarbeitende Relationen

Behauptung �� F�ur alle i � � ist die Relation Ri schwach angelisch monoton�
Beweis	 Dazu de�nieren wir die injektive Funktion %� wie folgt�

%� � � ��T� �

Damit kann folgende Familie �R�
i �i�� von Relationen eingef�uhrt werden�

R�
i � �TLSi %� � LSi� �

Einerseits ist f�ur alle i � � die Beziehung Ri �M R�
i erf�ullt� denn es gilt

upc�R�
i � � �TLSi %�v � LSi�v

� �TLSi�� ��T��v � LSi�

� �T�LSi� � LSi�TL�v� � LSi�

� �T�LSi� � L� � LSi� f��ST �� und �v � L g

� �TL � LSi� � Ri �

Andererseits sind alle R�
i angelisch monoton� wie im folgenden gezeigt wird� so da
 damit

alle Ri als schwach angelisch monoton nachgewiesen sind� Zun�achst ergibt sich�

vTR�
i � vT��TLSi %� � LSi�� � vT�TLSi %� � LSi� � LSi %� � LSi� � LSi %� �

Ferner errechnet man�

LSi %� � LSi %�vT

� LSi�� ��T��vT

� LSi�vT � LSi�T� f �vT � � g

� LSi�vT � L� �

Schlie
lich erh�alt man das gew�unschte Ergebnis�

LSi�vT � L� � LSi�vT � LSi�Si�TzTL� � �TLSi�T�

� LSi�vT � LSiNTL� � �TLSi�T�

� LSi�vT � LSi�L� � �TLSi�T�

� LSi�vT � �TLSi�T� f �TL � vg

� �TLSi�� ��T��vT � LSi�vT f � � �vT g

� ��TLSi %� � LSi��vT � R�
iv

T

Behauptung �� Es gilt
T
iRi � �TL� Daher ist

T
iRi weder total� noch schwach ange�

lisch monoton�
Beweis	 Man errechnet�T

iRi �
T
i��

TL � LSi��

� �TL � �
T
i LS

i�� f� ist injektiv g

� �TL ���� f� � supfX jX � XSg �
T
i LS

i g

� �TL � f�L ��TL g
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T
iRi ist nicht total	 Angenommen �TL � L� dann w�are �L � �L � O� Daraus erg�abe

sich sofort � � � � O und f�uhrte wegen �Str�� zu O � �T� � L im Widerspruch zur
Tarski�Regel ������vi��T

iRi ist auch nicht schwach angelisch monoton	 Weil
T
iRi nach oben abgeschlossen

ist� gilt f�ur jedes R� mit
T
iRi �M R� die Inklusion R� �

T
iRi � �TL� Daher gibt es f�ur

jedes solche R� einen Vektor v mit R� � �Tv und � � v �wegen upc�R�� �
T
iRi � �TL

mu
 �T� � R� gelten�� so da
 folgendes errechnet werden kann�

vTR� � �L� � ���T � �vT�T���Tv � L��TLv � Lv �

Angenommen� R� w�are angelisch monoton� d�h� es gelte v
TR� � R�v

T� Dann m�u
te auch
die Inklusion vTR�L � R�v

TL erf�ullbar sein� Aber vTR� � Lv ist total wegen � � v� so
da
 unmittelbar R�v

TL � L gelten w�urde� Wegen der Beziehungskette

L � R�v
TL � R�L � �

T
iRi�L

w�urde dies unmittelbar die zuvor widerlegte Totalit�at von
T
iRi nach sich ziehen� Daher ist

jedes R� mit
T
iRi �M R� nicht angelisch monoton und

T
iRi somit nicht schwach angelisch

monoton� �

����	 Bemerkung� Der vorstehende Satz und das in dessen Beweis enthaltene Gegen�
beispiel belegen� da
 folgende� die Totalit�at erzwingende Eigenschaft B � die zwar kompo�
sitional nachweisbar ist� ebenfalls nicht zul�assig ist�

B�R� 
� �R�� R �M R� 
 �f stromverarbeitende Funktion� f � R�

Die Form von B bestimmt sich aus denselben Integrationsschwierigkeiten wie f�ur die Ei�
genschaft der angelischen Monotonie� Man sieht f�ur die Nichtzul�assigkeit von B leicht ein�
da
 in jedem R�

i mit R
�
i �M Ri� wobei Ri aus dem Beweis zu ����
 entnommen sei� die

monotone Funktion �T� � �TzSi� enthalten ist� Man k�onnte eventuell ausnutzen� da
 	
in einer vorbestimmten Weise aufgebaut ist� doch wird in der vorliegenden Arbeit eine
m�oglichst sprachunabh�angige und einfache Entwicklung der Semantik angestrebt� weshalb
die Eigenschaft B nicht weiter behandelt wird� �

Im folgenden wird ein modi�ziertes Modell stromverarbeitender Relationen entwickelt�
das bez�uglich der Semantik rekursiver De�nitionen einerseits die Einhaltung der f�ur das
Grundmodell R� erzielten Resultate ����� und ������i� gew�ahrleistet� und andererseits die
angestrebte Versch�arfung des Grundmodells� die mindestens die Eigenschaft der Totalit�at
der Relationen einschlie
t� erm�oglicht� Wesentlicher Kern der Modi�kation ist die Adjunk�
tion eines ��Elements� d�h� eines gr�o
ten Elements� zur Stromordnung� Deshalb werden
in der nachfolgenden De�nition schrittweise die Begri�e des ��adjungierten Strombereichs
und des ��adjungierten Stromverarbeitungsbereichs eingef�uhrt�

����� De�nition und Behauptung� �i� Ein relationales System ��� �� �� �� ��v	� hei
t
��adjungierter Strombereich genau dann� wenn gilt�
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� ��� �� ist eine derart gew�ahlte direkte Summe� da
 � ein Punkt ist und die Kompo�
sitionen �T�� �v	 und �v	 de�niert sind�

� ��� �� �� �v	�
T� ist ein ��ublicher� Strombereich�

� Es gilt v	 � �T�v	�
T��L�� d�h� v	 ist genauso wie �v	�

T Ordnung �siehe ������i��
und der Punkt � ist das gr�o
te Element� das ��Element� der Ordnung v	�

�ii� Die Gesamtheit der ��adjungierten Stromverarbeitungsbereiche sei mit
SPD	 bezeichnet� wobei eine Relation v	 als Ordnung eines ��adjungierten Strom�
verarbeitungsbereichs genau dann bezeichnet wird� wenn es ein relationales System
���� ��� ��� ��� ���v

	
� � und Relationen �� ��v	

� gibt� die folgenden Bedingungen gen�ugen�

� ��� �� ist ein direktes Produkt� so da
 v	 � �v	
� �

T � �v	
� �

T gilt�

� ���� ��� ��� ��� ���v
	
� � ist ein ��adjungierter Strombereich�

� v	
� ist entweder wieder Ordnung eines ��adjungierten Stromverarbeitungsbereiches

oder ein einelementiger Bereich� d�h� es gilt v� � I � L�

�iii� Jede Ordnung v	 eines ��adjungierten Stromverarbeitungsbereichs ist ein
vollst�andiger Verband� �

����� Bemerkung� �i� Die mit ������i� eingef�uhrte Relation v	 ist klarerweise eine Ord�
nung� denn mit Hilfe der Regeln der direkten Summe erh�alt man folgenden Nachweis�
Die Relation �v	�

T ist nach ������i� und ������iii� Ordnung als nach �Str�� bestimmte
Ordnungsrelation eines gew�ohnlichen Strombereichs� Damit ist v	 re�exiv�

v	 � �T�v	�
T� � L� � �T� � L� � �T� � �T� � I �

Ferner ist v	 transitiv�

v	v	 � ��T�v	�
T� � L����T�v	�

T� � L��

� �T�v	�
T��T�v	�

T� � L�L�

� �T��v	�
T���v	�

T�� � L� � �T�v	�
T� � L� � v	 �

Schlie
lich ist v	 antisymmetrisch�

v	 � v
T

	 � ��T�v	�
T� � L�� � ��T�vT

	�
T� � �TL�

� �T��v	�
T � �vT

	�
T�� � �L� � �TL� � �T� � �T� � I �

�ii� In ������ii� ist analog zu ������i� der Fall des trivialen Stromverarbeitungsbereichs
ausgeschlossen� so da
 wieder jeder Agent mindestens einen Eingabe� und mindestens einen
Ausgabekanal besitzen mu
�

�iii� Wir verzichten auf die ausf�uhrliche Behandlung von ������iii�� denn ein Strom�
bereich ist� wie man leicht einsieht� bereits ein vollst�andiger unterer Halbverband� so da

die ��Adjunktion lediglich f�ur ein Supremum von Teilmengen unvergleichbarer Str�ome
sorgt und der ��adjungierte Strombereich ebenfalls ein vollst�andiger oberer Halbverband
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wird� Die Verallgemeinerung von Strombereichen auf Stromverarbeitungsbereiche gelingt
mit dem Resultat �Zierer ��� ������� nach dem f�ur jede Relation R gilt�

lubv��R� � lubv�
�
�R���T � lubv�

�
�R���T bzw� lubv��R�L � lubv�

�
�R��L � lubv�

�
�R��L �

glbv��R� � glbv�
�
�R���T � glbv�

�
�R���T bzw� glbv��R�L � glbv�

�
�R��L � glbv�

�
�R��L �

Die Ordnung v	
� des ��adjungierten Strombereichs ist ein vollst�andiger Verband nach den

vorstehenden �Uberlegungen� Ferner ist auch die Ordnung v	
� ein vollst�andiger Verband�

entweder weil der einelementige Bereich trivialerweise ein solcher ist� oder weil dies �inner�
halb einer strukturellen Induktion� durch Induktionsannahme gefordert wird� Dies zeigt
die Totalit�at der beiden Relationen lubv��R� und glbv��R� f�ur jedes R und damit die
Vollst�andigkeit der Relation v	 als Verbandsordnung� �

Analog zu Stromverarbeitungsbereichen werden wir ab sofort die Ordnung eines ��
adjungierten Stromverarbeitungsbereichs immer mit v	 bezeichnen� Dar�uberhinaus wer�
den wir bei den speziellen Funktionalen wie le� lub� etc� den Index v	 der Einfachheit
halber durch das Zeichen ) ersetzen� wenn tats�achlich Bezug auf einen ��adjungierten
Stromverarbeitungsbereich genommen wird� Genauso wie � neben dem leeren Strom auch
das leere Stromtupel bezeichnet� dient � auch als Notation f�ur entsprechende ��Tupel� Im
Gegensatz zu den bisherigen Ab�anderungen werden wir die analoge De�nition der Fix�
punktordnung unter der bisherigen Bezeichnung vM vornehmen� die man erh�alt� indem
in ����� der Operator upc durch upc	 ersetzt wird� Genauso werden wir das Grundmodell
mit den in �����
�i� festgelegten Eigenschaften �Abgeschlossenheit nach oben� d�amonische
Monotonie� wieder mit R� in Anlehnung an die am Anfang dieses Abschnittes dargestellte
Grundlage der Semantik rekursiver De�nitionen bezeichnen �vgl� �������

Im folgenden untersuchen wir die Auswirkungen der Modi�kation des bisherigen Mo�
dells durch Bezugnahme auf ��adjungierte Stromverarbeitungsbereiche� Das Ziel der Un�
tersuchung ist die Herstellung des Resultats� da
 die Modellmodi�kation zu einer Klasse
stromverarbeitender Relationen f�uhrt� die als Grundlage der Semantik rekursiver De�ni�
tionen im Sinne von ������i� bzw� ����	�ii� herangezogen werden kann und deren Elemente
neben den in �����
�i� genannten Grundeigenschaften mindestens die Totalit�atsbedingung
erf�ullen�

������ Bemerkung� �i� Im nachfolgenden Satz wird der zu dem modi�zierten Modell
passende und zum Abstraktionsoperator ABS analoge Operator ABS	 de�niert� Der Ope�
rator ABS	 bildet dabei eine Menge von ��adjungiert stromverarbeitender Funktionen
auf eine ��adjungiert stromverarbeitende Relation ab� Dabei wird unter dem Begri� der
��adjungiert stromverarbeitenden Funktion eine monotone Funktion verstanden� deren
Quell� und Zielbereich jeweils ein ��adjungierter Stromverarbeitungsbereich ist� Analog
ergibt sich der Begri� der ��adjungiert stromverarbeitenden Relation aus dem der strom�
verarbeitenden Relation durch Verwendung ��adjungierter Stromverarbeitungsbereiche�
Es kann leicht gezeigt werden� da
 ABS	 genauso wie ABS zumindest eine Abstraktion
im weiteren Sinne auf das Modell der nach oben abgeschlossenen ��adjungiert stromver�
arbeitenden Relationen darstellt� Denn der Beweis ist v�ollig analog zu dem von ������ da
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lediglich verlangt wird� da
 die Ordnung zur Anwendung des Resultats ����
 eine Wohl�
ordnung sein mu
� Dies ist aber bei v	 der Fall� da nur das ��Element hinzugekommen
ist und jede echt absteigende Kette weiterhin station�ar wird� so da
 im entsprechenden
Beweis von ������ die Relation v durch v	 bzw� der Operator upc durch upc	 ersetzt
werden darf�

Mit der �Ubertragung des Resultats ����� auf das modi�zierte Modell wird suggeriert�
da
 die neue denotationelle Semantik ebenfalls mit einer geeigneten operationellen Se�
mantik �ubereinstimmt� Sicher l�a
t sich der Begri� des interpretierten Daten�u
graphs auf
ein f�ur die Einbeziehung von ��Adjunktion geeignetes Modell ab�andern� dennoch bleibt
die operationelle Bedeutung von � anders als in �Gritzner� Berghammer ��� im Unkla�
ren� Die Unklarheit entsteht dadurch� da
 dem ��Element als Ergebnis einer Berechnung
durch eine ��adjungiert stromverarbeitende Funktion keine recht intuitive Bedeutung un�
terlegt werden kann� In �Gritzner� Berghammer ��� fungiert das ��Element� das allerdings
einem lediglich �achen Bereich adjungiert ist� als Markierung� Tritt als Ergebnis s�amtlicher
Berechnungen lediglich � auf� so bedeutet dies das Abhandensein jeglichen Ergebnisses�
Damit wird das Konzept der Unde�niertheit im Fall des angelischen Nichtdeterminismus
symbolisiert� indem das ��Element bzw� die Resultatmenge f�g als angelisches ��Element
interpretiert wird� Dies gibt zwar einen guten Hinweis auf die intuitive Bedeutung des ��
Elements auch f�ur das modi�zierte Modell der vorliegenden Arbeit� aber anders als in
�Gritzner� Berghammer ��� f�ur den �achen Verband ist die Umkehrung der verwendeten
Ordnung eines ��adjungierten Stromverarbeitungsbereichs wenig sinnvoll f�ur die Herstel�
lung eines geeigneten Modells der partiellen Korrektheit� Deshalb mu
 zugegeben werden�
da
 die Einf�uhrung des ��Elements in der vorliegenden Arbeit vor allem aus technischen
Gr�unden motiviert ist�

�ii� Zur Bescha�enheit des Modells der ��adjungiert stromverarbeitenden Relationen�
das die Surjektivit�at des Abstraktionsoperators ABS	 herstellt� ist folgendes anzumer�
ken� Die Konstruktion einer in einer gegebenen ��adjungiert stromverarbeitenden Relation
enthaltenen ��adjungiert stromverarbeitenden Funktion ist anders als in ������ii� trivial
m�oglich� denn man nimmt einfach die konstante Funktion L�� die jedem Element das ��
Tupel zuordnet� Allerdings wird die passende Stetigkeit �siehe ������iv�� zur Konstruktion
der �uberdeckenden Funktionenmenge nach ������iii� ben�otigt� Daf�ur erhalten wir� wie wir
anschlie
end zeigen� die angelische Monotonie selbst anstelle der schwachen angelischen
Monotonie als Eigenschaft des Modells� so da
 die passende Stetigkeit direkt anstelle der
schwachen angelischen Monotonie unter passender Stetigkeit als zus�atzliche Stetigkeitsfor�
derung herangezogen werden kann� um ein zu Rt analoges Modell zu erhalten�

Weil wir nicht an der ausf�uhrlichen formalen Er�orterung der in dieser Bemerkung auf�
gef�uhrten Aussagen interessiert sind� konzentrieren wir uns lediglich auf die formale Be�
handlung der Eigenschaften des auf der ��Adjunktion basierenden Modells� die im nach�
folgenden Satz vorgenommen wird� �

������ Satz� Sei F eine Menge ��adjungiert stromverarbeitender Funktionen und ABS	

derjenige Operator� der durch
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ABS	�F � � upc	

� �
f�F

f
�
�
� �
f�F

f
�
v	

de�niert wird�

�i� ABS	�F � ist gepu�ert�

�ii� ABS	�F � ist sowohl angelisch monoton� als auch total�

Beweis� Ad �i� � Der Beweis ist genau identisch mit dem zu ������ wenn dort an allen
Stellen v durch v	 ersetzt wird�

Ad �ii� � Angelische Monotonie besagt� da
 bei Vergr�o
erung der Eingabe eine entspre�
chende Vergr�o
erung der Ausgabe m�oglich ist� Bei Verwendung ��adjungierter Stromver�
arbeitungsbereiche ergibt sich daher die Eigenschaft der angelische Monotonie ganz trivial
aus der Tatsache� da
 jede produzierte Ausgabe durch den Abschlu
 nach oben immer zum
��Element selbst hin vergr�o
ert werden kann� Formal errechnet man�

ABS	�F �v
T

	 �
�
f�F

fv	v
T

	 �
�
f�F

fL��TL �
�
f�F

fL � L � v	ABS	�F � �

Aus der vorstehenden Herleitung erh�alt man unmittelbar auch den verbleibenden Nachweis
der Totalit�at�

ABS	�F �L � ABS	�F �v
T

	 � L � �

Im nachfolgenden Satz wird zur Vorbereitung auf den Zul�assigkeitsnachweis gezeigt� da

alle in ������ genannten Eigenschaften kompositional sind� d�h� von den Netzkombinatoren
erhalten werden�

������ Satz� In der Situation von ������ werde jedes Vorkommen von SPD mit SPD	

ersetzt� Dann gilt folgendes�

�i� Gepu�ertsein bleibt eine kompositionale Eigenschaft�

�ii� Sowohl angelische Monotonie� als auch Totalit�at sind unter der Zusatzforderung
der Abgeschlossenheit nach oben zwei kompositionale Eigenschaften�

Beweis� Ad �i� � Die Nachpr�ufung von �������i�&�ii� geht analog zum Beweis von �������
Der Nachweis von �������iii� gelingt ebenfalls� denn im analogen Beweis zu ������ wird
lediglich verlangt� da
 die Ordnung zur Anwendung des Resultats ����
 eine Wohlordnung
sein mu
� Dies ist aber bei v	 der Fall� wie bereits in �������i� festgestellt worden ist�

Ad �ii� � Zun�achst wird der Kompositionalit�atsnachweis der Totalit�at betrachtet� Wie
bei �����	 bereitet lediglich die �Uberpr�ufung der R�uckkopplungskomposition Schwierigkei�
ten� Die Zusatzforderung der Abgeschlossenheit nach oben reicht aus� denn damit l�a
t sich
das ��Element immer als Fixpunkt der r�uckgekoppelten Leitung herstellen� Man erh�alt�
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upc	��R�L � �T� �R � ���
T

� �L

� ��T� � L��T� ��R � ���
T

� �L

� ���T� � L��T� �R � L��T� �L f�T� � L��T� ist eindeutig g

� ��T� � L��T� �Rv	���
TL fR nach oben abgeschlossen g

� ��T� � L��T� �R����
T

� � L��T� ����
TL fnach De�nition von v	 g

� ��T� � L��T� �RL f � ist Punkt g

� ��T� � L��T� �L � L � fR und �T� � L��T� sind total g

F�ur die Kompositionalit�at der angelischen Monotonie bereitet die Nachpr�ufung von
�������i�&�ii� keine Schwierigkeit� denn der Nachweis erfolgt analog zu dem f�ur die d�amoni�
sche Monotonie in �������ii�� wobei statt v gerade vT

	 einzusetzen ist� Die Zusatzforderung
der Abgeschlossenheit nach oben wird f�ur die Nachpr�ufung von �������iii� ben�otigt� denn
dann gilt� wie zuletzt errechnet� die Beziehung ��R�L � L� Daraus ergibt sich die Ver�
vollst�andigung des Kompositionalit�atsnachweises f�ur die angelische Monotonie wie folgt�

upc	��R�v
T

	 � ��R�v	v
T

	 � ��R�L��TL � ��R�L � L � vT

	upc	��R� � �

Wir zeigen nun die Zul�assigkeit der in ������ genannten Eigenschaften unseres modi�
�zierten Modells� Damit pr�ufen wir insbesondere nach� da
 die Aussage ����� �uber die
Zul�assigkeit der Eigenschaften des Grundmodells R� weiterhin g�ultig ist�

������ Hauptsatz� In der Situation von ����� werde jedes Vorkommen von SPD mit
SPD	 ersetzt� Dann gilt folgendes�

�i� Gepu�ertsein bleibt eine zul�assige Eigenschaft�

�ii� Sowohl angelische Monotonie� als auch Totalit�at sind unter der Zusatzforderung
der Abgeschlossenheit nach oben zwei zul�assige Eigenschaften�

Beweis� Ad �i� � Die Bedingung ������i� ergibt sich unmittelbar aus �������i�� w�ahrend
die Bedingung ������ii� analog zum Beweis von ����� gezeigt werden kann� wenn dort die
Relation v durch v	 bzw� der Operator upc durch upc	 ersetzt wird�

Ad �ii� � Die Zusatzforderung der Abgeschlossenheit nach oben wird f�ur die Kompo�
sitionalit�at der angelischen Monotonie und der Totalit�at nach �������ii� ben�otigt� um die
Bedingung ������i� zu erf�ullen�

Die Eigenschaft der Totalit�at h�alt au
erdem die verbleibende Bedingung ������ii� ein�
Der erste Teil ist klar �LL � L�� F�ur den Nachweis des zweiten Teils sei �Ri�i�� eine Kette
bzgl� der Ordnung vM � so da
 alle Ri total sind� dann folgt�

�
T
i upc	�Ri��L � �

T
i upc	�Ri���

TL �
T
iRiv	�

TL �
T
iRiL��

TL �
T
iRiL � L �

F�ur die angelische Monotonie ist der erste Teil der Bedingung ������ii� unmittelbar
erf�ullt� denn es gilt vT

	L � L � LvT

	� w�ahrend der verbleibende zweite Teil wie folgt gezeigt
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wird� Sei �Ri�i�� eine Kette bzgl� der Ordnung vM � so da
 alle Ri angelisch monoton sind�
dann folgt�

�
T
i upc	�Ri��v

T

	 � �
T
i upc	�Ri���

TL �
T
iRiL �

T
i�Riv

T

	�v	

�
T
i�v

T

	Ri�v	 � vT

	�
T
i upc	�Ri�� �

Nachdem im vorstehenden Ergebnis der Nachweis der in ����� behandelten Zul�assigkeit
der Eigenschaften des Grundmodells R� als weiterhin g�ultig enthalten ist� lassen sich auch
die daraus folgenden Aussagen ����� und ����	 auf das modi�zierte Modell �ubertragen�
Die letztgenannte Tatsache f�uhrt unmittelbar zu dem anschlie
enden Korollar� das besagt�
da
 f�ur die Behandlung der Semantik rekursiver De�nitionen das Grundmodell R� zu dem
gew�unschten Modell� das die Totalit�atseigenschaft miteinschlie
t� versch�arft werden kann�

������ Korollar� Mit R	
� werde die Gesamtheit derjenigen stromverarbeitenden Relatio�

nen aus Rel�SPD	� bezeichnet� die

��� gepu�ert� also

�a� nach oben abgeschlossen und
�b� d�amonisch monoton

��� angelisch monoton

��� und total

sind� Das Modell R	
� bzw� die charakteristische Eigenschaft P mit P �X� � X � R	

� ist
nicht nur kompositional� sondern auch zul�assig� Damit ist jede rekursive De�nition �	�R��
zu einer rekursiven De�nition �	�R	

� � versch�arfbar� deren Semantik YM�	� entsprechend
im Modell R	

� zu liegen kommt� �

Im nachfolgenden Lemma werden f�ur das zu behandelnde Beispiel relevante Vereinfa�
chungen des Pr�adikats des Enthaltenseins im Modell R	

� diskutiert� Dabei stellt sich vor
allem heraus� da
 die angelische Monotonie fortgelassen werden kann� weil diese Eigenschaft
bereits durch Totalit�at und Abgeschlossenheit nach oben impliziert wird�

������ Lemma� �i� F�ur jede ��adjungiert stromverarbeitende Relation R � R� gilt�

R total 
� L� � R �

�ii� F�ur jede ��adjungiert stromverarbeitende Relation R gilt�

R � R	
� 
� R � R� 
 R total �

�iii� F�ur jede ��adjungiert stromverarbeitende Relation R gilt�

R � R	
� 
� v	Rv	 � L� � R �

Beweis� Ad �i� � Sei R eine ��adjungiert stromverarbeitende Relation� Falls L� � R
gilt� so folgt sofort die Totalit�at von R aus RL � L�L � L� F�ur die R�uckrichtung der
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Implikation sei R � R�� Dann aber folgt sofort aus der Totalit�at von R zusammen mit der
Abgeschlossenheit nach oben gerade die Aussage R � Rv	 � RL� � L��

Ad �ii� � Nach ������ ist klar� da
 aus R � R	
� gerade beide Aussagen R � R� und

R total unmittelbar folgen� F�ur die R�uckrichtung gen�ugt es nach ������ zu zeigen� da
 aus
den beiden Aussagen R � R� und R total die angelische Monotonie von R folgt�

RvT

	 � Rv	v
T

	 � RL��TL � RL � L � vT

	R �

Ad �iii� � Nach �i� bez�uglich der Totalit�at und nach �����
�i� bez�uglich R� ist gerade
die Bedingung v	Rv	�L� � R �aquivalent zur Konjunktion der beiden Aussagen R � R�

und R total� Die letztgenannte Konjunktion ist jedoch nach �ii� ebenfalls �aquivalent zu
R � R	

� � so da
 sich die Behauptung ergibt� �

Das n�achste Lemma enth�alt n�utzliche Eigenschaften der Operationen eines ��adjungier�
ten Strombereichs� Wir verwenden dabei die Relation v mit v � �v	�

T� um die Ordnung
des nach ������i� unterliegenden gew�ohnlichen Strombereichs entsprechend zu bezeichnen�
so da
 fr�uher erzielte Resultate einsetzbar sind�

�����
 Lemma� Sei ��� �� �� �� ��v	� ein ��adjungierter Strombereich� Dann gelten die
folgenden Eigenschaften�

�i� v	�
T � �Tv � vT

	�
T � �TL � �TvT �

�ii� v	�
T�TL � �T�TL � vT

	�
T�TL � L �

�iii� v	�
T� � �T��TL � �� � vT

	�
T� � �TL � �T� �

�iv� v	�
T� � �T��TL � �v� � vT

	�
T� � �TL � �T�vT �

�v� v	�
TL � L � vT

	�
TL � �TL �

Beweis� Es reicht aus� die Punkte �i� und �v� zu zeigen� denn die �ubrigen folgen aus �i�
mit Hilfe von f�ur gew�ohnliche Strombereiche in ������ bewiesenen Aussagen�

Ad �i� � Es gilt�

v	�
T � ��T�v	�

T� � L���T � �T��v	�
T� � �Tv �

vT

	�
T � ��TL � �T�vT

	�
T���T � �TL � �T��vT

	�
T� � �TL � �TvT �

Ad �v� � Es gilt�

v	�
TL � ��T�v	�

T� � L���TL � L��TL � L �

vT

	�
TL � ��TL � �T�vT

	�
T���TL � �TL�TL � �TL � �

Der nachfolgende Satz erweitert die Vereinfachungen des Pr�adikats des Enthaltenseins
im Modell R � R	

� um die Integration von stromverarbeitenden Relationen aus dem Ur�
sprungsmodell� das auf gew�ohnlichen Stromverarbeitungsbereichen basiert� das also oh�
ne ��Adjunktion de�niert ist� Es zeigt sich� da
 gew�ohnlich stromverarbeitende Relatio�
nen aus dem Modell R� zu ��adjungiert stromverarbeitende Relationen aus dem Modell
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R � R	
� umgeformt werden k�onnen� Diese Umformung erlaubt es� in De�nitionen von ��

adjungiert stromverarbeitenden Agenten die Hilfsagenten mit gew�ohnlichen stromverarbei�
tenden Komponenten einzuf�uhren� Dies bedeutet� da
 Relationen aus dem Ursprungsmo�
dell zusammen mit Relationen aus dem durch ��Adjunktion entstandenen Modell gemischt
verwendet werden k�onnen� so da
 in vielen F�allen eine notationelle �Uberfrachtung� die aus
der Sonderbehandlung des ��Elements entsteht� verhindert wird�

�����	 Satz� Sei Q eine gew�ohnliche stromverarbeitende Relation� zu der zwei direkte
Produkte ��i�

n
i�� und ��j�

m
j�� derart existieren m�ogen� da
 jedes der Kompositionen �

T

i Q�j
de�niert ist� Ferner sei zu Q die ��adjungiert stromverarbeitende Relation bQ wie folgt
de�niert� wenn zwei direkte Produkte �b�i�ni�� und �b�j�mj�� derart existieren� da
 jedes der

Kompositionen b�Ti bQb�j de�niert ist�
bQ �

� n�
i��

b�i�T�Ti �Qh m�
j��

�j�� � L��b�Tj i � L�

Dann gilt� Q � R� �� bQ � R	
� �

Beweis� Die Aussage wird mit Hilfe von �����	�iii� gezeigt� wobei wir die Notationv in der
Komposition vQv im Sinne eines gew�ohnlichen Stromverarbeitungsbereichs verwenden�
wie wir f�ur �����
 mit v die Ordnung des dem ��adjungierten Bereich unterliegenden
gew�ohnlichen Strombereichs bezeichnet haben�

v	
bQv	 � L�

� v	

� n�
i��

b�i�T�Ti �Qh m�
j��

�j�� � L��b�Tj iv	 � L� f �����
�v�� v	L�v	 � L� g

�
� n�
i��

b�iv	�
T�Ti

�
Q
h m�
j��

�j�� � L��v	 b�Tj i � L�

�
� n�
i��

b�i�Tv�Ti �Qh m�
j��

�j�v� � L��b�Tj i � L� f �����
�i���v� g

�
� n�
i��

b�i�T�Ti �vQh m�
j��

�jv�� � L��b�Tj i � L�

�
� n�
i��

b�i�T�Ti �vQvh m�
j��

�j�� � L��b�Tj i � L� f �CCL� aus ����	 g

� bQ � fQ�R� g �

������ Bemerkung� Die Konstruktion des Satzes ������ hat folgende Bedeutung� Die
gew�ohnliche stromverarbeitende Relation Q wird im linken Vereinigungsglied der konstru�
ierten ��adjungiert stromverarbeitenden Relation bQ unver�andert angewendet� wenn keiner
der Inhalte der Eingangskan�ale � ergibt� Allerdings mu
 in der Ausgabe wegen des Ab�
schlu
es aller Kanalinhalte nach oben das ��Element im Term

Tm
j�� �j�� � L��b�Tj explizit

erzeugt werden� Das rechte Vereinigungsglied L� f�angt sowohl die F�alle� in denen minde�
stens einer der Inhalte der Eingangskan�ale � ergibt� als auch den Fall auf� da
 Q keinen
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Wert liefert� da ja Q nicht zwingend total ist� In diesen F�allen werden die Inhalte aller
Ausgangskan�ale auf � gesetzt� da � hierbei f�ur das ��Tupel

Tm
j�� � b�Tj steht� In gewisser

Weise wird Q durch diese Konstruktion von bQ um ein
�
��striktes� Verhalten erweitert�

denn es gilt
Sn
i�� � b�Ti bQ � � wie man leicht nachrechnet� Bei der Verfassung von Spezi�ka�

tionen ist es g�unstig� ein ��striktes Verhalten zu verlangen� denn anderenfalls wird wegen
der d�amonischen Monotonie bei einer Verkleinerung der Eingaben eine entsprechende Ver�
kleinerung der Ausgabe und damit eventuell die Hinzunahme unerw�unschter Ausgaben
erzwungen� Falls Q nicht total ist� ergibt bQ an den Stellen� an denen Q kein Resultat
liefert� wie erw�ahnt das ��Tupel �� wodurch wie mit der ��strikten Erweiterung die un�
ver�anderte �Ubernahme des Verhaltens von Q in bQ gew�ahrleistet ist� um die Einhaltung
der d�amonischen Monotonie nicht zu beeintr�achtigen� Allerdings handelt es sich damit beibQ um eine angelische Erweiterung der Relation Q im Sinne der Bemerkung �������i�� die
die Nichtde�niertheitsstellen von Q in bQ lediglich durch die Auslieferung des ��Tupels
als einziges Ergebnis markiert� Weil das eventuelle Fehlen der Totalit�at von Q keine for�
male Bedeutung f�ur den Nachweis des Satzes ������ besitzt� nehmen wir den scheinbaren
Stilbruch durch R�uckgri� auf Konzepte des angelischen Nichtdeterminismus in Kauf und
verschieben die Verantwortung zur etwaigen Totalisierung auf die Spezi�kation von Q� �

Um die Eignung der vorgeschlagenen denotationellen Semantik zu illustrieren� betrach�
ten wir ein Beispiel eines rekursiv de�nierten kommunizierenden Systems nach dem in
Abbildung ��� dargestellten Schema� Dabei werden wir das Beispiel der nichtdetermini�
stischen interaktive Warteschlange� deren Aufgabe die Speicherung empfangener Daten
und die Herausgabe von gespeicherten Elementen in einer nicht festgelegten Reihenfolge
als Reaktion auf eintre�ende Anfragen ist� Dieses Beispiel ist deshalb typisch� da es die
in funktionaler Umgebung h�au�g zitierten Beispiele der interaktiven Warteschlange� des
interaktiven Kellers und des interaktiven Sortierwerks als deterministische Verfeinerungen
besitzt� Das Beispiel wird wie folgt behandelt� Zuerst geben wir die relationenalgebraische
Formulierung der nichtdeterministischen interaktiven Warteschlange mittels der in Kapi�
tel � beschriebenen Methoden an und dann beweisen wir� da
 die angegebene Formulierung
eine Relation bezeichnet� die im semantischen Modell R	

� enthalten ist�

Die nachfolgende De�nition enth�alt die relationenalgebraische Formulierung des Spei�
cherzellenagenten CELL� der genau einen empfangenen Wert aufnehmen kann� Die Spei�
cherung erfolgt mit dem eine Einbettung leistenden Hilfsagenten STORE � der zudem im
gew�ohnlichen Modell formuliert ist� um die durch ������ angebotene M�oglichkeit der ge�
mischten Verwendung von gew�ohnlichen und ��adjungiert stromverarbeitenden Agenten
auszunutzen� In Abbildung ��	 ist die Situation des Beispiels der nichtdeterministischen
interaktiven Warteschlange dargestellt� auf deren Grundlage die De�nitionen der entspre�
chenden Relationen vorgenommen werden� Der linke Teil der Abbildung ��	 enth�alt die
Darstellung des nach Abbildung ��� f�ur die nichtdeterministische interaktive Warteschlan�
ge gebildeten Agentennetzschemas in einer Form� mit der die nichtdeterministische inter�
aktive Warteschlange mit unseren Netzkombinatoren beschrieben werden kann� Im rechten
Teil der Abbildung ��	 ist die Situation f�ur das Verst�andnis der nun folgenden De�nition
von CELL und STORE dargestellt�
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Abbildung ��	� Zur De�nition der nichtdeterministischen interaktiven Warteschlange�

������ De�nition� Gegeben seien zwei ��adjungierte Strombereiche ���� ��� ��� ��� ���v	�
und ��� �� �� �� ��v	�� sowie eine direkte Summe ��� �� mit den folgenden Eigenschaften�

� � ist ein Punkt� der f�ur das Anfragesymbol steht� w�ahrend � die Injektion der Da�
tenelemente darstellt�

� ���� ��� ��� ��� ���v	� ist der Strombereich �uber der Menge der Daten� d�h� die Kom�
position ��� ist de�niert�

� ��� �� �� �� ��v	� ist der Strombereich �uber der Menge der Daten vereinigt mit dem
Anfragesymbol� d�h� die Kompositionen ��T und ��T sind de�niert�

�i� Seien ferner ���� 	�� ��� und ��� �� zwei direkte Produkte gem�a
 Abbildung ��	� Dazu
de�nieren wir die Relationen �� ���X�� ���X� �X beliebig� und STORE wie folgt�

� � �����
TL � ����

T

� � 	��
T

� ��
T � ����

T�v

���X� � ����
T��T�T � �����

T

� � 	�	
T

� � ���
T

� �X���
T � ��T�T�

���X� � ����
T�T � �����

T

� � 	�	
T

� � ����
T�T� �X���

T � ��T�T�

STORE � supfX jX � ���
TL � � � ���X� � ���X�g

Wir bezeichnen in der Situation von �����
 die zum Eingangskanalb�undel von STORE pas�
sende Relation ��v�

T

� � 	�v	
T

� � ���
T

� wieder mit v� so da
 die Komposition v�STORE �v
eine sinnvolle Bedeutung erh�alt�

�ii� Im Sinne von ������ sei �STORE zusammen mit den direkten Produkten �b��� b	�� b���
und �b�� b�� �siehe auch den rechten Teil der Abbildung ��	� basierend auf den in �i� de�
�nierten Relationen erkl�art� Ferner sei das ebenfalls im rechten Teil der Abbildung ��	
eingetragene direkte Produkt ��� 	� gegeben� Dann de�nieren wir die Relation CELL wie
folgt�

CELL � ��T��T � ��T�L � ���T��Tb�T� � ��T��b�T� � 	 b	T� �� �STORE � ��T� � �
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������ Bemerkung� �i� In �������i� wird der Agent STORE in rekursiver Aufschrei�
bung de�niert� Die relationenalgebraische Formulierung beschreibt die Funktionsweise von
STORE wie folgt�

� Der Agent STORE hat drei Eing�ange� von denen die ersten beiden Kan�ale sind�
w�ahrend der dritte Eingang das gespeicherte Datenelement h�alt� Der erste Eingang
enth�alt die Auftr�age� die jeweils entweder aus einem zu speichernden Element oder aus
einem Anfragesymbol bestehen k�onnen� w�ahrend der zweite Eingang dazu bestimmt
ist� zuk�unftige Antworten auf Anfragen� die von anderen Speicherzellagenten gesendet
werden� zu empfangen� Die beiden Ausg�ange von STORE sind zwei Kan�ale� von
denen der erste die Anfragebearbeitung enth�alt� w�ahrend der zweite r�uckgestellte
oder derzeitig aufgehobene Speicherauftr�age zur sp�ateren Weiterverarbeitung durch
das �ubrige Agentennetz aufnimmt�

� ���
TL bedeutet den Fall� da
 auf dem Empfangskanal� von dem Daten oder Anfragen

erwartet werden� keine Elemente mehr geschickt werden� STORE reagiert darauf mit

�
Absturz�� d�h� mit dem Abschlu
 des leeren Stromes nach oben� In gewisser Weise
zeigt STORE damit ein ��striktes Verhalten bez�uglich des Auftragskanals� denn es
gilt ��T� �STORE �M � �

� � bezeichnet den Fall� da
 ein Anfragesymbol auf dem Empfangskanal erscheint�
STORE �ubergibt jetzt auf dem ersten Ausgabekanal das in der dritten Komponente
des Eingangs gespeicherte Element gefolgt von dem Inhalt des zweiten Kanals� der
die durch die �ubrigen Speicherzellenagenten m�oglicherweise ausgegebenen Elemente
enth�alt� Der zweite Ausgangskanal erh�alt den Rest des Auftragsstroms zur Weiter�
bearbeitung durch das �ubrige Agentennetz�

� ���X� bezeichnet den �
Warteschlangenfall�� bei dem das neben dem bereits gespei�

cherten Element empfangene Datenelement auf dem zweiten Ausgabekanal weiterge�
geben wird gefolgt von etwaigen Resultaten des rekursiven Aufrufs von STORE � bei
dem das bereits gespeicherte Element in der Speicherzelle verbleibt�

� ���X� bezeichnet dagegen den �
Kellerfall�� bei dem das gegenw�artig empfangene Da�

tenelement gegen das gespeicherte ausgetauscht wird� w�ahrend das gespeicherte nun
auf dem zweiten Ausgangsanal zur sp�ateren Behandlung der Ausgabe des rekursiven
Aufrufs von STORE vorangestellt wird�

�ii� W�ahrend die Relation STORE basierend auf gew�ohnliche Stromverarbeitungsbe�
reiche de�niert ist� wird CELL in �������ii� als ��adjungiert stromverarbeitende Relation
spezi�ziert� Dabei symbolisiert die relationenalgebraische Formulierung die Funktionsweise
von CELL wie folgt�

� CELL besitzt zwei Eingabe� und zwei Ausgabekan�ale� deren Aufgaben dieselben wie
die entsprechenden von STORE sind�

� ��T��T � ��T�L bedeutet� da
 CELL mit
�
Absturz� reagiert� wenn entweder keine

Auftr�age mehr auf dem Empfangskanal vorliegen oder eine Anfrage gesendet worden
ist� obwohl der Speicher leer ist�
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� Der Term mit �STORE bedeutet den Fall� da
 ein zu speicherndes Datenelement

empfangen worden ist� Dabei speichert CELL mit Hilfe des Agenten �STORE bzw�
STORE das empfangene Datenelement im dritten Eingang des Hilfsagenten�

� ��T� bezeichnet den ��strikten Fall �ahnlich zur Relation bQ aus ������� siehe dazu
Bemerkung ������� �

Nachdem die Formulierung des Speicherzellenagenten vorliegt� k�onnen wir gem�a
 dem
linken Teil der Abbildung ��	 das rekursiv de�nierte kommunizierende System selbst� das
zur nichtdeterministischen interaktiven Warteschlange geh�ort� in nachfolgender De�nition
angeben�

������ De�nition� In der Situation von ������ seien ���� 	�� ��� und ��
�
�� 	

�
�� �

�
�� zwei tern�are

direkte Produkte und ferner nehmen wir die Existenz gen�ugend vieler weiterer bin�arer und
tern�arer direkter Produkte an� um die nach dem linken Teil der Abbildung ��	 dargestellten
Kompositionen wie die parallele Komposition von CELL und X und die R�uckkopplung
von �CELLkX��SWAP mit SWAP wie nachstehend de�niert ausf�uhren zu k�onnen� Dann
de�nieren wir die Relationen SWAP � STR und NDQ durch�

SWAP � ����
T

� � ���	
T

� � 	 ���
T

�

STR � ��

NDQ � YM��X����CELLkX��SWAP ��STR� � �

Insgesamt beinhaltet die Aufschreibung von NDQ in der vorstehenden De�nition Kon�
zepte der Rekursion sogar auf drei Ebenen� Auf der obersten Ebene wird mit YM die rekur�
sive De�nition des kommunizierenden Systems NDQ gekennzeichnet� Die n�achste Ebene
ist die durch den Operator � eingeleitete R�uckkopplungskomposition� Im Speicherzellen�

agenten CELL be�ndet sich mit dem Aufruf der Hilfsrelation �STORE die unterste Ebene�
die die rekursive Aufschreibung von STORE gem�a
 der strukturellen Induktion �uber dem
Strombereich des Auftragskanals enth�alt�

Im nachfolgenden Satz wird schrittweise das Ergebnis des vorliegenden Beispiels nach�
gewiesen� da
 die in der vorstehenden De�nition eingef�uhrte Relation NDQ � die f�ur das
kommunzierende System der nichtdeterministischen interaktiven Warteschlange steht� im
f�ur die Semantik rekursiv de�nierter kommunizierender Systeme vorgeschlagenen Modell
R	

� liegt�

������ Satz� F�ur die in ������ und ������ de�nierten Relationen STORE � CELL und
NDQ gelten folgende Aussagen�

�i� STORE � R��

�ii� CELL � R	
� �

�iii� NDQ � R	
� �

Beweis� Ad �i� � Der Beweis erfolgt mit Berechnungsinduktion �uber dem Pr�adikat P �X� �
vXv � X� wobei das erste v im Sinne von �������i� zu verstehen ist�
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�� vLv � L ist trivial�

�� Angenommen� es gelte vXv � X� dann folgt der Reihe nach�

�a� Wir behandeln zuerst ���
TL � ��

v����
TL � ��v � ��v�

TL � v�v

� ���
TL � v�����

TL � ����
T

� � 	��
T

� ��
T � ����

T�v

� ���
TL � ���v��

TL � ����
T

� � 	�v�
T

� ��
T � ��v��

T�v

� ���
TL � �����

TL � ����
T

� � 	��
T

� �v�
T � ���v�

T�v

� ���
TL � �����

TL � ����
T

� � 	��
T

� ��
T � ����

T�vv

� ���
TL � � �

Dabei haben wir abgesehen von Lemma �����
 und �CCL� aus ����	 die Bezie�
hung X�T � Yv�T � �X�T � Y �T�v verwendet� die im Beweis zu �������iv�
f�ur einen die Allgemeinheit nicht beschr�ankenden Spezialfall bereits bewiesen
worden ist�

�b� F�ur ���X� ergibt sich mit Hilfe der Induktionsannahme�

v���X�v

� v�����
T��T�T � �����

T

� � 	�	
T

� � ���
T

� �X���
T � ��T�T��v

� ��v��
T��Tv�T � ���v��

T

� � 	�v	
T

� � ���
T

� �X��v�
T � ��Tv�T�

� ���
TL � �����

T��T�T � ����v�
T

� � 	�v	
T

� � ���
T

� �X��v�
T � �v�T�T��

� ���
TL � �����

T��T�T � �����
T

� � 	�	
T

� � ���
T

� �vXv���
T � ��T�T��v

� ���
TL � �����

T��T�T � �����
T

� � 	�	
T

� � ���
T

� �X���
T � ��T�T��v

� ���
TL � ���X� �

�c� Analog ergibt sich v���X�v � ���
TL � ���X�� weil ���X� dieselbe Gestalt wie

���X� besitzt�

�d� Insgesamt folgt v����
TL � � � ���X� � ���X��v � ���

TL � � � ���X� � ���X��

Ad �ii� � Nach �i� gilt STORE �R�� so da
 daraus zusammen mit ������ die Aussage
�STORE �R	

� folgt� Damit ergibt sich f�ur CELL folgendes�

�� CELL ist gepu�ert� Zun�achst gilt

v	�CELL�v	 � v	���
T��T���T�L����T��Tb�T� ���T��b�T� �	 b	T� �� �STORE ���T��v	 �

Wir behandeln die Vereinigungsglieder einzeln�

�a� Nach �����
�ii�� �iii� gilt�

v	��
T��T � ��T�Lv	 � �v	�

T��T � ��T�L � ��T��T � ��T�L
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�b� Weil �STORE bereits gepu�ert ist� erh�alt man�

v	���
T��Tb�T� � ��T��b�T� � 	 b	T� �� �STORE �v	

� ��v	�
T��Tb�T� � �v	�

T��b�T� � 	v	b	T� �� �STORE �v	

� ��T�TL � ���T��Tb�T� � ��T�v�b�T� � 	v	b	T� �� �STORE �v	

� ��T�TL � ���T��Tb�T� � ��T��v	b�T� � 	v	b	T� �� �STORE �v	

� ��T�TL � ���T��Tb�T� � ��T��b�T� � 	 b	T� �v	 � �STORE �v	

� ��T�TL � ���T��Tb�T� � ��T��b�T� � 	 b	T� �� �STORE �

�c� Weil �STORE total ist und daher L� � �STORE gilt� ergibt sich�

v	��
T�v	 � �v	�

T� � �L�

� ��T��T � ��T�L� � ��T��TL� � ��T�

� ��T��T � ��T�L� � ���T��Tb�T� � ��T��b�T� � 	 b	T� �L� � ��T�

� CELL �

�� CELL ist total� denn unter Ausnutzung der Totalit�at von �STORE ergibt sich�

CELL�L � ��T��T���T�L � ���T��Tb�T� � ��T��b�T� � 	 b	T� �� �STORE �L � ��T�L

� ��T�TL � ��T��TL � ��T��TL � ��TL

� ��T�TL � ��T�L � ��TL � ��TL � ��TL � �L � L �

Ad �iii� � Nach �ii� ist CELL in R	
� enthalten� Klarerweise sind die in ������ eingef�uhr�

ten Relationen SWAP und STR ebenfalls Konstanten aus R	
� � wir verzichten auf den

dazugeh�origen Beweis� Daher ist nach ����� und ������ das Paar

��X����CELLkX��SWAP ��STR�R	
� �

eine rekursive De�nition und es gilt� wie verlangt� die Aussage

NDQ � YM��X����CELLkX��SWAP ��STR� � R	
� � �

��� Ein Modell schw�achster Vorbedingungen f�ur kommunizie�

rende Systeme

Dieser Abschnitt verfolgt drei Ziele� F�ur den in den vorhergehenden Abschnitten entwickel�
ten denotationellen Ansatz der Semantik kommunizierender Systeme wird als erstes Ziel
der Zusammenhang mit axiomatischer Semantik untersucht� um den Nachweis zu ver�
vollst�andigen� da
 der vorgeschlagene Ansatz als komplement�are Semantikde�nition moti�
viert ist� F�ur die Herstellung der �Ubereinstimmung der denotationellen mit der axiomati�
schen Semantik wird ein Modell f�ur den nach Dijkstra so bezeichneten wp�Operator� der
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schw�achste Vorbedingungen berechnet� angegeben und dessen Plausibilit�at nachgepr�uft�
Das zweite Ziel des vorliegenden Abschnitts ist damit die auf der vorgeschlagenen Mo�
dellierung des wp�Operators basierende Erstellung eines wp�Kalk�ul f�ur kommunizierende
Systeme� Schlie
lich wird als drittes Ziel der Zusammenhang des vorgeschlagenen denota�
tionellen Modells mit �speci�cation statements� untersucht� die als Spezi�kationen in Form
von Paaren aus Vor� und Nachbedingung gebildet werden und dabei die schw�achste Rela�
tion mit der Eigenschaft� da
 die Ausgabe die Nachbedingung einh�alt� wenn die Eingabe
die Vorbedingung erf�ullt� bezeichnen�

Es ist wohlbekannt� wie d�amonischer Nichtdeterminismus und robuste Korrektheit in
Beziehung mit schw�achsten Vorbedingungen gesetzt werden k�onnen� Dijkstras wp�Kalk�ul
besch�aftigt sich mit der Theorie des Pr�adikatentransformators �engl� predicate transformer�
mit der Bezeichnung wp� um einen Kalk�ul f�ur die Veri�kation nach dem totalen Korrekt�
heitsbegri� zu erhalten� Der wp�Kalk�ul basiert auf der Sichtweise des Zustands�ubergangs�
wobei ein Zustands�ubergang in Form eines sogenannten Hoare�Tripels fPg R fQg der to�
talen Korrektheit gegeben ist� worin P�Q Pr�adikate �uber Zust�ande und R den Programm�
schritt in Form einer Relation darstellen� Die Bedeutung des Hoare�Tripels fPg R fQg der
totalen Korrektheit l�a
t sich wie folgt beschreiben� F�ur jeden Eingangszustand� der das
Pr�adikat P erf�ullt� mu
 jeder durch den �Ubergang verm�oge dem Programmschritt R er�
haltenen Folgezustand das Pr�adikat Q erf�ullen� wobei der �Ubergang verm�oge R erfolgreich
terminieren mu
� d�h� nicht zu einem unde�nierten Zustand f�uhren kann� In einem Hoare�
Triple fPg R fQg hei
t P daher Vorbedingung �engl� precondition�� w�ahrend Q Nachbe�
dingung �engl� postcondition� genannt wird� Mit wp�R�Q� wird nach Dijkstra schlie
lich
dasjenige Pr�adikat P bezeichnet� das die schw�achste Anforderung an Eingangszust�ande
stellt� um gerade noch den Zustands�ubergang fPg R fQg zu erm�oglichen� und hei
t da�
her schw�achste Vorbedingung �engl� weakest precondition� f�ur den Programmschritt R bei
Nachbedingung Q�

Um eine geeignete Modellierung f�ur den wp�Operator zu �nden� ist die Verallgemeine�
rung der Darstellung von wp f�ur �ache Bereiche auf nicht��ache Ordnungen zu leisten� In
der Literatur �ndet man die Darstellung von wp f�ur �ache Bereiche �mit � als Bezeichnung
f�ur das kleinste Element� in der durch

wp�R�Q� � fx jR�x� � Q 
 � �� R�x�g

gegebenen Form �vgl� etwa �Plotkin ��� Broy �	��� Die im vorliegenden Abschnitt verfolgte
Ansatz zur Verallgemeinerung auf nicht��ache Bereiche ist die Verwendung des Abschlusses
nach oben� indem bei der Veri�kationsaussage R�x� � Q die Relation Q durch upc�Q� er�
setzt und analog zu �Apt� Plotkin �
� anstelle der Terminierungsaussage � �� R�x� verlangt
wird� da
 Q das ��Element nicht enth�alt� Damit erh�alt die Modellierung des Zustands�uber�
gangs in unserem Modell die zum Ansatz von �Hoare� He �
� analoge Gestalt

fPg R fQg �
� P �R � upc�Q� 
� Q vM P �R �

Deshalb ist klar� da
 der wp�Operator eine Darstellung als Linksresiduum besitzt� �Ahnlich
wie f�ur die speziellen Funktionale der ordnungstheoretischer Begri�e wie mi� le� lub�min und
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anderer betrachten wir den wp�Operator in auf Zulassung beliebiger Relationen als Vor�
bzw� Nachbedingungen verallgemeinerter Form� so da
 wir f�ur den wp�Operator nachfol�
gend tats�achlich die De�nition von �weakest prespeci�cations� im Sinne von �Hoare� He �
�
erhalten� Die Verallgemeinerung erweist sich als vorteilhaft f�ur den komponentenfreien
Nachweis der �Ubereinstimmung der Verfeinerungsbegri�e f�ur denotationelle und axioma�
tische Semantik�

����� De�nition� Das zweistellige Funktional wp sei f�ur gegebene Relationen R�Q wie
folgt de�niert�

wp�R�Q� � upc�Q�CR � �

Obwohl beliebige Relationen als Pr�adikate zu gelassen werden� zeichnen wir gewisse
Relationen f�ur den Einsatz als Vor� bzw� Nachbedingungen aus� Weil die Terminierungs�
aussage dergestalt ber�ucksichtigt wird� da
 in eigentlichen Bedingungen das Enthaltensein
des ��Elements ausgeschlossen ist� kann L als Vor� bzw� Nachbedingung nicht mit dem
gew�ohnlich als true bezeichnet Element f�ur das universelle Pr�adikat gleichgesetzt werden�
Tats�achlich spielt in Stromverarbeitungsbereichen das leere Stromtupel � die Rolle des ��
Elements� denn einerseits ist es gerade das kleinste Element des Stromverarbeitungsbereichs
und andererseits setzen wir es intuitiv mit Verklemmung wegen der Fehlen jeglicher Ausga�
bebereitschaft gleich� Daher wird in der n�achsten De�nition die universelle Bedingung mit
L� gleichgesetzt� w�ahrend L die Rolle der

�
unde�nierten� Bedingung erh�alt� Damit ist der

Verband der als Vor� bzw� Nachbedingungen verwendeten Relationen ungew�ohnlicherweise
nicht mit der universellen Bedingung als gr�o
tes Element geordnet� Die Seltsamheit der
entstehenden Logik wird in der vorliegenden Arbeit in Kauf genommen und die Gr�unde
daf�ur werden in den anschlie
enden Untersuchungen des wp�Operators angegeben�

����� De�nition� Die drei Relationen F� T und U seien wie folgt de�niert�

F � O � T � L� � U � L � �

In der nachfolgenden Behauptung betrachten wir grundlegende Eigenschaften unseres
wp�Operators� Punkt �i� begr�undet die Zuweisung der Rolle der unde�nierten Bedingung
an die universelle Relation L� denn die traditionell angenommene Rolle als universell wahre
Bedingung w�urde zu dem ungew�unschten Schlu
 f�uhren� da
 jede Relation erfolgreich ter�
minieren w�urde und daher wp nicht imstande w�are� den d�amonischen Nichtdeterminismus
zu vermitteln� In Punkt �ii� wird eine der sogenannten �healthiness conditions� nachgewie�
sen� die positive Konjunktivit�at genannt wird und die �Ubertragung beliebiger nicht�leerer
Schnitte von Nachbedingungen auf die zugeh�origen schw�achsten Vorbedingungen beinhal�
tet �Dijkstra� Scholten ���� Der Punkt �iii� zeigt die Invarianz des wp�Operators gegen�uber
Abschl�usse seiner Parameter nach oben� Schlie
lich enth�alt �iv� den gew�unschten Zusam�
menhang zwischen schw�achster Vorbedingung und Zustands�ubergang� d�h� es wird formal
festgestellt� da
 wp�R�Q� tats�achlich die schw�achste Vorbedingung berechnet�

����� Behauptung� �i� wp�R�U� � U �
�
Striktheit���

�ii� wp�R�
T
i upc�Qi�� �

T
iwp�R�Qi� ��

Positive Konjunktivit�at���
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�iii� wp�upc�R�� Q� � wp�R�Q� � wp�R� upc�Q���

�iv� wp�R�Q� ist f�ur gegebene R�Q die schw�achste Relation P mit der Eigenschaft
Q vM P �R�

Beweis� Ad �i� � Es gilt wp�R� L� � LvRT � ORT � O � L�
Ad �ii� � Es gilt

wp�R�
T
i upc�Qi�� � �

T
i upc�Qi��vRT � �

S
iQiv�RT �

T
iQivRT �

T
i wp�R�Qi� �

Ad �iii� � Der zweite Teil wp�R�Q� � wp�R� upc�Q�� ist klar� w�ahrend sich der erste
Teil der Behauptung wie folgt ergibt�

wp�upc�R�� Q� � QvvTRT � QvRT � wp�R�Q� �

Ad �iv� � Die G�ultigkeit der behaupteten Aussage ist klar aufgrund der Darstellung von
wp�R�Q� als Linskresiduum� �

Um die Operation der nichtdeterministischen Auswahl den Netzkombinatoren hinzu�
zuf�ugen� wird im nachfolgenden Satz eine Versch�arfung des Resultats von ����� betrachtet�
das bisher besagt� da
 �R��vM� eine cpo mit kleinstem Element L ist� Tats�achlich ist
�R��vM� ein vollst�andiger Verband� dessen Operation zur Bildung der gr�o
ten unteren
Schranke die Rolle der d�amonischen nichtdeterministischen Auswahl erh�alt�

����� Satz� Die Struktur �R��vM� ist ein vollst�andiger Verband� in dem kleinste obe�
re Schranken durch relationale Schnitte und gr�o
te untere Schranken durch relationale
Vereinigungen f�ur beliebige Mengen von Relationen aus R� dargestellt werden�

Beweis� Weil vM mit der konversen Inklusion � zusammenf�allt� k�onnen kleinste obere
Schranken und gr�o
te untere Schranken lediglich auf die in der Behauptung genannten
Weise dargestellt werden�

Der Beweis zu ������iii� beh�alt seine Wirkung� wenn die Kette �Ri�i�� bez�uglich vM

durch eine beliebige Familie ersetzt wird� und der Fall des leeren Schnitts f�allt genau mit
der Betrachtung von L zusammen� Damit ist klar� da
 �R��vM� einen vollst�andigen oberen
Halbverband mit kleinstem Element L darstellt�

Es verbleibt zu zeigen� da
 f�ur jede Menge R � R� gepu�erter Relationen deren rela�
tionale Vereinigung supR wieder gepu�ert ist�

v supRv � v supfX jX � Rgv � supfvXv jX � Rg � supfX jX � Rg � supR �

Damit ist �R��vM � vollst�andiger unterer Halbverband mit gr�o
tem Element O und insge�
samt ein vollst�andiger Verband� wie behauptet� �

Wir haben die unbeschr�ankte nichtdeterministische Auswahl dem Modell kurzzeitig
hinzugef�ugt� um in anschlie
ender Behauptung nachzuweisen� da
 der vorgeschlagene wp�
Operator tats�achlich den d�amonischen Nichtdeterminismus vermittelt�

����� Behauptung� Sei �Ri�i�� eine Familie von Relationen�
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�i� wp�L� LQ� � F 
� LQv 	� U �
�
abort���

�ii� wp�
S
iRi� Q� �

T
iwp�Ri� Q� ��

nichtdeterministische Auswahl���

Beweis� Ad �i� � Wegen ������i� ist f�ur LQv � U nichts zu zeigen� so da
 im folgenden
ohne Einschr�ankung die G�ultigkeit von LQv 	� U angenommen wird� Es ergibt sich mit
Hilfe der Tarski�Regel� mit der aus der Annahme die Aussage LLQvL � L folgt�

wp�L� LQ� � LQvL � LLQvL � L � O � F �

Ad �ii� � Es gilt� wp�
S
iRi� Q� � Qv

S
iR

T
i �

S
iQvR

T
i �

T
iwp�Ri� Q�� �

Wann immer also L ein Element der Familie �Ri�i�� ist� ist F das kleinste Element
von �wp�Ri� LQ��i�� unter der Annahme LQv 	� U� so da
 alle Optionen der nichtdeter�
ministischen Auswahl au
er dem

�
Absturz� L ausgeschlagen werden� Deshalb stellt ����	

exakt das Verhalten des d�amonischen Nichtdeterminismus und dessen Vermittlung durch
den wp�Operator dar�

Neben der durch das in ����	�i� identi�zierte Verhalten als abort bezeichneten Relation
L betrachten wir in der nachfolgende Behauptungen weitere Konstanten� deren Verhalten
unter wp die angegebene De�nition des wp�Operators plausibel machen sollen� Dabei ergibt
sich nach Punkt �i� als Gegenpart zur

�
unde�nierten� Bedingung U � L die Relation O�

Die Relation O stellt zwar ein sogenanntes Wunder �engl� miracle� dar� d�h� eine Relation
R mit wp�R� F� 	� F� aber nicht die aus der Literatur bekannte Konstante miracle� d�h�
diejenige Relation R� f�ur die die Aussage wp�R� F� � T g�ultig ist� Man erh�alt anstelle der
Relation O� die wir informell wegen der engen Beziehung zur unde�nierten Bedingung U
mit nil bezeichnen� in Punkt �ii� den ��strikten Ausdruck �TL als Darstellung vonmiracle�
In Punkt �iii� zeigen wir� welche Relation der Operation� die havoc genannt wird und die
jedem de�nierten Argument jedes de�nierte Resultat� d�h� jedes Stromtupel au
er �� liefert
und deren schw�achste Vorbedingung genau dann einen de�nierten Wert liefert� d�h� das
Stromtupel � nicht enth�alt� wenn die gegebene Nachbedingung de�niert ist� Obwohl wir al�
so ein Modell im Stil der Chaos�Semantik von Hoare aufgestellt haben� werden in unserem
Modell abort und havoc von zwei verschiedenen Relationen dargestellt� Im sogenannten
Hoare�Hehner�Modell �vgl� �Nelson ��� zu diesem Begri� und �Hoare �	� Hehner ��a� zu
dessen Inhalt� wird

�
Chaos�� das f�ur die Absturzsituation steht� als diejenige Resultat�

menge konzipiert� die jedes Resultat beinhaltet� wobei kein ��Element und auch keine
entsprechende ��ache� Ordnung zur Verf�ugung steht� Diese Konzeption funktioniert o�en�
bar� wenn die Auswahloperation auf beschr�ankten Nichtdeterminismus eingeschr�ankt ist
und die gesamte Resultatmenge unendlich ist� In der vorliegenden Arbeit wird im Gegen�
satz zum Hoare�Hehner�Modell auf ein Modell abgezielt� das auch die Einbeziehung von
unbeschr�anktem Nichtdeterminismus erm�oglicht� Schlie
lich behandeln wir in Punkt �iv�
das Verhalten der Identit�atsrelation� die f�ur die Operation skip steht� Deren schw�achste
Vorbedingung ist der Abschlu
 der gegebenen Nachbedingung nach oben�

����
 Behauptung� �i� wp�O� Q� � U �
�
nil���

�ii� wp��TL� LQ� � T 
� LQv 	� U� insbesondere wp��TL� F� � T �
�
miracle���
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�iii� wp��TL � L�� LQ� � �Q� �
�
havoc��� wobei �Q� wie folgt de�niert ist�

�Q� �

�
F� falls LQv 	� T 
 LQv 	� U

LQv� falls LQv � T � LQv � U �

�iv� wp�I� Q� � upc�Q� �
�
skip���

Beweis� Ad �i� � Es gilt wp�O� Q� � QvO � L � U�
Ad �ii� � Wegen ������i� kann im folgenden ohne Einschr�ankung die G�ultigkeit von

LQv 	� U angenommen werden� Es ergibt sich mit Hilfe der Tarski�Regel� mit der aus der
Annahme die Aussage LLQvL � L folgt�

wp��TL� LQ� � LQvL� � LLQvL� � L� � T �

Ad �iii� � Zun�achst gilt�

wp��TL � L�� LQ� � LQvL� � LQv � �TL

F�ur Q mit LQv 	� T 
 LQv 	� U ergibt sich daraus

wp��TL � L�� LQ� � L� � L � O � F �

denn LQv � �TL � L folgt mit folgender �Aquivalenzkette�

LQv 	� L� 
 LQv 	� L 
� LQv 	� L� 
� LQv � L� 	� O


� LQv � �TL 	� O 
� LQv � �TL � L �

F�ur LQv � T gilt LQv � �TL � L� � �TL � O und damit folgt

wp��TL � L�� LQ� � L� � O � T

F�ur LQv � U ist LQv � O und damit ergibt sich sofort wp��TL � L�� LQ� � O � U�

Ad �iv� � Es gilt wp�I� Q� � Qv � I � upc�Q�� �

Das n�achste behandelte Resultat nennen wir wp�Extensionalit�at� das den Zusammen�
hang zwischen wp�Kalk�ul und robuster Korrektheit herstellt� Die wp�Extensionalit�at zeigt
das angestrebte Resultat der �Ubereinstimmung von axiomatischer mit denotationeller Se�
mantik� wobei die zugeh�origen Verfeinerungsrelationen in �Aquivalenzbeziehung zueinander
gesetzt werden� Die Verfeinerungsrelation f�ur das denotationelle Modelle ist vM � w�ahrend
diejenige� die auf dem wp�Operator basiert� nach �Back ��� Back ��� konzipiert ist�

S verfeinert R 
� �Q� wp�R�Q� � wp�S�Q� �

Dabei zeigt sich� da
 die allgemeinere De�nition des wp�Operators als Operator f�ur
�
wea�

kest prespeci�cations� nicht nur keine Beeintr�achtigung der Nachweisbarkeit des angestreb�
ten Resultats darstellt� sondern sogar einen kurzen� vollst�andig komponentenfreien Beweis
erm�oglicht�
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����	 Hauptsatz� Seien R� S zwei stromverarbeitende Relationen� dann gilt�

R vM S 
� �Q� wp�R�Q� � wp�S�Q� �

Beweis�
�
��� Aus R vM S folgt mit der �Aquivalenz R vM S 
� S � upc�R� f�ur

beliebige Relationen Q�

wp�R�Q� � wp�upc�R�� Q� � upc�Q�Cupc�R� � upc�Q�CS � wp�S�Q� �

�

�� Wegen ������iv� gilt I � wp�R�R�� Ist f�ur alle Q die Aussage wp�R�Q� � wp�S�Q�

g�ultig� dann ergibt sich somit�

S � wp�R�R�S � wp�S�R�S � upc�R� � �

Das nachfolgende Resultat betrachtet die festzustellende Antisymmetrie der Behand�
lung von Vorbedingungen gegen�uber Nachbedingungen in der De�nition des wp�Operators�
Auf die gegebene Nachbedingung wird zur Berechnung der schw�achsten Vorbedingung der
Abschlu
 nach oben angewendet� w�ahrend nicht klar ist� ob der Ausdruck wp�R�Q� selbst
eine nach oben abgeschlossene Relation bezeichnet� Deshalb wird im nachfolgenden Satz
diejenige Beziehung zwischen d�amonischer Monotonie und Abgeschlossenheit nach oben
hergestellt� in der die Forderung der Abgeschlossenheit von schw�achsten Vorbedingungen
wp�R�Q� nach oben f�ur jede gegebene Nachbedingung Q mit der Forderung der d�amoni�
schen Monotonie an die gegebene Relation R zusammenf�allt�

����� Satz� Sei R eine stromverarbeitende Relation� dann gilt�

R d�amonisch monoton 
� �Q� wp�R�Q� nach oben abgeschlossen �

Beweis�
�
��� Sei die Relation Q gegeben� dann gilt�

wp�R�Q�v � �upc�Q�CRv�v

� �upc�Q�CvR�v � QvRTvTv � upc�Q�CR � wp�R�Q� �

�

�� Falls f�ur alle Q die Aussage wp�R�Q�v � wp�R�Q� erf�ullt ist� dann folgt f�ur alle

Q die Beziehung
wp�R�Q�vR � wp�R�Q�R � Qv �

Somit ist nach ������iv� die Beziehung wp�R�Q� � wp�vR�Q� f�ur jedes Q g�ultig� Mit
wp�Extensionalit�at ����� ergibt sich daraus gerade R vM vR bzw� vR � Rv� d�h� R ist
d�amonisch monoton� �

Ebenso wie im vorstehenden Resultat l�a
t sich im nachfolgenden Satz eine weitere� mit
dem wp�Kalk�ul eng verkn�upfte �Aquivalenzbeziehung f�ur die d�amonische Monotonie her�
stellen� Es wird ein Zusammenhang zwischen d�amonischer Monotonie und der wp�Regel f�ur
sequentielle Komposition in der zu erwartenden Gestalt festgestellt� in der die Anforderung
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der d�amonischen Monotonie �ahnlich zur Regel ������ der modularen Verfeinerung sequen�
tieller Kompositionen nur an den zweiten Faktor gestellt wird� Der nachfolgende Satz� der
die wp�Regel f�ur sequentielle Komposition behandelt� leitet damit die Gruppe von Resul�
taten ein� die zur Erstellung des wp�Kalk�uls f�ur kommunizierende Systeme geh�oren und
der Reihe nach wp�Regeln f�ur die eingesetzten Netzkombinatoren �� k�� ermitteln�

����� Satz �Regel f�ur sequentielle Komposition�� Seien R� S zwei stromverarbeitende
Relationen� dann gilt�

S d�amonisch monoton 
� �Q� wp�R�S�Q� � wp�R�wp�S�Q�� �

Beweis�
�
��� Nach ����� folgt aus der d�amonischen Monotonie von S die Beziehung

wp�S�Q� � wp�S�Q�v� Damit jedoch ergibt sich�

wp�R�S�Q� � QvSTRT � wp�S�Q�RT � wp�R�wp�S�Q�� �

�

�� Falls R � I gesetzt wird� dann ergibt sich sofort aus ����
�iv� und ����� die

Behauptung� �

W�ahrend die sequentielle Komposition� die bereits eine zu erwartende Gestalt der wp�
Regel als Vorbild besitzt� weil sie traditionell zu jeder mit einem zugeh�origen wp�Kalk�ul
ausgestatteten Programmiersprache geh�ort� gilt f�ur die parallele Komposition ein anderes�
im folgenden Satz dargestelltes Ergebnis� Zun�achst sind die Nachbedingungen auf soge�
nannte beobachtbare Relationen einzuschr�anken� d�h� jede gegebene Nachbedingung hat
die zur parallelen Komposition der Programmschrittrelationen passende Gestalt Q�kQ��
die der logischen Konjunktion der f�ur die parallelen Komponenten gegebenen Nachbedin�
gungen Q�� Q� entspricht und deren Form von der Zulassung beliebiger Relationen als
Nachbedingungen beein�u
t ist�

In Punkt �i� des nachfolgenden Satzes stellen wir fest� da
 unser Konzept des wp�
Operators die parallele Komposition mit totaler Auswertung koppelt� denn es gilt� wie
in Punkt �iii� festgestellt� da
 die schw�achste Vorbedingung einer parallelen Kompositi�
on nur dann eine parallele Komposition bzw� eine logische Konjunktion von schw�achsten
Vorbedingungen der Komponenten ist� wenn beide Programmschrittrelationen� aus denen
die parallele Komposition gebildet wird� total sind� Die Ursache der in Punkt �i� erziel�
ten Einschr�ankung des erwarteten Resultats liegt an der strikten Au�assung der direkten
Produkte� Nur wenn alle Komponenten vorliegen� kann das entsprechende Ergebnistupel
gebildet werden� wie an der Beziehung

�R�T � S�T�� � R � SL

ablesbar ist� Allerdings wird in der strengen Sichtweise durch den Bezug auf den d�amo�
nischen Nichtdeterminismus gerade die totale Auswertung gefordert� so da
 die in Punkt
�i� beschriebene wp�Regel nicht g�anzlich unpassend erscheint� Der beschriebene E�ekt des
Zwangs zur totalen Auswertung zeigt jedoch keine Beeintr�achtigung auf einen auf wp ba�
sierten Verfeinerungskalk�ul� wie wir in Punkt �ii� zeigen� denn Punkt �ii� entspricht der
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Regel ������ der modularen Verfeinerung paralleler Kompositionen� Schlie
lich behandeln
wir in Punkt �iv� die N�utzlichkeit des im vorhergehenden Abschnitt im Zusammenhang mit
der denotationellen Semantik rekursive de�nierter kommunizierender Systeme eingef�uhrten
��Modells� Wir vereinbaren� den wp�Operator durch wp	 zu notieren� sofern der Bezug
auf Ordnungen v	 von ��adjungierten Stromverarbeitungsbereichen vorliegt� wobei die
De�nition von wp	 analog zu ����� gefa
t sei� Es zeigt sich nun� da
 unter Verwendung
des Modells R	

� die entstehende wp	�Regel f�ur parallele Komposition die beiden Konzep�
te des d�amonischen Nichtdeterminismus und der partiellen Auswertung als nebeneinander
verwendbar kennzeichnet� Intuitiv ist klar� da
 bei Vorliegen keines greifbaren Ergebnis�
ses f�ur eine der Komponenten mindestens das ��Element ausgeliefert wird und damit die
Ergebnisse� die von den anderen Komponenten berechnet werden� in einem Tupel eines
��adjungierten Stromverarbeitungsbereichs zusammengefa
t erhalten bleiben�

������ Satz �Regel f�ur parallele Komposition�� Seien gew�ohnliche stromverarbeitende
Relationen R� S gegeben� Ferner seinen zwei beliebige Relationen Q�� Q� gegeben� f�ur die
die Kompositionen Q�R

T und Q�S
T existieren m�ogen� Schlie
lich nehmen wir die Existenz

hinreichend vieler bin�arer direkter Produkte an� die die parallelen Kompositionen RkS und
Q�kQ� erm�oglichen�

�i� Dann gilt�

wp�RkS�Q�kQ�� � �wp�R�Q��kwp�S�Q��� � LRTkLST �

�ii� Immerhin gilt ohne weitere Zusatzforderungen� wobei P�� P�� Q weitere� als geeignet
verkn�upfbar angenommene Relationen darstellen�

P� � wp�R�Q�� 
 P� � wp�S�Q�� 
 Q�kQ� � Q �� P�kP� � wp�RkS�Q� �

�iii� Ferner gilt�

R� S total �� wp�RkS�Q�kQ�� � wp�R�Q��kwp�S�Q�� �

�iv� Sei zus�atzlich angenommen� da
 R und S ��adjungiert stromverarbeitende Rela�
tionen sind und die Relationen Q�� Q� entsprechend den obigen Forderungen gegeben sind�
Dann gilt�

R� S � R	
� �� wp	�RkS�Q�kQ�� � wp	�R�Q��kwp	�S�Q�� �

Beweis� Weil �iii� und �iv� unmittelbare Folgerungen aus �i� sind� werden nur �i� und
�ii� nachgewiesen� Dabei ergibt sich �iv� analog zu �iii�� denn die Totalit�at von R� S wird
in �iv� durch die Bedingung R� S � R	

� impliziert�
Ad �i� � Es ergibt sich �unter anderem mit Hilfe von �CCL� aus ����	��

wp�RkS�Q�kQ�� � ���Q��T� � ��Q��T� �v���R
T�T� � ��ST�T� �

� ���Q�v�T� � ��Q�v�T� ����R
T�T� � ��ST�T� �
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� ��Q�v�RT�T� � LST�T� � � ��Q�v�LRT�T� � ST�T� �

� ���Q�vRT�T� � ��Q�vST�T� � � �LR
T�T� � LST�T� �

� ���Q�vRT�T� � ��Q�vST�
T

� � � LRTkLST

� �wp�R�Q��kwp�S�Q��� � LRTkLST �

Es ist klar� da
 das zweite Vereinigungsglied verschwindet� wenn R und S beide als total
vorausgesetzt werden� wie in �iii� und �iv� verlangt�

Ad �ii� � Seien P�� P�� Q mit den simultan erf�ullten Eigenschaften P� � wp�R�Q���
P� � wp�S�Q�� und Q�kQ� � Q gegeben� Es folgt unter Verwendung der Eigenschaften
und des in �i� erzielten Resultats�

P�kP� � wp�R�Q��kwp�S�Q�� � wp�RkS�Q�kQ�� � wp�RkS�Q� �

Die erste Inklusion folgt aus der Inklusionsmonotonie von k� die zweite ergibt sich nach �i�
und schlie
lich ist die dritte eine Folge der Monotonie von wp im zweiten Argument� �

Die wp�Regel f�ur die R�uckkopplung steht im Zentrum des nachfolgenden Satzes� Bereits
f�ur die Motivation des Faktums ����	 haben wir f�ur jede d�amonisch monotone Relation R
folgende� komponentenweise betrachtete Tatsache festgestellt� Hat R schematisch einen
Quellbereich A�C und einen Zielbereich B�C� und �ndet man zu �x� z��A�C ein Paar
�y�� z���B�C� so da


R��x� z�� �y�� z��� 
 z� v z �

dann kann man induktiv eine Folge �yi� zi�i�� von Paaren aus B�C konstruieren� so da


R��x� zi�� �yi	�� zi	��� 
 �yi	�� zi	�� v �yi� zi� �

gilt� Weil x � wp��R�Q� sich auf alle �y� z� mit ��upc�R���x� �y� z�� bezieht� wie gerade das
Faktum ����	 und der Satz ����
 zeigen� mu
 f�ur alle i � � die Aussage �yi� zi� � upc�Q�
f�ur die nach obigem Verfahren zu x gefundenen Paare gelten� Mit Hilfe der Relation � mit
���x� z�� �x� z���� so da
 z� v z gilt� die relationenalgebraisch durch

� � ���
T

� � ��v
T�T�

charakterisiert wird� dann wird durch den Ausdruck ���TR� � �T� ��
TR � ���

T

� � die Si�
tuation f�ur jede Aussage R��x� zi�� �yi	�� zi	��� charakterisiert� denn in komponentenweiser
Betrachtung tritt zwischen �T und R das Paar �x� zi� auf� w�ahrend zwischen �T� und dem
zweiten Faktor des Ausdrucks ���TR� das Paar �yi	�� zi	�� berechnet wird� wobei sich
die f�ur die R�uckkopplung relevante Beziehung zi	� v zi durch die geschickte Verwendung
der Ausdr�ucke �T und ���

T

� in ���
TR� ergibt� Mit der nachfolgend dargestellten wp�Regel

f�ur die R�uckkopplungskomposition wird damit die Situation der Fixpunktsuche bez�uglich
d�amonischer Relationen modelliert�

������ Satz �Regel f�ur R�uckkopplungskomposition�� Sei R eine stromverarbeitende
Relation� Ferner sei die Relation �� de�niert durch � � ���

T

� ���v
T�T� � und das Funktional

�� de�niert durch ��X� � ���
T

� �X � ���
T

� �� gegeben� Dann gilt�

�Q� wp��R�Q� � wp����TR�� Q��� �
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Beweis� Zun�achst gelten die Beziehungen

�TR � ���
T

� � ��R�v � I � ���
T

� � ���
T

� � ���
T

� � ��v�
T

� � �T �

wobei die erstgenannte gerade das unter den eingef�uhrten Bezeichnungen umgeschriebene
Faktum ����	 ist�

Wir zeigen� da
 die �Aquivalenz �R �M ���TR� gilt�

upc����TR�� � �T� ��
TR � ���

T

� �v

� �T� ��R�v

� upc��R�

� �T� �R � ���
T

� �v

� �T� ��
TR � ���

T

� �v � upc����TR�� �

Daraus ergibt sich sofort

wp��R�Q� � wp����TR�� Q�

� Qv��TR � �����T���T���

� Qv���TR�T�� � wp����TR�� Q��� �

wenn man beachtet� da
 aus der Surjektivit�at und der Eindeutigkeit von �� die Beziehung
X�T� �� � X f�ur jede beliebige Relation X folgt� �

In der vorstehenden wp�Regel ist zumindestens das Ziel erreicht worden� die zur Relati�
on �R geh�orende schw�achste Vorbedingung auf diejenige der Relation ���TR� zu reduzieren�
die mit R sowohl denselben Quell�� als auch denselben Zielbereich hat� In wp�Regeln wird
ganz allgemein m�oglichst darauf geachtet� die Reduktion eines kombinierten Spezi�kati�
onsausdrucks co�R� S� m�oglichst auf Relationen� die dieselbe Komplexit�at wie die Kompo�
nenten R und S besitzen� bez�uglich des ersten Arguments des wp�Operators zu bewirken�
W�ahrend dies bei sequentieller Komposition sehr gut und bei der parallelen Komposition
angemessen gelingt� ist als Komplexit�atskriterium bei der R�uckkopplungskomposition gera�
de die Schnittstelle der Komponente� d�h� Anzahl und Sorte sowohl der Eingangs�� als auch
der Ausgangskan�ale� verblieben� Wie in �Schole�eld� Zedan ��� zugegeben� ist die Form der
Regeln des wp�Kalk�uls zu einer gegebenen Programmiersprache� die oft recht kompliziert
geraten� wenn man etwa Kommunikation einbezieht� weniger entscheidend als die kon�
zeptuelle Begr�undung eines auf dem wp�Kalk�ul basierten Verfeinerungskalk�ul� Durch die
�Ubereinstimmung der Verfeinerungsbegri�e des denotationellen Modells und des im vorlie�
genden Abschnitt dargestellten wp�Kalk�uls ist daher die auf die denotationelle Semantik
sehr stark ausgerichtete Darstellung des vorliegenden Kapitels gerechtfertigt�

Der folgende Satz leitet die Diskussion der verbleibenden Herstellung der �Uberein�
stimmung von denotationeller und axiomatischer Semantik hinsichtlich rekursiv de�nierter
kommunizierender Systeme ein� Es wird das Lemma � von �Nelson ��� bewiesen� das wir als
Monotonielemma bezeichnen und das rekursive De�nitionen relationaler Spezi�kationen in
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Beziehung setzt zu rekursiven De�nitionen von Pr�adikatentransformatoren� wie in der dem
Satz folgenden Bemerkung verdeutlicht wird� �Ahnlich zur wp�Extensionalit�at ����� f�ur die
Verfeinerungsordnungen wird festgestellt� da
 die Fixpunktordnung vM der Inklusionsord�
nung auf der Seite der Vorbedingungen entspricht�

������ Satz �Monotonielemma�� Sei 	 ein Funktional� das nur auf d�amonisch mono�
tonen Relationen de�niert sei� Ferner sei � ein Funktional� das nur auf nach oben abge�
schlossene Relationen berechnenden Pr�adikatentransformatoren de�niert sei� Wenn f�ur alle
d�amonisch monotone R und beliebige Q die Aussage

wp�	�R�� Q� � ��wp�R�Q��

gilt� dann sind sowohl �� als auch 	 monoton auf ihrem Quellbereich� wobei � bez�uglich
der gew�ohnlichen Inklusion� w�ahrend 	 bez�uglich vM monoton ist�

Beweis� Seien 	 und � mit den verlangten Eigenschaften gegeben� Zun�achst folgt die
Inklusionsmonotonie von � aus

��upc�Q�� � ��wp�I� Q�� f ����
�iv� g

� wp�	�I�� Q� fwp�	�R�� Q� � ��wp�R�Q�� g

und aus der Inklusionsmonotonie von wp im zweiten Argument� Damit folgt die Monotonie
von 	 bzgl� der Pr�aordnung vM aus folgender Beziehungskette� wenn R� S zwei d�amonisch
monotone Relationen sind�

R vM S 
� �Q� wp�R�Q� � wp�S�Q� fwp�Extensionalit�at ����� g

�� �Q� ��wp�R�Q�� � ��wp�S�Q�� f ����� und Monotonie von � g

�� �Q� wp�	�R�� Q� � wp�	�S�� Q� fwp�	�R�� Q� � ��wp�R�Q�� g


� 	�R� vM 	�S� � fwp�Extensionalit�at ����� g �

Mit dem Monotonielemma l�a
t sich zun�achst die Monotonie von �S�R�S bez�uglich
der auf wp basierten Ordnung ohne tiefe Betrachtung des denotationellen Modells be�
weisen �Nelson ���� Die Anwendung geht jedoch dar�uberhinaus auf die �Ubereinstimmung
der denotationellen Semantik rekursiver De�nitionen mit der zugeh�origen axiomatischen
Semantik� die wir in nachfolgender Bemerkung diskutieren�

������ Bemerkung� Wir nehmen an� es seien 	 und � genau in der Situation von ������
gegeben� dann de�nieren wir zu � das h�ohere Funktional e� durch

e�����Q� � ����Q�� �

Damit gilt zun�achst

��R��Q�wp�R�Q�� � 	 � e� � ��R��Q�wp�R�Q�� �
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wenn � ausnahmsweise die in funktionaler Reihenfolge geschriebene Komposition von Funk�
tionalen bezeichnet� Weil das Funktional �R��Q�wp�R�Q� strikt und monoton in R ist�
folgt die G�ultigkeit der Aussage

��� �e��Q� � wp��� � Q�

aus dem zum Lemma von Levy �vgl� etwa �Zierer ��� S� ���� f�ur die Rechtfertigung des
Begri�s� analogen Resultat

��� 	� �� �� 	 beide monoton 
 � � 	 � � � � 
 � strikt und monoton �� �� v ���� � �

wobei v die Ordnung des gemeinsamen Zielbereichs der Funktionale � und � bezeichne� Es
gilt in ��� nur die Inklusion anstelle der Gleichheit� weil das Funktional �R��Q�wp�R�Q�
haupts�achlich wegen der ��Subdistributivit�at gegen�uber der relationalen Komposition
nicht als stetig in R nachgewiesen werden kann� wie etwa in �Apt� Plotkin �
� behaup�
tet� so da
 das Lemma von Levy in seiner urspr�unglichen Form �d�h� es wird zus�atzlich
die Stetigkeit von � verlangt� um damit die Gleichheit �� � ���� � zu erzielen� nicht zur
Anwendung kommen kann�

Die angestrebte �Ubereinstimmung der denotationellen mit der axiomatischen Semantik
f�ur Rekursion l�a
t sich also nicht vollst�andig herstellen� Zum einen sind die oben angegeben
wp�Regeln weit davon entfernt geeignete Funktionale � ermitteln zu lassen� denn schon bei
der parallelen Komposition wird die Nachbedingung in ihre parallele Komponenten zerlegt�
obwohl zumindestens die Programmschrittrelationen erhalten bleiben� w�ahrend es bei der
angegebenen wp�Regel f�ur die R�uckkopplungskomposition umgekehrt ist� denn die Nach�
bedingung bleibt im Gegensatz zur Programmschrittrelation unver�andert� Zum anderen
fehlt die Gleichheit in der Inklusionsaussage ���� Immerhin l�a
t sich aus ��� die folgende
f�ur Verfeinerung zu rekursiven De�nitionen n�utzliche Aussage folgern�

���� P � �e��Q� �� P � wp��� � Q� �

Wenn man in ���� die Beziehung �e��Q� � wp�R�Q� f�ur ein gewisses R unterstellt� dann
folgt n�amlich aus ���� unmittelbar die Verfeinerungsaussage R vM �� � �

Auf dieselbe Weise� wie f�ur einen Zustands�ubergang fPg R fQg die schw�achste Vor�
bedingung P durch wp�R�Q� ermittelt wird� l�a
t sich die Frage nach der schw�achsten Re�
lation R stellen� die als Programmschritt den Zustands�ubergang gerade noch erm�oglicht�
Damit werden Relationen durch Paare aus Vor� und Nachbedingung spezi�ziert� die in
der Literatur unter dem Namen speci�cation statements bekannt sind �Morgan ��� �sie�
he auch �Morris ��� f�ur die Einf�uhrung und Untersuchung desselben Konzepts�� Wir
f�uhren eine kurze Untersuchung des Zusammenhangs unseres denotationellen Modells
mit

�
speci�cation statements� durch� Die genannte Untersuchung dient zur Vervollst�andi�

gung der Plausibilit�atsbetrachtung der vorgestellten relationenalgebraischen Modellierung
des Zustands�ubergangs fPg R fQg� die urs�achlich mit der vorgeschlagenen De�nition
des wp�Operators verbunden ist� Wegen der Formalisierung des Zustands�ubergangs als
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P �R � upc�Q� ergibt sich die relationenalgebraische Darstellung eines �speci�cation state�
ments� erwartungsgem�a
 als Rechtsresiduum� In der nachfolgenden De�nition und im fol�
genden verwenden wir statt dem englischen Begri� �speci�cation statement� den gleich�
wertigen deutschen Ausdruck Spezi�kationspaar�

������ De�nition� Seien P�Q Relationen� f�ur die es jeweils eine Ordnung v eines Strom�
verarbeitungsbereichs gibt� so da
 die Kompositionen vPT und Qv de�niert sind� Dann
de�nieren wir das Spezi�kationspaar aus P und Q� notiert als �P�Q�� durch�

�P�Q� � PBupc�Q� �

Die folgende Behauptung enth�alt im ersten Teil grundlegende Eigenschaften von Spe�
zi�kationspaaren� �i� stellt fest� da
 sich der Abschlu
 der Nachbedingung nach oben auf
das gesamte Spezi�kationspaar auswirkt� Wegen Punkt �ii�� der den Zusammenhang zur
relationenalgebraischen Charakterisierung des Zustands�ubergangs fPg R fQg herstellt� ist
die Aussage von �i� recht einsichtig� denn sonst bekommt man mit �P�Q�v eine schw�achere
Relation R mit der Eigenschaft P �R � Qv als �P�Q�� Punkt �iii� f�a
t noch einmal die
drei formalen Darstellungen des Zustands�ubergangs fPg R fQg zusammen� die sich alle
als miteinander �aquivalent erweisen� Schlie
lich werden in Punkt �iv� der nachstehenden
Behauptung gewisse spezielle Spezi�kationspaare betrachtet� die die zuvor in ����	�i� und
����
�i�&�iii� behandelten

�
extremalen� Spezi�kationen beschreiben� Die erste Gleichung

von �iv� zeigt die N�ahe von abort zur Konstante havoc� die sich in der vierten Gleichung
als das schw�achste Programm erweist� das vom schw�achsten de�nierten Zustand wieder
zum schw�achsten de�nierten Zustand f�uhrt� Die dritte Gleichung von �iv� identi�ziert mi�
racle als Wunder und bringt miracle in die N�ahe von nil� wenn man die Gleichung f�ur
miracle mit der f�unften Gleichung �iv� vergleicht�

������ Behauptung� �i� �P�Q� ist f�ur alle P�Q nach oben abgeschlossen�
�ii� �P�Q� ist f�ur gegebene P� Q die schw�achste Relation R mit der Eigenschaft

Q vM P �R �
�iii� Es gilt die sogenannte Hoare�Tripel�Korrektheit�

P � wp�R�Q� 
� Q vM P �R 
� �P�Q� vM R �

�iv� Es gelten f�ur beliebige P�Q die folgenden Beziehungen�

�P�U� � L � �F� Q� � L �
�
abort���

�T� F � � �TL �
�
miracle���

�T�T� � �TL � L� �
�
havoc���

�U� F � � O �
�
nil���

Beweis� Ad �i� � Es gilt �P�Q�v � PTQvv � PTQvvTv � PTQvvT � PTQv� denn
v ist Ordnung�
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Ad �ii� � Die Behauptung ist klar wegen der Darstellung von �P�Q� als Rechtsresiduum�
Ad �iii� � Die Behauptung folgt unmittelbar aus �ii� �zweite �Aquivalenz� und ������iv�

�erste �Aquivalenz� und der entsprechenden Anwendung der Schr�oder�aquivalenzen�
Ad �iv� � F�ur beliebige P�Q gelten�

�P�U� � PBupc�L� � PTL � L � �F� Q� � OBupc�Q� � OQv � L �

�T� F � � L�Bupc�O� � �TL � O � �TL �

�T�T� � L�Bupc�L�� � �TLL� � �TL � L� � �TL � L� �

�U� F � � LBupc�O� � LO � O � �

Der nachfolgende Satz enth�alt Aussagen� die das Konzept der Spezi�kationspaare in
enge Verbindung zu unserem denotationellen Modell und dem zugeh�origen Verfeinerungs�
kalk�ul bringt� In Punkt �i� wird festgestellt� da
 der Abschlu
 der Vorbedingung P nach
oben zum Enthaltensein des Spezi�kationspaares �P�Q� in unserem Grundmodell R� f�uhrt�
F�ur die Komposition von Spezi�kationspaaren lassen sich die in Punkt �ii� �sequentielle
Komposition� und Punkt �iii� �parallele Komposition� dargestellten Verfeinerungsaussa�
gen zeigen� die zu den Modularit�atsregeln ������ bzw� ������ analog sind� Wir verzich�
ten auf eine Darstellung einer Aussage bez�uglich der R�uckkopplungskompositionen aus
Spezi�kationspaaren� weil wir die absichtlich knapp gehaltene Analyse des Konzepts der
Spezi�kationspaare auf leicht �uberschaubare Aussagen beschr�anken wollen�

�����
 Satz� �i� Ist P nach oben abgeschlossen� dann ist �P�Q� gepu�ert�
�ii� F�ur alle Relationen P�Q�R gilt�

Q nach oben abgeschlossen �� �P�R� vM �P�Q���Q�R� �

�iii� F�ur alle Relationen P�� P�� Q�� Q� gilt� wobei wir die Existenz gen�ugend vieler
direkter Produkte annehmen� um die parallelen Kompositionen P�kP� und Q�kQ� bilden
zu k�onnen�

�P�kP�� Q�kQ�� vM �P�� Q��k�P�� Q�� �

Beweis� Ad �i� � Es gilt v�P�Q�v � v�P�Q� � vvTPTQv � vTPTQv � �P�Q�� da
�P�Q� bereits nach oben abgeschlossen ist�

Ad �ii� � Es gilt

�P�Q���Q�R� � �PBupc�Q���QBupc�R��

� �PBupc�Q���upc�Q�Bupc�R�� � �PBupc�R�� � �P�R� �

Wegen �i� entspricht die Forderung der Abgeschlossenheit von Q nach oben genau der in
������ erhobenen Forderung der d�amonischen Monotonie des zweiten Faktors �Q�R��

Ad �iii� � Mit einem zu dem von ������ v�ollig analogen Beweis kann folgende Aussage
gezeigt werden�

�P�kP�� Q�kQ�� � �P�� Q��k�P�� Q�� � PT
� LkP

T
� L �
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Daraus ergibt sich ohne weitere Zusatzforderungen unmittelbar die Behauptung� �

Die vorgeschlagene Form der Spezi�kationspaare folgt dem in vielen Spezi�kati�
onsformalismen f�ur kommunizierende Systeme verwendeten Schema des Annahme�Ver�
p�ichtungsstils �engl� assumption�commitment style� �Pandy�a ��� Lamport� Abadi ���
St�len et al� ��� Broy ���� denn Spezi�kationen vom Annahme�Verp�ichtungsstil werden
als Paare von Bedingungen hA�Ci gebildet� von denen die erste die Annahme A beschreibt�
unter der das spezi�zierte System die Verp�ichtung C erf�ullen mu
� F�ur Relationen A�C
wird in unserem Ansatz die zugeh�orige Spezi�kation hA�Ci vom Annahme�Verp�ichtungs�
stil relationenalgebraisch charakterisiert durch

hA�Ci � upc�A � C� �

d�h� als relationenalgebraische Darstellung einer Implikation� die einem Abschlu
 nach oben
unterworfen ist�

Sind P�Q Vektoren� dann ist der Annahme�Verp�ichtungsstil in der angegebenen Cha�
rakterisierung tats�achlich eine Verallgemeinerung von Spezi�kationspaaren� denn es gilt

�P�Q� � PTLLQv � PTL � LQv � PTLv � LQv � hPTL� LQi �

Im nachfolgenden Beispiel belegen wir� da
 die mit dem wp�Kalk�ul verbundenen Spezi��
kationspaare aus praktischen Gr�unden nicht f�ur die Spezi�kation kommunizierender Sy�
steme ausreichen und daher der Verallgemeinerung durch den Annahme�Verp�ichtungsstil
bed�urfen� Dabei wird das Beispiel einer Relation R� sowie eine Nachbedingung Q angege�
ben� f�ur die wp�R�Q� � F gilt� obwohl R nicht die Konstante abort darstellt�

�����	 Beispiel� Um nachfolgend Relationen spezi�zieren zu k�onnen� die Str�ome nat�urli�
cher Zahlen verarbeiten� seien die nat�urlichen Zahlen durch einen nat�urlichen Zahlenstrahl
�z� S��� gegeben und sei ferner dazu derjenige Strombereich ��� �� ��v�� f�ur den die Kompo�
sition �S de�niert ist� Das zu behandelnde Beispiel der Relation R und der Nachbedingung
Q wird zun�achst in komponentenweise notierter Form vorgestellt� wenn x den Eingabekanal
und y den Ausgabekanal von R bezeichnen�

R�x� y� � ��x� � �

��

��y� � f�� �g


 ����y� � � 
 ��x� � f�g�� �� ��y� � ��x��


 ����y� � � 
 ��x� � f�g�� �� ��y� � ��x��

Q�y� � h�� �i v y �

wobei f�g� und f�g� jeweils die Mengen derjenigen endlichen und unendlichen Str�ome
bezeichnen� die ausschlie
lich aus der � bzw� aus der � zusammengesetzt sind� F�ur die rela�
tionenalgebraische Charakterisierung werden die Relationen P�� P�� R�Q wie folgt de�niert�

P� � supfX jX � �T � ��zT � �X�g �
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P� � supfX jX � �T � ��STzT � �X�g �

R � �zTL � �L�z � zS��T � ��P�z�T � �P�zS�T � ��T�� �

Q � Lz�T � Lz�T�T �

Anstelle den Ausdruck wp�R�Q� direkt zu berechnen� werden f�ur R und Q einfache�
re Ausdr�ucke R� und Q� mit R vM R� bzw� Q � Q� ermittelt� so da
 die Inklusion
wp�R�Q� � wp�R�� Q�� gilt und es somit gen�ugt� die bequemer zu behandelnde Aussage
wp�R�� Q�� � F zu zeigen�

R� � �TL � �L�z � zS��T � ��T� �

Q� � Lz�T �

Zun�achst erhalten wir die folgende Beziehung

wp�R�� Q�� � Lz�TvfL� � ���zT � STzT�L � ��T�g � Lz�TL� � Lz�T��STzTL � ��T� �

Es gilt Lz�T 	� L� denn anderenfalls w�urde Lz � Lz�T� � L� � L folgen und somit zu
O � LzST � LSST � L im Widerspruch zu O 	� L f�uhren� Ferner gilt LzS�T � Lz�T� denn
dies folgt aus

LzS�T � Lz�T � �LzS � Lz��T � �LS � Lz��T � O �

Mit den beiden zuletzt errechneten Beziehungen erh�alt man schlie
lich

wp�R�� Q�� � L� � Lz�T��STzTL � ��T�

� L� � LzS�T��STzTL � ��T�

� L� � LzS�STzTL � L�T� � L� � L�T � L � F � �

F�ur die im vorstehenden Beispiel de�nierte Relation R ist es essentiell� die Informa�
tion �uber die Eingabe in der die Rolle der Nachbedingung spielenden Verp�ichtung zur
Verf�ugung zu haben� um die Ausgabe entsprechend vornehmen zu k�onnen� denn es gibt
o�ensichtlich keine Darstellung der Form �LP� LQ� f�ur Vektoren P�Q�

Die f�ur unser Modell vorgeschlagene De�nition von Spezi�kationen hA�Ci vom An�
nahme�Verp�ichtungsstil ist geeignet� nichtdeterministische Systeme zu spezi�zieren� die in
den Annahmen �uber die Umgebung auch die bereits produzierte Ausgabe ber�ucksichtigen�
Weil damit Annahme und Verp�ichtung beide Pr�adikate �uber Ein� und Ausgabe sind� han�
delt es sich bei dem Ausdruck hA�Ci nur um eine spezielle Form relationaler Spezi�kationen
kommunizierender Systeme� die auch symmetrische Spezi�kationen 
vom Annahme�Ver�
p�ichtungsstil� genannt werden� Ohne den entsprechenden R�uckgri� auf den Abschlu
 nach
oben bei der De�nition symmetrischer Spezi�kationen tritt die Brock�Ackermann�Anomalie
auf und die Kompositionalit�at� d�h� die Modularit�at eines Verfeinerungskalk�uls f�ur symme�
trische Spezi�kationen ist nicht herstellbar �St�len et al� ���� Dabei ist der Annahme�Ver�
p�ichtungsstil gerade deshalb eingef�uhrt worden� um die Kompositionalit�at sowohl f�ur die
Spezi�kations�� als auch f�ur die Veri�kationstechnik zu garantieren �Lamport� Abadi ����
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Durch unser Modell wird� wie bereits mit ����� gezeigt� die Kompositionalit�at auch f�ur
symmetrische Spezi�kationen erreicht� Allerdings liegt hierbei dieselbe Situation vor wie in
�Broy ���� in der der Annahme�Verp�ichtungsstil nichts zur bereits vorliegenden Kompo�
sitionalit�at des unterliegenden semantischen Modells beitr�agt� sondern eine Bereicherung
bestenfalls aus methodischen Gr�unden darstellt� die wir in der vorliegenden Arbeit nicht
weiter diskutieren�

Eine zu der der symmetrischen Spezi�kationen verwandte Sichtweise� bei der in den
Spezi�kationen die Vorbedingung bzw� Annahme und die Nachbedingung bzw� Verp�ich�
tung gleichberechtigt als Pr�adikate �uber demselben Bereich� der sowohl Ein�� als auch Aus�
gabekanalinhalte einschlie
t� konzipiert sind� wird �ahnlich zum Ansatz von �Hehner ��b�
in relationalen Spezi�kationen angewendet� die alternativ zum in der vorliegenden Ar�
beit verfolgten Konzept der Relation zwischen Eingabe und Ausgabe �siehe etwa auch
�Park ��� Broy� St�len ���� als Zustands�ubergangsrelationen verstanden werden� Die se�
mantische Modellierung mit Zustands�ubergangsrelationen tritt auf der Ebene prozedura�
ler Sprachen auf� bei denen die Kommunikationsprimitive als Beein�ussungen der Kanal�
variablen dargestellt werden� Denn Zust�ande sind Abbildungen von Identi�katoren auf
die Inhalte der mit den Identi�katoren bezeichneten Variablen und insbesondere werden
in Zust�anden sowohl die Eingabekan�ale� als auch die Ausgabekan�ale mitber�ucksichtigt�
Vor� und Nachbedingungen sind daher gleicherma
en als Pr�adikate �uber Zust�anden kon�
zipiert� Die prozedurale Ebene ist nichtsdestoweniger mit der Brock�Ackermann�Anomalie
behaftet� siehe etwa �Broy� Lengauer ���� Mit dem in der vorliegenden Arbeit entwickelten
Konzept der Abgeschlossenheit nach oben und des R�uckgri�s auf den d�amonischen Nicht�
determinismus erh�alt man auch auf der prozeduralen Ebene einen kompositionalen Ansatz�
der die Brock�Ackermann�Anomalie vermeidet�

Wir k�onnen aus den folgenden drei Gr�unden auf die detaillierte Darstellung der Proble�
matik der prozeduralen Ebene verzichten� Erstens ist in �Broy� Lengauer ��� die pr�adikative
Semantik der robust korrekten Spezi�kation von Zustands�ubergangsrelationen einschlie
�
lich der Kanalr�uckkopplung bereits behandelt worden� Zweitens ist in �Dederichs ��� unter
Verwendung des feineren Spezi�kationsformalismus der nach oben abgeschlossenen Men�
gen stromverarbeitender Funktionen ein Transformationskalk�ul entwickelt worden� der den
�Ubergang von Agentennetzen� die mit Mitteln �ahnlich zu unserer in Kapitel � entwickel�
ten Netzsprache formuliert sind� zu prozeduralen Programme kommunizierender Systeme
erlaubt� Schlie
lich ist drittens mit ����� ein Resultat bewiesen worden� da
 der Sichtweise
der prozeduralen Ebene n�aher kommt� denn die �Ubergangsrelation interpretierter Daten�
�u
graphen ist recht �ahnlich einem prozeduralen �Ubergangsschritt� wenn man das Tupel
der Kanalinhalte des Daten�u
graphen als Zustand interpretiert�

��� Die Anomalie des nichtstrikten fairen Mischens

Wie in dem vorliegenden Abschnitt diskutiert wird� ist der in der vorliegenden Arbeit
dargestellte Ansatz in der Ausdrucksm�achtigkeit eingeschr�ankt� Etwa l�a
t sich der Agent
des nichtstrikten fairen Mischens� der jede von zwei Kan�alen empfangene Eingabe auf den
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einzigen Ausgabekanal weiterleitet� nicht in einer Semantik nach dem in der vorliegenden
Arbeit verfolgten Konzept des Stromverarbeitungsbereichs ausdr�ucken� denn eine solche
Beschreibung verletzt etwa Monotonieforderungen an Spezi�kationen von Mengen strom�
verarbeitender Funktionen �cf� z�B� �Park ����� Wie wir zeigen werden� tritt die Anomalie
des nichtstrikten fairen Mischens auch bei dem vorgestellten relationalen Ansatz auf� wobei
die entsprechenden von Funktionen auf Relationen verallgemeinerten Monotonieeigenschaf�
ten davon ber�uhrt sind� Das nichtstrikte faire Mischen und analog anomalische Agenten
werden aufgrund der angewandten Methoden der Vermeidung der beschriebenen Anomalie�
die darin bestehen� dem Strombereich einen Zeitbegri� zu unterlegen� zeitabh�angig genannt�
denn jedes gelieferte Ergebnis erscheint als abh�angig von der Reihenfolge des Eintre�ens
der Eingaben� da das augenblickliche Nichtvorliegen einer Eingabe an einem gerade abge�
fragten Eingangskanal unter einer Monotonieforderung zum Abbruch der Ausgabe f�uhren
m�u
te �Park ��� Broy ����

Nichtstriktes faires Mischen ist jedoch eine oft verwendete Operation� so da
 der vor�
gestellte Ansatz daraufhin untersucht werden mu
� wie sich die festgestellte Anomalie
tats�achlich auswirkt� Der Verfeinerungskalk�ul zu unserem Ansatz wird durch die Anomalie
zeitabh�angiger Agenten im Bereich der modularen Verfeinerung beein�u
t� da die modu�
laren Verfeinerungsregeln ������&������ Monotonieforderungen einschlie
en� Deshalb zeigt
sich die Grenze unseres Ansatzes darin� da
 etwa nicht jedes Netz� das den Agenten des
nichtstrikten fairen Mischens enth�alt� weiter modular verfeinerbar ist� Allerdings mu
� wie
in den Korrektheitsbeweisen zu den modularen Verfeinerungsregeln angegeben� nicht f�ur
jede an der betre�enden modularen Verfeinerung beteiligten Relation die Monotonieforde�
rung erhoben werden� Einerseits ist daher die modulare Verfeinerung paralleler Kompo�
sitionen uneingeschr�ankt m�oglich und andererseits besteht f�ur die modulare Verfeinerung
sequentieller Kompositionen lediglich die Einschr�ankung� d�a
 zeitabh�angige Agenten nur
im ersten Faktor auftreten d�urfen� Die Praxisrelevanz der zuletzt genannten Tatsache wird
in diesem Abschnitt im Anschlu
 an die Diskussion des nichtstrikten fairen Mischens durch
das Beispiel der Verfeinerung des ��Port�Kommunikationsprozessors zu einer sequentiellen
Komposition belegt� deren erster Faktor ein zeitabh�angiger Agent ist� dessen Verfeiner�
barkeit zum nichtstrikten fairen Mischen einen modularen Verfeinerungsschritt f�ur das
Gesamtsystem des Kommunikationsprozessors erlaubt�

Nachfolgende De�nition enth�alt die mit den in Abschnitt ��� vorgestellten Mitteln er�
stellte relationenalgebraische Formulierung der Spezi�kation des nichtstrikten fairen Mi�
schens�

����� De�nition� Seien �O � L� eine direkte Summe zweier Punkte O � L � ��� 	� und ��� ��
zwei direkte Produkte� sowie zwei Strombereiche ��� �� ��v� und ���� ��� ���v�� gegeben�
derart da
 die Kompositionen ��� ��� �� und 	��O

T de�niert sind und zwei Punkte a� bmit
abT � � existieren� f�ur die die Kompositionen a�T und b�T de�niert sind� Dann de�nieren
wir das Funktional SPLIT und die Relation FM wie folgt�

SPLIT �p� � supfX jX � ���T � 	�T� �� � �	��pL � ���T � ����T � 	��	
T�X�T�

� �	��pL � ����
T � 	��	

T�X�g �
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FM � �� �SPLIT �OT�T � ��SPLIT�LT�T��� � 	�T� L� �

Die Relation FM nennen wir auch nichtstriktes faires Mischen �engl� non�strict fair
merge�� �

����� Bemerkung� F�ur das Funktional SPLIT gibt es nur die Pr�adikate O� OT � LT � sowie
L als zugelassene Parameter� F�ur gegebenes p extrahiert die mit zwei Eingangskan�alen und
einem Ausgangskanal versehene Relation SPLIT �p� denjenigen Strom aus dem Inhalt des
ersten Eingangskanals nach folgendem Verfahren� Liegt auf einem der beiden Eingangs�
kan�ale keine Eingabe vor� wird die Ausgabe abgebrochen� anderenfalls wird das auf dem
ersten Eingangskanal gelesene Element genau dann auf dem Ausgangskanal �ubertragen�
wenn das auf dem zweiten Eingangskanal eingetro�ene Element das Pr�adikat p erf�ullt�
Analog zur Filteroperation c��p� bezeichnet SPLIT �p� keine zeitsynchrone Relation und
ist in der vorliegenden relationenalgebraischen Beschreibung nur die robust korrekte Im�
plementierung des beschriebenen Verfahrens �vgl� �����	��

Die Relation FM besitzt zwei Eingangskan�ale und einen Ausgangskanal� wobei allen
Kan�alen jeweils derselbe Strombereich zugrundeliegt� Die Str�ome der beiden Eingangs�
kan�ale werden durch FM zu einem Strom derart zusammengemischt� da
 ein unendlichen
Strom �uber fO � Lg existiert� der verm�oge SPLIT �OT� bzw� SPLIT �LT� aus dem Ausga�
bestrom die Eingabestr�ome des ersten und des zweiten Eingangskanals wiedergewinnen
l�a
t� Weil SPLIT �OT� bzw� SPLIT �LT� nur robust korrekte Programme des zuvor be�
schriebenen Extraktionsverfahrens sind� k�onnen durch FM doch Elemente entgegen der
Fairne
annahme unendlich verz�ogert werden� wenn genau einer der beiden Eingabestr�ome
unendlich ist� In Analogie zur Filteroperation c��p� haben wir jedoch aus systematischen
Gr�unden die urspr�ungliche Bezeichnung als nichtstriktes faires Mischen belassen� �

Nachfolgend diskutieren wir die Zeitabh�angigkeit des Agenten des nichtstrikten fai�
ren Mischens� die sich in dem formal nachweisbaren Verlust von Monotonieeigenschaften
�au
ert� Bereits die in ��	�� angegebene Spezi�kation des nichtstrikten fairen Mischens� die
die lediglich robust korrekte Version des Hilfsfunktionals SPLIT verwendet� zeigt das f�ur
die modulare Verfeinerung relevante Fehlen der d�amonischen Monotonie�

����� Hauptsatz� In der Situation von ��	�� gilt�
Nichtstriktes faires Mischen ist nicht d�amonisch monoton� d�h� es gilt

v�FM 	� FM �v �

Daraus folgt FM �� R�� d�h� nichtstriktes faires Mischen hat keine Semantik in unserem
Grundmodell R��

Beweis� Seien a� b zwei Punkte� derart da
 abT � � gilt und die Kompositionen a�T und
b�T de�niert sind� Um das Gegenbeispiel zu konstruieren� f�uhren wir zu a� b die Punkte
i�� i�� i

�� i� c und o wie folgt ein�

i� � a�T � ��T

i� � b�T � ��T
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i� � i��
T � ��T

i � i��
T � i��

T

c � b�T � �a�T � ��T��T

o � L�T� � �O�
T

� � supfX jX � L�T� �X�T� g�
T

� ��
T

�

Es reicht nun aus� die beiden Gleichungen der Aussagenkette

i�v�FM �cT � L 	� O � i� �FM �vcT

zu zeigen� damit die Behauptung v�FM 	� FM �v folgt� W�are L � O� dann w�are O � L im
Widerspruch zur Tarski�Regel ������vi�� Wenn nun i�v�FM �cT 	� i� �FM �vcT hergeleitet
werden kann� dann ergibt die Monotonie der relationalen Komposition sofort die Behaup�
tung des Hauptsatzes�

F�ur i�v�FM �cT ergibt sich�

i�v�FM �cT � i�FM �cT

f i � i��
T � i��

T � i�v�
T � �v�T � i�vg

� i�� �SPLIT �OT�T � ��SPLIT �LT�T���cT � 	oT�

f �� � 	�T� L�c
T � �cT � 	�T� L � �cT � 	oT g

� i� �SPLIT �O
T�T��cT � 	oT� � i� �SPLIT �L

T�T��cT � 	oT�

f i und c�T � o	T sind Punkte� g

� i�i
T

� � i�i
T

�

fdurch jeweils zweimaliges Expandieren

von SPLIT �OT�T und SPLIT �LT�T g

� L � L � L �

Die genaue Herleitung der vorletzten Zeile haben wir ausgelassen� weil aufgrund der Gestalt
der den Relationen SPLIT �OT�T und SPLIT �LT�T unterliegenden Funktionale und der
Wahl von c und o das Ergebnis leicht hergestellt werden kann�

Daf�ur geben wir f�ur den Ausdruck i� �FM die genaue Berechnung wie folgt an�

i� �FM � �i� �SPLIT �O
T�T � ��SPLIT�LT�T��� � 	�T� L�

� �f�i���SPLIT �O
T�T���T�T � 	�T�	

T� � i���
T�T � LO�T�	

T�

� �i� �SPLIT �O
T�T���T�T � 	�T�	

T� � LL�T�	
T�g

� f��T � ��	
T � ���SPLIT�LT�T���T�T � 	�T�	

T� � LO�T�	
T�g��� � 	�T� L�

� �i���SPLIT�O
T�T���T�T � 	�T�	

T� � i���
T�T � LO�T�	

T

� ��SPLIT�LT�T���T�T � 	�T�	
T� � LO�T�	

T��� � 	�T� L�

� i���
T�T� � a�T �

Aus i� �FM � a�T ergibt sich jedoch die verbleibende Behauptung i� �FM �vcT � O wie
folgt�

i� �FM �vcT � a�Tv�bT � abT � O � �
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����� Bemerkung� Sei %FM die korrekte Version von FM � die man wie folgt erh�alt �siehe
zur Korrektheit die analoge� in �����	 beschriebene Situation f�ur die Filteroperation��

%FM � f� �le�SPLIT �OT��T � ��le�SPLIT �LT��Tg�� � 	�T� L� �

Dann gilt zus�atzlich die Aussage�
Nichtstriktes faires Mischen ist auch nicht schwach angelisch monoton�
Das dazu konstruierte Gegenbeispiel wird in der Literatur im Zusammenhang mit dem

unendlich�fairen Mischen �engl� in�nity�fair merge �Park ��� Panangaden� Shanbhogue ����
verwendet� das den Strom des einen Eingangskanals vollst�andig auf den Ausgangska�
nal �ubertr�agt� wenn der bei dem anderen Eingangskanal eintre�ende Strom unendlich
ist� Das unendlich�faire Mischen ist nicht angelisch monoton� Weil in der in �Park ���
Broy� St�len ��� vorgeschlagenen Zeitmodellierung gerade die Eigenschaften bez�uglich un�
endlicher Str�ome in der Rolle vollst�andiger Beobachtungen betrachtet werden� wird die
Anomalie des nichtstrikten fairen Mischens auf dem Weg �uber die angelische Monotonie
hergestellt� die au
erdem einen operationellen Charakter im Hinblick auf die Fixpunktbil�
dung bei R�uckkopplungskompositionen hat�

Das im folgenden dargestellte Gegenbeispiel widerlegt nicht nur die angelische Monoto�
nie� sondern auch den zu unserem Modell der robusten Korrektheit besser passenden Begri�
der schwachen angelischen Monotonie aus ����
� Wenn das nichtstrikte faire Mischen nicht
schwach angelisch monoton ist� dann gibt es nicht einmal einen angelisch monotonen Ver�
treter derselben Kongruenzklasse modulo �M �

Seien a� b zwei Punkte� derart da
 abT � � gilt und die Kompositionen a�T und b�T

de�niert sind� Um das Gegenbeispiel zu konstruieren� f�uhren wir zu a� b f�unf weitere Punkte
i�� i�� i� i

�� o und das Pr�adikat Pa wie folgt ein�

i� � supfX jX � a�T �X�Tg �

i� � b�T � ��T �

i � i��
T � ��T �

i� � i��
T � i��

T �

o � supfX jX � O�T� �X�T� g �

Pa � supfX jX � �T � ��aT � �X�g �

Man kann zeigen� da
 folgende Beziehung gilt�

vTiTL � �iT� L � �� �SPLIT �OT�T � ��SPLIT �LT�T���iT� � 	oT�

so da
 unmittelbar

iTL � f� �le�SPLIT �OT��T � ��le�SPLIT �LT��Tg��iT� � 	oT�

folgt� Daraus ergibt sich unmittelbar i� � i � %FM � Wir k�onnen auch die konverse
Inklusion i� %FM � i�FM � i� erhalten� indem wir wie folgt zeigen� da
 die Aussage
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i�FM � a�T � i�FM ��T gilt� denn i� ist das Supremum aller Relationen mit der Eigen�
schaft X � a�T �X�T �

i�FM � �i� �SPLIT �O
T�T � ��SPLIT�LT�T��� � 	�T� L�

� �i���SPLIT�O
T�T���T�T � 	�T�	

T� � i���
T�T � LO�T�	

T

� ��SPLIT �LT�T���T�T � 	�T�	
T���� � 	�T� L�

f analog zur Berechnung von i� �FM im Beweis zu ��	�� g

� �i� �SPLIT �O
T�T���T�T � 	�T�	

T� � a�T�T � LO�T�	
T

� ��SPLIT �LT�T���T�T � 	�T�	
T���� � 	�T� L�

� a�T � �i� �SPLIT �O
T�T � ��SPLIT�LT�T����T�T � 	�T�	

T��� � 	�T� L�

� a�T � �i� �SPLIT �O
T�T � ��SPLIT�LT�T����T � 	�T� �

T
� L�

� a�T � i�FM ��T �

f �T� �
T
� L � �T� L� Ausklammern von �T mit Ausblenderegel g

Insgesamt haben wir die Aussage i� %FM � i� abgeleitet� Weil i� ein unendlicher Strom ist�
so da
 i�v � i� gilt� gilt f�ur jede Relation R� mit %FM �M R� die Beziehung

iR� � iupc�R�� � iupc� %FM � � i�v � i� �

Andererseits ist iupc�R�� � iupc� %FM � � i� total und daher gilt iR� � i�� Doch ergibt auch
i� � %FM nur einen Vektor unendlicher Str�ome� wie man �ahnlich zur Berechnung von i�FM
durch i� � %FM$ � i� �FM$ �� zeigen kann� so da
 sich

i�R� � i�upc�R�� � i�upc� %FM � � i� � %FM

ergibt� Ferner erh�alt man f�ur %FM �iT� die Beziehung

%FM �iT� � �Pa � �Pa �

deren Beweis hier ausgelassen wird� Intuitiv besagt die zuletzt genannte Beziehung� da

ein zu dem nur aus einem Element gebildeten unendlichen Strom zusammengemischtes
Strompaar� selbst nur wieder aus jenem Element gebildete Str�ome enthalten kann�

Es folgt insgesamt�

i�vTR�i
T

� � iR�i
T

� � L �

i�R�v
TiT� � i� � %FM �iT� � i���Pa � �Pa� � i�Pa � b�T�aT � O �

Daraus ergibt sich die gew�unschte Aussage i�vTR�i
T

� � L 	� O � i�R�v
TiT� � �

Wir behandeln im folgenden das angek�undigte Beispiel des ��Port�Kommunikationspro�
zessors� das die Praxisrelevanz der M�oglichkeit der Verfeinerung von sequentiellen Kom�
positionen mit zeitabh�angigen Komponenten demonstrieren soll� Der ��Port�Kommunika�
tionsprozessor ist ein Agent� der zwei Eingangs� und zwei Ausgangskan�ale besitzt� Dabei
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bilden die Paare von jeweils einem Eingangs� und Ausgangskanal derselben Nummer in der
Reihenfolge ihres Auftretens am Agenten des Kommunikationsprozessors einen sogenann�
ten Nachrichten�Port� Jede Nachricht enth�alt die Information� die gesendet werden soll�
und den Empf�anger�Port als Nummer� Der Kommunikationsprozessor sichert nun zu� da

jede Nachricht auf dem zugeh�origen Empf�anger�Port weitergeschickt wird� Wir verzich�
ten auf die Einschr�ankung� da
 zur Vermeidung einer Verklemmung eine auf einem Port
empfangene Nachricht nicht auf demselben Port zur�uckgeschickt wird� damit wir mit zwei
Nachrichten�Ports auskommen k�onnen und dennoch ein zeitabh�angiges System vorliegen
haben� Der Kommunikationsprozessor kann zu einer sequentiellen Komposition weiterver�
feinert werden� wenn man den ersten Faktor dazu verwendet die Str�ome der Eing�ange
der Ports zu einem Strom zusammenzufassen� w�ahrend der zweite Faktor dazu dient� die
Nachrichten an den zugeh�origen korrekten Empf�anger zu verteilen�

Der Umfang der beabsichtigten� der eben beschriebenen Aufgabenteilung folgenden Ent�
wicklung des ��Port�Kommunikationsprozessors ist in Abbildung ��
 dargestellt� Genauso
wie in Abbildung ��� und in Abbildung ��� steht das in Abbildung ��
 verwendete Sym�
bol � f�ur die Verfeinerungsrelation vM und die dar�ubergestellte Angabe ist die Nummer
derjenigen Behauptung� die den Verfeinerungsschritt behandelt� Nach Abbildung ��
 be�
trachten wir zun�achst die Verfeinerung des Kommunikationsprozessors CP zu einer sequen�
tiellen Komposition� Die Spezi�kation des Kommunikationsprozessors ist derart allgemein
gehalten� da
 die Reihenfolge des Eintre�ens der Eingabe bei der Ausgabe nicht unbedingt
eingehalten wird� Damit ist es uns erlaubt� f�ur die Mischphase der Port�Eingangskan�ale
einen zun�achst allgemeineren Mischoperator RFM als das nichtstrikte faire Mischen zu
betrachten� der Umordnungen im Ausgabestrom zul�a
t� Das Resultat des Beispiels zeigt�
da
 der Mischoperator RFM mit Umordnungen zu dem Agenten des nichtstrikten fairen
Mischens %FM verfeinert werden kann und damit trotz fehlender d�amonischer Monotonie
ein modularer Verfeinerungsschritt f�ur das Gesamtsystem des Kommunikationsprozessors
CP ausgef�uhrt werden kann�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

�

CP DIST
������i�
� RFM DIST

������ii�
�

%FM

Abbildung ��
� Verfeinerung eines ��Port�Kommunikationsprozessors�

W�ahrend der Agent %FM bereits in ��	�� eingef�uhrt worden ist� werden die �ubrigen
beteiligten Komponenten der in Abbildung ��
 dargestellten Entwicklung in nachfolgen�
der De�nition relationenalgebraisch beschrieben� Dabei ist allerdings im Hinblick auf die
Verwendung der Relationenalgebra als Beschreibungsmittel der partielle R�uckgri� auf kom�
ponentenorientierte Konzepte n�otig� um dem Kommunikationsprozessor die beabsichtigte
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allgemeine Spezi�kation zu verleihen�

����� De�nition� Seien �O � L� eine direkte Summe zweier Punkte O � L � ��� ��� ���� ����
��� 	� drei direkte Produkte und ein Stombereich ��� �� ��v� gegeben� derart da
 die Kom�
positionen ��� ��� ��� 	�� ��� und O�

T

� de�niert sind� Ferner nehmen wir die Existenz
einer Menge D von Punkten an� so da
 f�ur alle d�D die Komposition d�T� de�niert ist und
die Aussage

S
d�D d

Td � I gilt� Sei zur bequemeren Schreibweise das zweistellige Funktional
) analog zu �����
 de�niert� Schlie
lich sei c��d�O � die Abk�urzung f�ur c����d

T���b
T� und

%c��d�O � analog diejenige f�ur %c����d
T � ��b

T�� Dann de�nieren wir drei Relationen RFM �
DIST und CP wie folgt�

RFM �
�
d�D

�� c��d�O �$ ) � c��d�O �$�$T %c��d�O �T

� �� c��d� L�$ ) � c��d� L�$�$T %c��d� L�T

DIST � %c����O
T��T � %c����L

T�	T

CP �
�
d�D

�� c��d�O �$ ) � c��d�O �$�$T %c��d�O �T�T

� �� c��d� L�$ ) � c��d� L�$�$T %c��d� L�T	T �

����
 Bemerkung� Die Relationen RFM und CP z�ahlen lediglich nach� ob jede m�ogliche
empfangene Nachricht d�T� � b�

T

� mit d�D und b�fO � Lg in der Ausgabe gesendet worden
ist� so da
 Umordnungen erm�oglicht werden� Die Quanti�zierung �uber den gesamten Nach�
richtenbereich erfordert dessen Darstellung durch eine �uberdeckende Menge von Punkten�
so da
 zumindest an dieser Stelle konkrete Relationenalgebra eingefordert wird� Weil der
Nachrichtenbereich Parameter f�ur das Filterfunktional liefern mu
� ist es nicht m�oglich� den
Formalismus der symmetrischen Quotienten einzusetzen� um die Spezi�kationen von RFM
und CP punktfrei charakterisieren zu k�onnen� Wie im Beweis der Entwicklung gezeigt
wird� ist es anders als f�ur den Zielagenten %FM nicht n�otig in der Z�ahlphase bez�uglich der
Eingabe korrekte Filteroperationen einzusetzen� dagegen ist die Korrektheit des Z�ahlens
der Ausgabe mit $T %c��d� b�T �d �D und b � fO � Lg� entscheidend f�ur die Durchf�uhrung
der Entwicklungsschritte�

Der Agent DIST ist das Paar zweier Filteroperationen� die die f�ur den zugeordneten
Ausgabekanal des Empf�anger�Ports bestimmten Nachrichten aus dem Eingabestrom ex�
trahieren� �

Die folgende Behauptung f�uhrt nun die in Abbildung ��
 dargestellte Entwicklung des
��Port�Kommunikationsprozessors durch�

����	 Behauptung� In der Situation von ��	�� und ��	�	 gelten folgende Verfeinerungs�
aussagen�

�i� CP vM RFM �DIST �
�ii� CP vM

%FM �DIST �

Beweis� Ad �i� � Um die Regel ������ anwenden zu k�onnen� zeigen wir RFM�DIST � CP �
Aufgrund der analogen Gestalt von RFM und CP sieht man leicht ein� da
 es ausreicht�
die Aussage

%c��d� b�T %c����b
T� � %c��d� b�T
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f�ur b � fO � Lg nachzupr�ufen� Dies folgt jedoch unmittelbar aus der Eindeutigkeit von
%c����b

T� und der f�ur das korrekte Filterfunktional geltende Eigenschaft

%c��p� %c��q� � %c��p � q� �

deren Beweis hier ausgelassen wird�
Ad �ii� � Sei ein d�D und ein b�fO � Lg gegeben� Wir de�nieren die Relation PLUS

wie folgt�
PLUS � � %c��d� b�$ ) � %c��d� b�$ �

Die Relation PLUS ist sicher eine stetige Funktion genauso wie %c��d� b� �siehe �����
��
Angenommen� es gibt eine Menge O von Punkten mit der Eigenschaft

S
o�O o � ��� Dann

k�onnen wir die Aussage
%FM

T

PLUS � %c��d� b�$

mit einer zu jedem o � O zugeh�origen Berechnungsinduktion bez�uglich der Relationenord�
nung � aus ����
�i� bzw� �Zierer ��� ������ �uber dem Pr�adikat

Q�X� Y� Z� � ��T � Lo	T��X�T � Y �T��PLUS � Z$

zeigen� Die an der Berechnungsinduktion �uber Q beteiligten Funktionale dieselben sind wie
f�ur SPLIT �OT�� SPLIT �LT� bzw� c��d� b� und der Induktionsanfang mit dem leeren Strom
� durchgef�uhrt wird� Wir verzichten auf die Darstellung des Beweises und geben vielmehr
die sich ergebenden Konsequenzen an�

%FM � PLUS$T %c��d� b�T

� �� c��d� b�$ ) � c��d� b�$�$T %c��d� b�T f %c��d� b� � c��d� b� g

� RFM

Damit haben wir RFM vM
%FM gezeigt� DIST ist als Paar von Filteroperationen sogar

stetig� also insbesondere d�amonisch monoton und nach �������i� gilt DIST vM DIST �
Daher k�onnen wir erfolgreich die Regeln ������ und �������ii� anwenden� um schlie
lich
das Ergebnis

CP vM RFM �DIST vM
%FM �DIST

zu erhalten� das die Behauptung von �ii� zeigt� �
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�� Zusammenfassung und Ausblick

Der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist die semantische Fundierung eines Ansatzes
zur Spezi�kation und Verfeinerung kommunizierender Systeme mit stromverarbeitenden
Relationen als Verallgemeinerung des bekannten funktionalen Ansatzes von Gilles Kahn�
Wir haben einen relationalen Ansatz entwickelt� der unter dem R�uckgri� auf Konzepte des
d�amonischen Nichtdeterminismus� der Abgeschlossenheit nach oben und der Verfeinerung
gem�a
 der robusten Korrektheit� die s�amtlich mit dem wp�Kalk�ul verkn�upft sind� die Kom�
positionalit�at der semantischen Modellierung gew�ahrleistet� indem die Brock�Ackermann�
Anomalie vermieden wird� Ferner stimmt die vorgeschlagene Semantik mit der vorgege�
benen operationellen Semantik �uberein� Es ist ein Verfeinerungskalk�ul auf denotationeller
Basis angegeben worden� der nach Angabe eines Modells des wp�Operators als �aquivalent
zu der auf dem wp�Kalk�ul beruhenden Verfeinerung identi�ziert werden kann und daher als
Nebenprodukt die �Ubereinstimmung des denotationellen Ansatzes mit der axiomatischen
Semantik zeigt� Dar�uberhinaus ist gezeigt worden� das zumindest die die Kompositionalit�at
der denotationellen Semantik herstellenden Eigenschaften stromverarbeitender Relationen
ein Modell erzeugen� das f�ur die Beschreibung rekursiv de�nierter kommunizierender Sy�
steme geeignet ist� Schlie
lich ist auf die Frage nach der Behandelbarkeit zeitabh�angiger
Systemkomponenten wie das nichtstrikte faire Mischen durch den Verfeinerungskalk�ul so�
weit eingegangen worden� da
 derjenige Teil des Verfeinerungskalk�uls� der im wesentlichen
problemlos mit zeitabh�angigen Agenten zurechtkommt� klar herausgestellt worden ist�

Die Tatsache� da
 stromverarbeitende Relationen als bin�are Relationen zwischen Ein�
und Ausgabe konzipiert sind� ist ausgenutzt worden� um passend zum relationalen Ansatz
die Relationenalgebra als technisches Hilfsmittel heranzuziehen� Die Relationenalgebra hat
sich als ein das Rechnen mit bin�aren Relationen formalisierender Kalk�ul bew�ahrt� der in
Formulierung und Beweisf�uhrung einen hohen Grad an formaler Pr�azision zu erreichen
erlaubt� Der hohe Pr�azisionsgrad der Beweisf�uhrung ist f�ur die Veri�kation von Systemen
unerl�a
lich� so da
 dessen Fehlen in sogenannten� in der Industrie gerne propagierten semi�
formalen Methoden gegen�uber dem formalen Kalk�ul der Relationenalgebra von Relevanz
ist� Allerdings bewirkt der hohe Pr�azisionsgrad� der bei der Formulierung relationenalge�
braischer Spezi�kationen verlangt wird� die P�icht zu einer recht detaillierten Notation�
wie sich etwa in Abschnitt ��� bei der Formulierung der Kombinatoren der vorgestellten
Netzsprache gezeigt hat� weil bei der relationenalgebraischen Charakterisierung der Netz�
kombinatoren jede eingesetzte Projektion notiert werden mu
�

Die St�arke der Relationenalgebra liegt sicher bei dem Nachweis relationaler Aussagen�
d�h� �uber Quell� und Zielbereich aller beteiligten Relationen quanti�zierter Aussagen� wie
wir vor allem bei den in Kapitel � aufgestellten Hauptresultaten der Komplementarit�at
des vorgeschlagenen denotationellen Modells demonstriert haben� Eine Schw�ache der Re�
lationenalgebra zeigt sich meist bei der Untersuchung konkreter Beispiele� bei denen oft
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der R�uckgri� auf das nur komponentenweise Betrachtungen erlaubende Punktekonzept er�
forderlich ist� Ferner haben wir aus Einfachheitsgr�unden auf die explizite Behandlung von
Stetigkeit verzichtet� denn wir k�onnen uns im Prinzip auf die in �Zierer ��� entwickelten
Konzepte abst�utzen� oder m�ussen bei der Einbeziehung von Stetigkeitsfragen oft auf ei�
ne komponentenweise Betrachtung ausweichen� Im vorliegenden Ansatz hat sich gezeigt�
da
 die Kompositionalit�at des denotationellen Ansatz im Kern bereits ohne Stetigkeits�
forderungen hergestellt werden kann� weshalb die ober��achlich gehaltene Betrachtung von
Stetigkeitsfragen gerechtfertigt ist�

Die genannten Schw�achen der Relationenalgebra sind kompensierbar und desgleichen
sind ihre St�arken f�ur die Praxis herausstellbar durch methodische und maschinelle Un�
terst�utzung� Zur Verbesserung der Schnittstelle zwischen konkreten Beispielen und rela�
tionenalgebraischen Formulierung kann eine formale Methodik entwickelt werden� die die
korrekte �Ubersetzung leistet� In �Berghammer et al� ��� ist im Ansatz bereits eine Methodik
angegeben worden� pr�adikatenlogische Algorithmenbeschreibungen zur Entwicklung eines
schnellen Prototypen erfolgreich in relationenalgebraische Form zu bringen� Allerdings steht
die Implementierung einer Maschinenunterst�utzung f�ur die Umsetzungsmethodik noch aus�
Das Beweisen im relationenalgebraischen Kalk�ul kann durch dessen axiomatische Konzep�
tion mit einem implementierten Beweissystem maschinenunterst�utzt durchgef�uhrt werden�
Als Beispiel f�ur eine k�urzlich erstellte Implementierung eines Beweissystems f�ur die Re�
lationenalgebra sei das im Rahmen der praktischen Semesterarbeit �von Oheimb �	� ent�
wickelte System RALL genannt� das auf dem generischen Beweissystem Isabelle beruht
�Paulson ���� Neben dem interaktiven R�uckw�artsbeweis k�onnen gewisse Beweise mit RALL
auch automatisch gef�uhrt werden� Ferner stellt RALL auch relationale Operationen h�oherer
Ordnung wie beliebige Vereinigungen und beliebige Schnitte zur Verf�ugung� Bei der maschi�
nenunterst�utzten Beweisf�uhrung stellt das Beweissystem sicher� da
 ausschlie
lich korrekte
Formen� also eingef�uhrte Axiome oder bereits bewiesene Aussagen� bei der Ausf�uhrung ei�
nes Beweisschrittes verwendet werden� Die Erweiterung des Beweissystems RALL um die
Regeln des in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Verfeinerungskalk�uls steht noch aus�

F�ur die Aufstellung des vorgestellten Ansatzes ist das im Zusammenhang mit der Se�
mantik von CSP �Hoare ��� eingef�uhrte Konzept der Chaos�Semantik �Brookes et al� ���
Olderog �	� Olderog� Hoare �
� erfolgreich eingesetzt worden� um die Kompositionalit�at
der relationalen Semantik kommunizierender Systeme zu erlangen� Die Spezi�kation mit
stromverarbeitenden Relationen ist wie der funktionale Ansatz von �Kahn ��� wesentlich
einfacher als die f�ur CSP entwickelten Modelle �von Karger ���� wenn diese nicht auf Spu�
ren ohne Zusatzstruktur wie etwa �failures� oder �readiness sets� beschr�ankt sind� Die
Einbeziehung unendlicher Str�ome wird in unserem Ansatz ebenfalls viel einfacher m�oglich
als die in �Roscoe� Barrett ��� f�ur die Semantik von CSP vorgestellte Modi�kation� Die in
der CSP�Literatur im Zusammenhang mit der Chaos�Semantik auftretende Bezeichnung
der Verfeinerungsrelation� die auf dem d�amonischen Nichtdeterminismus beruht� als total
korrekt ist irref�uhrend� denn die d�amonische Verfeinerungsrelation ist in Wirklichkeit dual
zu dem zur angelischen Verfeinerungsrelation geh�orenden Begri� der partiellen Korrekt�
heit� Unter totaler Korrektheit versteht man jedoch vielmehr die Erg�anzung der partiellen
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Korrektheit um die Einhaltung von geforderten Lebendigkeitsbedingungen� wie sie etwa
die Terminierung in Systemen ohne Kommunikation darstellt� Deshalb halten wir zur be�
gri(ichen Abgrenzung an der von �Broy �	� Broy� Lengauer ��� inspirierten Bezeichnung
der robusten Korrektheit fest�

Die vorliegende Arbeit nimmt die Vermeidung der Brock�Ackermann�Anomalie als Aus�
gangspunkt der Problemhierarchie des Spezi�zierens mit stromverarbeitenden Relationen�
In der in �Park ��� erstmals beschriebenen derartigen Problemhierarchie wird das Problem
der Zeitabh�angigkeit des nicht�strikten fairen Mischens oft als Ausgangsproblem heran�
gezogen� Zur Vermeidung dieses Problems wird dann gew�ohnlich ein sogenannter �Tick�
��hiaton�� als neues Nachrichtensymbol in sogenannten �gezeiteten� Nachrichtenstr�omen
mit der Bedeutung der Kennzeichnung einer verstrichenen Zeiteinheit eingef�uhrt� Das Pro�
blem des nicht�strikten fairen Mischens wird dadurch vermeidbar� wenn man die betrof�
fene Lebendigkeitseigenschaft nur noch f�ur unendliche Str�ome fordert� In einem solchen
Ansatz verschwindet die Brock�Ackermann�Anomalie durch die zus�atzliche Forderung der
�time progress property�� die die Mindestl�ange der Ausgabe als gr�o
er als die der Eingabe
vorschreibt� damit die Fixpunkte der R�uckkoplungskompositionen der Unendlichkeitsbe�
dingung gen�ugen k�onnen� Eine Beschreibung derselben Problemhierarchie wie in �Park ���
�ndet man auch in �Broy� St�len ���� in der relationale Spezi�kationen unter der semanti�
schen Modellierung mit Mengen von �gezeiteten� stromverarbeitenden Funktionen im eben
erw�ahnten Sinn betrachtet werden� Es gen�ugt dort� um das Problem des nicht�strikten
fairen Mischens auszuschlie
en� eine relationale Spezi�kation zu erstellen� ohne syntakti�
schen Bezug auf Ticks zu nehmen� Zur Vermeidung der Brock�Ackermann�Anomalie wird
in �Broy� St�len ��� die Verwendung von sogenannten Prophezeiungen �engl� prophecies�
empfohlen� Prophezeiungen sind Gr�o
en� die die jeweilige nichtdeterministische Auswahl a
priori charakterisieren�

Eine m�ogliche konsequente Weiterf�uhrung unseres Ansatzes f�ur die Vermeidung des
Problems der zeitabh�angigen Komponenten f�uhrt insofern auf die vorstehend genannten
Ans�atze zur�uck� als da
 analog zu gezeiteten stromverarbeitenden Funktionen nun �gezeite�
te� stromverarbeitende Relationen als Spezi�kationsmittel vorgeschlagen werden k�onnten�
und als da
 auch hier die Erf�ullung von Lebendigkeitsbedingungen nur bei Unendlichkeit
der beteiligten Str�ome gefordert w�urde� Dies lie
e sich durch die Betrachtung eines zu�
geh�origen wp�Kalk�uls� der allerdings nur noch Nachbedingungen �uber unendliche Str�ome
zulie
e� vollst�andig legitimieren� Da
 ein solcher Ansatz an Einfachheit gewinnen w�urde�
zeigt sich auch� wenn man nach einem m�oglichst abstrakten Modell f�ur die empfohlene
Weiterentwicklung unseres Ansatzes sucht� Es stellt sich heraus� da
 der �ache Bereich der
unendlichen gezeiteten Str�ome ein geeignetes Modell ist� denn die in unserem Ansatz f�ur
zeitunabh�angige Komponenten geforderte Eigenschaft der d�amonischen Monotonie verwan�
delt sich in eine Striktheitsforderung� die die Pragmatik der Betrachtung endlicher Str�ome
verringert� Da nun etwa nach �Apt� Plotkin �
� bekannt ist� da
 f�ur die Beschreibung des
d�amonischen Nichtdeterminismus ein �acher Potenzbereich der nach oben abgeschlossenen
Mengen ausreicht� erg�abe sich die aufgrund der Bem�uhungen in der Vergangenheit um
eine ad�aquate Semantik nicht selbstverst�andliche These� da
 f�ur die Beschreibung kommu�



�

 �� Zusammenfassung und Ausblick

nizierender Systeme unter der Pr�amisse der Umgehung jeder der genannten technischen
Probleme eine Semantik der �achen Bereiche gen�ugte�

Gegen�uber dem in �Broy� St�len ��� beschriebenen� als relational bezeichneten Ansatz
sind in der vorliegenden Arbeit folgende Vereinfachungen erzielt worden� In unserem An�
satz liegt eine wesentlich einfachere Semantik vor� die keine Mengen gezeiteter stromverar�
beitender Funktionen benutzt� sondern die spezi�zierte Relation selbst heranzieht� Ferner
ist in �Broy� St�len ��� die Semantik unrealistisch in der Hinsicht konzipiert worden� als
da
 jede stromverarbeitende Funktion� die der relationalen Spezi�kation gen�ugt� als Se�
mantik akzeptiert wird� w�ahrend in operationellen Modellen vielmehr lediglich eine die
Relation �uberdeckende Menge von Funktionen gefordert wird� wie wir in Abschnitt ���
erl�autert haben� Stattdessen ist unser Ansatz gerade auf dem Nachweis gegr�undet worden�
da
 das relationale Modell eine Abstraktion des realistischen operationellen Modells von
�uberdeckenden Funktionen darstellt� Die seltsame Semantik in �Broy� St�len ��� erfordert
dort f�ur die Aufdeckung der Brock�Ackermann�Anomalie einen k�unstlichen Komponen�
tenbegri�� der die Betrachtung einer einzelnen Funktion als Semantik erlaubt� um dann
die Einschr�ankung von Vollst�andigkeitsresultaten bez�uglich des zugeh�origen Verfeinerungs�
kalk�uls nachzuweisen� Dagegen ist aufgrund unserer relationalen Semantik f�ur relationale
Spezi�kationen die Vollst�andigkeit unseres Verfeinerungskalk�uls erheblich leichter einseh�
bar�

Der in der vorliegenden Arbeit entwickelte denotationelle Ansatz hat darauf ver�
zichtet� die aus der Literatur bekannte feinere operationelle Semantik �Lynch� Stark ���
Rabinovich� Trakhtenbrot ��� als Ausgangspunkt der Untersuchung heranzuziehen� um die
Darstellung eines m�oglichst einfachen Ansatzes der Spezi�kation kommunizierender Sy�
steme mit stromverarbeitenden Relationen zu erzielen� Weil unser operationelles Modell
immerhin f�ur deterministische Agentennetze mit der feineren operationellen Semantik und
nach Bemerkungen in �Broy ��� mit der Termersetzungssemantik einer Sprache f�ur kommu�
nizierende Systeme wie etwa der in �Broy �
� beschriebenen Sprache AMPL �aquivalent ist�
ist unsere Vorgehensweise gerechtfertigt� Ferner erweist sich die f�ur das Grundmodell un�
seres Ansatzes wesentliche Eigenschaft der d�amonische Monotonie als dual zum Begri� der

�
beobachtbaren� Relation �engl� observable relation� nach �Rabinovich� Trakhtenbrot ����
f�ur die die unserem Begri� der angelischen Monotonie entsprechende Eigenschaft� aller�
dings eingeschr�ankt auf kompakte Elemente des Strombereichs� gefordert wird� Nimmt man
beobachtbare Relationen zusammen mit der der Lebendigkeit recht �ahnlichen Forderung
der Erf�ullung der Relation durch Suprema sicherer Ketten� dann erh�alt man denjenigen
Beobachtungsbegri�� der in �Broy ��� zur Erzielung von voller Abstraktion konzipiert wor�
den ist� Der Beobachtungsbegri� nach �Broy ��� stimmt mit dem weiteren voll abstrakten
Modell der kettenverarbeitender Relationen� bei dem Strombereiche durch Bereiche von
Ketten von Str�omen oder durch Bereiche gezeiteter Str�ome� bei denen das Auftreten eines

�
Tick��Elements eher den Beginn einer neuen Zeiteinheit als eine Pause anzeigt� ersetzt
werden �Kok ��� Kearney� Staples ���� dargestellt werden� Da allerdings jeder der genann�
ten Ans�atze die beiden Anomalien aufhebt� erscheint die Betrachtung eines hierzu erstellten
wp�Kalk�uls lediglich aus veri�kationspragmatischen Gr�unden sinnvoll�
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Weil das Alternating�Bit�Protokoll als zeitabh�angige Komponente den die Unzu�
verl�assigkeit der �Ubertragung kompensierenden Sender enth�alt� haben wir auf die Be�
handlung als prominentes Anwendungsbeispiel f�ur unseren Verfeinerungskalk�ul verzichtet�
Tats�achlich existieren in der Literatur bereits Veri�kationen des Alternating�Bit�Protokolls
mittels der dem in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagenen recht �ahnlichen Spezi�kati�
onsans�atzen� In �Broy ��� ist ein Nachweis der Korrektheit des Alternating�Bit�Protokolls
�nach Birgit Schieder� erbracht worden� der einerseits den Formalismus der �Input�Choice��
Spezi�kationen verwendet� der die Beschreibung zeitabh�angiger Agenten mittels einer von
der laufenden Eingabe abh�angigen Menge von Funktionen erlaubt� und andererseits bei der
Veri�kation lediglich die Fixpunkteigenschaft des r�uckgekoppelten Kanalinhalts ausn�utzt�
Weil die Veri�kation in �Broy ��� f�ur jeden Fixpunkt durchgef�uhrt worden ist� kann diese in
unserem Ansatz unter den Einschr�ankungen der Behandelbarkeit zeitabh�angiger Systeme
nachgezeichnet werden� denn die Abstraktion der �Input�Choice��Spezi�kation des Senders
des Alternating�Bit�Protokolls zu einer Relation ist recht leicht zu bewerkstelligen� Aller�
dings unterliegt dem Ansatz der �Input�Choice��Spezi�kation eine wesentlich schwierigere
Fundierung als dem Ansatz der vorliegenden Arbeit� denn etwa ist das Kriterium der Konsi�
stenz der R�uckkopplungskomposition von �Input�Choice��Spezi�kationen beweistechnisch
schwer zu behandeln�

Der in der vorliegenden Arbeit vorgeschlagene Ansatz beinhaltet die denotationelle Se�
mantik rekursiv de�nierter kommunizierender Systeme� die mit dem Grundmodell unseres
Ansatzes gebildet wird� dessen Eigenschaften ausreichen� um die �Ubereinstimmung mit der
operationellen Semantik herzustellen� Damit ist ein wesentlicher Fortschritt gegen�uber den
Ans�atzen von �Broy ��� Broy� St�len ��� erzielt worden� in denen der funktionale Ansatz
von �Kahn ��� auf nichtdeterministische Komponenten durch die Verwendung von Mengen
stromverarbeitender Funktionen erweitert wird� aber die Semantik rekursiv de�nierter kom�
munizierender Systeme� die in �Kahn ��� noch behandelt wird� au
er Acht gelassen wird�
Allerdings l�a
t sich die Totalit�at nicht als f�ur die Beschreibung rekursiv de�nierter kommu�
nizierender Systeme zul�assige Eigenschaft nachweisen� weil die Bildung inklusionsgr�o
ter
Fixpunkte f�ur die Semantikbeschreibung verwendet wird und daher die Schnittsubdistri�
butivit�at gegen�uber der Komposition negative Auswirkungen auf die Vertauschbarkeit von
Totalit�atsbedingung gegen�uber Schnitten zeigt� Die Totalit�at oder auch Konsistenz spielt
jedoch eine entscheidende Rolle bei der Verwendung von Spezi�kationstechniken� Deshalb
ist in der vorliegenden Arbeit in Analogie zu �Gritzner� Berghammer ��� die Adjunktion
eines ��Elements zur Stromordnung vorgeschlagen worden� damit die Totalit�atseigenschaft
�aquivalent in die nunmehr zul�assige Eigenschaft des Enthaltenseins des ��Elements in jeder
Ausgabe der betre�enden Relation �uberf�uhrt werden kann� Weil rekursive Aufschreibungen
stromverarbeitender Relationen� die das ��Element f�ur die Erzielung von Abgeschlossen�
heit nach oben besonders ber�ucksichtigen m�u
ten� recht unbequem zu erstellen sind� ist
die M�oglichkeit der Einbettung des ohne ��Element auskommenden Grundmodells in das
��adjungierte Modell und damit die der gemischten Verwendung von Spezi�kationen mit
oder ohne Ber�ucksichtigung des ��Elements in einer gemeinsamen Sepzi�kation gezeigt
worden� Die Einbettung des Grundmodells in das ��adjungierte Modell wird durch R�uck�
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gri� auf Konzepte des angelischen Nichtdeterminismus vorgenommen� indem die Nicht�
de�niertheitsstellen der Ausgangsrelation lediglich durch die Auslieferung des ��Tupels
als einziges Ergebnis markiert werden� Dasselbe Ph�anomen tritt bei der wp�Regel f�ur die
parallele Komposition auf� W�ahrend das ��freie Konzept des wp�Operators die parallele
Komposition mit totaler Auswertung koppelt� denn die schw�achste Vorbedingung einer
parallelen Komposition ist nur dann eine logische Konjunktion von schw�achsten Vorbe�
dingungen der Komponenten� wenn beide parallelen Komponenten total sind� erweist sich
die ��Adjunktion als geeignete Ma
nahme� die beiden Konzepte des d�amonischen Nicht�
determinismus und der partiellen Auswertung als nebeneinander verwendbar erscheinen zu
lassen�

F�ur �ache Bereiche gibt es zum Problem der Nichtzul�assigkeit der Totalit�at als Ei�
genschaft f�ur die Beschreibung rekursiv de�nierter Systeme alternativ zu der in dieser
Arbeit und in �Gritzner� Berghammer ��� vorgeschlagenen Modellmodi�kation durch ��
Adjunktion die M�oglichkeit der nach �Hoare� He �
� vorgeschlagenen Einschr�ankung der
Relationen auf sogenannte total �nit�are �engl� total �nitary� Relationen� Eine Relation
hei
t dabei total �nit�ar� wenn sie entweder eine nicht�leere endliche Resultatmenge oder
den gesamten i�a� unendlichen Zielbereich abliefert� Dann sind etwa Schnitte inklusionsab�
steigender Ketten total �nit�are Relationen selbst wieder total �nit�ar� Diese Beschr�ankung
der nichtdeterministischen Breite macht f�ur stromverarbeitende Relationen mit dem in der
vorliegenden Arbeit vertretenen Konzept des Strombereichs zun�achst keinen Sinn� da der
Abschlu
 nach oben im allgemeinen f�ur die Hinzuf�ugung unendlich vieler weiterer Ausga�
bestr�ome sorgt� es sei denn man schr�ankt die Relationen auf solche ein� die lediglich un�
endliche Ausgabestr�ome liefern� Weil unser Ansatz darauf ausgerichtet ist� unbeschr�ankten
Nichtdeterminismus zuzulassen� hat sich die Modellmodi�kation durch die ��Adjunktion
als geeignete Ma
nahme erwiesen�

In der vorliegenden Arbeit ist in Abschnitt ��� ein wp�Kalk�ul f�ur die Netzsprache an�
gegeben worden� Weil wp�Regeln aus der Intention entstehen� schw�achste Vorbedingun�
gen von Kompositionen auf schw�achste Vorbedingungen von Programmschrittrelationen
zur�uckzuf�uhren� die in einem anzugebenden Sinn dieselbe Komplexit�at des Termaufbaus
wie die Komponenten der Komposition besitzen� geraten die Regeln des wp�Kalk�uls zu
einer gegebenen Programmiersprache� die etwa Kommunikation einbezieht� recht kompli�
ziert� wie auch an den Versuchen in �Elrad� Francez ��� und �Schole�eld� Zedan ��� ab�
lesbar ist� Weil die Verfeinerung kommunizierender Systeme die wichtigere Aktivit�at als
die Auswertung schw�achster Vorbedingungen ist� ist es dementsprechend g�unstiger� wie in
�Schole�eld� Zedan ��� selbst zugegeben� die wp�Regeln� wenn nicht ohnehin ein Modell des
wp�Operators vorliegt� eher als konzeptuelle Fundierung eines wp�basierten Verfeinerungs�
kalk�uls zu verwenden� Deshalb ist durch die �Ubereinstimmung der Verfeinerungsbegri�e
unseres denotationellen Modells und des dazu konstruieren wp�Kalk�uls die auf die deno�
tationelle Semantik sehr starke Ausrichtung der Darstellung in der vorliegenden Arbeit
gerechtfertigt�
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