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Einfiihrung in die Theoretische Informatik

Hinweis: Bitte beachten Sie unbedingt die Hinweise zum Ubungsablauf und zu den Aufgaben-
typen auf der THEO-Website (http://theo.in.tum.de/).

Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

Sei ¥ = {0,1} und L C ¥*. Zeigen Sie: Ist M = (Q,>,'U {0}, 6, g0, 0, F') eine determi-
nistische Turingmaschine, die L akzeptiert, so gibt es auch eine Turingmaschine M’ mit
Bandalphabet T = {0, 1,3}, die L akzeptiert.

Loésungsvorschlag

Ist |T'| = 2, so ist nichts zu tun. Ansonsten ldsst sich jedes Zeichen aus I durch ¢ = [log, |T'|]
Zeichen aus {0, 1} darstellen (¢ > 1), indem die Zeichen aus I' in beliebiger Reihenfolge
durchnummeriert werden. Die c-stellige Bindrdarstellung dieser Nummer wird dann ver-
wendet, um dieses Zeichen zu kodieren. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass 0 durch
0710 und 1 durch 0°7!1 kodiert wird.

Zunichst miissen wir die Eingabe in dieses Format umwandeln. Dazu merken wir uns
das erste Zeichen auf dem Band und l6schen es. Dann bewegen wir den Kopf an das
Ende der Eingabe, iiberspringen (als Trennzeichen) ein O und schreiben dort ¢ — 1 mal
eine 0, gefolgt von dem gemerkten Zeichen. Dies wiederholen wir jetzt (bewegen uns jetzt
aber vor dem Schreiben ans Ende des Bandes, nicht nur hinter das erste Blank), bis die
urspriingliche Eingabe vollsténdig gelesen wurde. Den Kopf bewegen wir danach auf das
erste Bandzeichen.

Nun miissen wir die Turingmaschine M simulieren. Dazu verarbeiten wir die Eingabe in
Blocken der Gréfle ¢ und merken uns weiterhin im Zustand unserer Simulationsmaschine
den Zustand der simulierten Maschine M (anfinglich ¢g). Dies ist méoglich, da @ endlich
ist. Ein Schritt von M wird wie folgt simuliert:

Ist ¢ € F so wechselt die Simulation in einen Endzustand und terminiert. Andernfalls
liest die Simulation ¢ Zeichen vom Band ein, merkt sich diese Zeichen im Zustand (dies
ist moglich, da ¢ und I endlich sind) und bewegt den Kopf wieder zuriick. Nun kennen
wir den Zustand ¢ von M und das durch die ¢ Zeichen kodierte Zeichen x. Ist §(q, x) nicht
definiert, so bricht die simulierende Maschine nicht-akzeptierend ab.

Sei nun 0(q,z) = {(¢,z,Y)}. Jetzt wird die Kodierung des Zeichens 2’ aufs Band ge-
schrieben und der Kopf zuriickbewegt. Je nachdem, ob Y jetzt L, N oder R ist, wird der
Kopf ¢ Zeichen nach links, gar nicht oder ¢ Zeichen nach rechts bewegt und wir merken
uns ¢ als Zustand der simulierten Maschine. Danach simulieren wir den néachsten Schritt.

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Beweisen Sie: Eine Turingmaschine, die ihren Lese-/Schreibkopf nur nach rechts bewegt,
akzeptiert eine reguldre Sprache.



Hinweis: Uberfithren Sie die Turingmaschine zunéchst in eine Form, so dass sie die Ein-
gabe vollstandig liest und dariiberhinaus nicht auf das Band zugreift. Beachten sie auch
nichtterminierende Laufe der Turingmaschine.

Loésungsvorschlag

Wir machen zunéchst eine Reihe von Voriiberlegungen zu einer Turingmaschine A, die
ihren Lese-/Schreibkopf nur nach rechts bewegt.

e Wegen Satz 4.11 kénnen wir annehmen, dass A deterministisch ist.

e Da eine Turingmaschine sofort akzeptiert, wenn ein Endzustand erreicht wurde,
kénnen wir annehmen, dass F' aus genau einem Zustand ¢y besteht (ist F' leer, so
erweitern wir F' und @ einfach um einen unerreichbaren Zustand).

e Eine Konfiguration von A kann vereinfacht durch (g, w) beschrieben werden, denn
alle Zeichen auf dem Band links vom Lese-/Schreibkopf kénnen keine Transitionen
mehr beeinflussen.

e Wenn der Lese-/Schreibkopf von A auf dem ersten Leerzeichen O steht, dann ter-
miniert A entweder sofort oder geht sofort in einen Endzustand iiber. Andernfalls
kénnen wir A wie folgt transformieren. Dabei ist die Konfiguration ab dem ersten
Leerzeichen immer von der Form (g, €), und wir miissen nur Ubergiinge der Form
d(q,0) = ... betrachten.

— Gibt es eine Folge von Zustdnden ¢,...,q, mit ¢ = ¢, und kein ¢; ist ein
Endzustand sowie 6(¢;, d) = (git1, air1, R) fiir alle 1 < i < n, so machen wir
d(g;, O) undefiniert fiir alle obigen 7 (denn ein Endzustand kann nicht erreicht
werden).

— Ist 0(q1,8) = (q2,a, R) und 6(g2, 3) = (g3,b, R) und ¢» kein Endzustand, so
setzen wir §(¢q1,0) = (g3, b, R).

Nach diesen Transformationen terminiert A spéatestens nach dem Lesen des ersten
Leerzeichens und akzeptiert ein Wort genau dann, wenn die urspriingliche TM dies
macht.

e A durchlauft das gesamte Eingabewort w, falls w € L(A), das heiit, jeder Endzu-
stand kann nur durch das Lesen eines Leerzeichens erreicht werden. Ist dies nicht so,
fiigen wir zusétzliche Transitionen ein, so dass in allen anderen Fillen A das Band
bis zum Ende durchlauft (ohne die Eingabe zu beachten), und beim ersten Blank
akzeptiert.

Wir kénnen eine solche Turingmaschine A = (Q, £, T, 9, ¢o, O, ¢¢), die ihren Lese-/Schreib-
kopf nur nach rechts bewegt, durch einen DFA A" = (Q U {¢s},%,d, qo, F’) simulieren,
wobei wir

§'(q,a) = {q, falls 6(q, a) = (¢, b, R) fiir ein b € &
gs sonst

6/(qsaa) =ds
fir alle a € ¥ und F' = {qg € Q| (¢, 0) € F'} setzen.
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Man kann dann durch Induktion {iber die Lange von w € ¥* zeigen, dass fiir all ¢,¢' € @
die Gleichung 0’(q, w) = ¢’ genau dann gilt, wenn (g, w) —% (¢, €).
Dann gilt:

L(AY = {w € ©* | §'(qo, w) € F}
={we¥ |3 €F (q,w) =, (d,¢) =a{es}}
= L(A)

Da A’ die gleiche Sprache wie A akzeptiert, ist L(A) regulér.

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

1. Zeigen Sie durch Riickfiihrung auf die Definition, dass folgende Funktionen primitiv-
rekursiv sind:

1 fallsz=0

0 sonst

(a) iszero (x) = {

1 fallsx =y

(b) eq(z, y) = {

0 sonst

Sie diirfen bei den Definitionen der Funktionen nur auf die in Definition 4.30 ge-
nannten Funktionen sowie die Addition x + y und pred () und alle auf diesem
Ubungsblatt als PR bewiesenen Funktionen zuriickgreifen. AuBerdem diirfen Sie
das erweiterte Schema der primitiven Rekursion verwenden.

2. Zeigen Sie durch Riickfiihrung auf die Definition, dass die Division natiirlicher Zah-
len primitiv-rekursiv ist. Sie diirfen dazu das erweiterte Schema der primitiven Re-
kursion und die erweiterte Komposition verwenden sowie alle Funktionen (insbe-
sondere arithmetische), die in der Vorlesung sowie auf diesem Ubungsblatt als PR
gezeigt wurden. Wenn Sie weitere Funktionen verwenden, dann miissen Sie fiir sie
zunéchst zeigen, dass sie PR sind.

Loésungsvorschlag
1. (a) iszero (0) = 1
iszero (x+1) = 0
(b) eq(z,y) = iszero(add(sub(z,y), sub(y,z)))
sub(0,y) =y
sub(x+1,y) = pred(sub(x,y))
2 div(z,y) = maz{qg<uz|lesseq(q*y,z)}
lesseq (z, y) = ifthen (x — y, false, true)



Hausaufgabe 4 (5 Punkte)

Wir betrachten zwei sich gegenseitig aufrufende, rekursive Funktionen. Diese seien wie
folgt definiert

£(0) = s0 fim+1)=s 9(0) = to glm+1) =t
wobei
e sy und ¢y aus primitiv-rekursiven Funktionen und
e s und ¢ aus primitiv-rekursiven Funktionen sowie f(m) und g(m)

zusammengesetzt sind. Zeigen Sie, dass f und ¢ primitiv rekursiv sind. Sie diirfen dazu
die erweiterte PR-Syntax und die Funktionen ¢, p; und ps aus der Vorlesung verwenden.
Hinweis: Konstruieren Sie eine Funktion h, die f(n) = pi(h(n)) und g(n) = p2(h(n))
erfiillt.

Losungsvorschlag

Wir konstruieren eine Funktion A wie folgt:
h(0) = c(so, to) h(m+1) = c¢(s,t)

wobei s bzw. t' aus s bzw. t entstehen, indem f(m) und g(m) durch p;(h(m)) und
po(h(m)) ersetzt werden. Dann ist h primitiv rekursiv, denn es entspricht der erweiterten
PR-Syntax. Die Funktionen f und g ergeben sich jetzt als Projektionen von h, ndmlich
f(m) = pi(h(m)) und g(m) = pa(h(m)) und sind daher ebenfalls primitv rekursiv.



Quiz 1

Ist die folgende Funktion primitiv-rekursiv?

f(n) = n — 10 falls n > 100
| f(f(n+11)) sonst

Losungsvorschlag

Ja, denn f hat die folgende primitiv-rekursive Definition:
f (n) = ifthen (n > 100, n — 10, 91)

wobei wir annehmen, dass ifthen (n,a,b) und x > y primitiv rekursiv sind (siehe Tutor-
aufgabe 1 und Hausaufgabe 3).

Tutoraufgabe 1

Zeigen Sie durch Riickfithrung auf die Definition, dass die folgenden Funktionen primitiv
rekursiv sind.

n

1. twopow(n) = 2
2 2

2. tower(n) = 22" (d.h. 2® ) Turm der Hohe n)

3. ifthen(n,a,b) mit
a n#0

ifthen (n,a,b) = {b 0
n =

Sie diirfen dabei das erweiterte Schema der primitiven Rekursion sowie alle bisher defi-
nierten Funktionen (insbesondere numerische Konstanten sowie die Funktionen add (z,y)
und mult (x,y)) verwenden.

Loésungsvorschlag

Die Konstante 1 und die Multiplikation mult (z,y) ist nach Vorlesung PR. Wir benutzen
auBerdem das erweiterte Schema der primitiven Rekursion.

1. twopow (0) = 1
twopow (n + 1) = mult (twopow (n),2).
2. tower(0) = 1
tower(n+1) = twopow (tower(n)).
3. ifthen(0,a,b) = b
ifthen(n 4+ 1,a,b) = a.



Tutoraufgabe 2
Sei f: N — N diejenige Funktion, die fiir alle n € N, n # 0 durch die Rekursion

fin+1) = f(n)- f(n—1)
mit den Startwerten f(0) =1 und f(1) = 2 definiert ist.
1. Zeigen Sie, dass f primitiv-rekursiv ist, indem Sie ein LOOP-Programm angeben.

2. Zeigen Sie durch Riickfithrung auf die Definition, dass f primitiv-rekursiv ist.

Losungsvorschlag

1. Das folgende LOOP-Programm basiert auf den Variablen zg,...,z5. In 2y wird das
Ergebnis f(n) ausgegeben, z; enthélt beim Start das Argument n.

Tl =,
To =121 — 1
T3 = 1;
Ty = 2;
LOOP x5 DO
Ty = X4 * T3;
T3 = T4,
Ty = Ty
END;
Ty = Xy
IF 21=0THEN zy:=1FEND,;
IF x1=1THEN zy:=2 END

2. Wir wollen nun einen alternativen Beweis der PR von f geben, der den Beweis des
Satzes 4.41 erhellt. Wir stiitzen uns dabei auf die Definition der primitiven Rekur-
sivitdt und des erweiterten Schemas zur Definition primitiv rekursiver Funktionen.

Die Schwierigkeit der Anwendung des Schemas der primitiven Rekursion auf die
Funktion f besteht darin, dass die Funktionswerte f(n -+ 1) nicht allein von f(n)
sondern auch von f(n—1) abhéingen. Dieses Problem kann man angehen, in dem man
Tupel von natiirlichen Zahlen als natiirliche Zahl kodiert, etwa so wie das in dem
Beweis von Satz 4.41 gemacht wird. Wir simulieren aber nicht das LOOP-Programm,
wie in dem Beweis von 4.41, sondern wir extrahieren die wichtigsten Schritte.

Um nur auf einen vorherigen Funktionswert zuriickgreifen zu miissen, definieren wir
eine Funktion g(n) = ¢(f(n), f(n + 1)) und zeigen, dass diese primitiv rekursiv
ist. Wegen f(n) = pi(g(n)) ist dann auch f(n) primitiv rekursiv. Die Rekursion
fiir g liest sich wie folgt. Wir haben g(0) = ¢(1,2) und (wenn wir ¢(z,y) als (§)"
schreiben):

on+1) = <f<n+ 1>)T _ ( fln+1) ) _ < p2(g(n)) )
f(n+2) fn+1)- f(n) p2(g(n)) - p1(g(n))
Dies folgt dem erweiterten Rekursionsschema fiir primitive Rekursivitét. Also ist g
und damit auch f primitiv rekursiv.



Tutoraufgabe 3
Fiir eine beliebige Funktion f : N — N betrachten wir die Funktion U; : N — N mit

Us(n) min {m € N | f(m) =n+1} falls ein solches m existiert
n)=
/ € sonst

Zeigen Sie: Wenn f total und p-rekursiv ist, dann ist auch Uy p-rekursiv.

Losungsvorschlag

Wir verwenden den p-Operator, um die Funktion Uy zu definieren, die die ,,Umkehrfunk-
tion“ von f ist. Wir definieren eine Hilfsfunktion A : N x N — N, mit

h(m,n) = f(m) = (n+1)+ (n+1) = f(m)

Die Definition ist gerade so gewéhlt, dass h(m,n) = 0 <= f(m) = n + 1 gilt, denn
h(m,n) = |f(m) — (n+ 1)|. AuBlerdem ist h total, da f total ist.
Dann ist Uy = ph, und es gilt

min {m € N | h(m,n) =0} falls ein solches m existiert
und h(k,n) # L fiir alle k <m

immer erfiillt, da h total ist

Us(n) =
1 sonst

{min {m eN| f(m)=n+1} falls ein solches m existiert

1 sonst.



