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Einfithrung in die Theoretische Informatik

Hinweis: Bitte beachten Sie unbedingt die Hinweise zum Ubungsablauf und zu den Aufgaben-
typen auf der THEO-Website (http://theo.in.tum.de/).

Hausaufgabe 1 (4 Punkte)

Konstruieren Sie durch schrittweises Losen entsprechender Gleichungen einen regulédren
Ausdruck fiir die Sprache L(M) des folgenden DFA M = (Q,{a,b},d, q0,{qo,q5}) mit

Q ={%0,91,9,q,94,¢}:

u b
b
OaxO=0=
a

Verwenden Sie beim Losen nur jeweils einen elementaren Schritt und machen Sie deutlich,
aus welchen Gleichungen neue Gleichungen abgeleitet wurden.

Losungsvorschlag

Die entsprechenden Gleichungen sind:

Xo=aX5|bX; | € (1)
X; =aXo | bX; (2)
Xo = aX, | bXo (3)
Xy = aXs | bX, (4)
X1 =aXs | bXy (5)
Xs=(a|b)Xs | € (6)

Anwendung von Ardens Lemma auf (5) ergibt:
X, =baX;3
Damit folgt fiir (4):

Arden

X3 =aX3 | bbaXs=(a|bb'a)X3=(a|bb’a)X3 |0 = (a]|bba)0=0



Einsetzen in (2) liefert dann:

X1 = aX,
und daher ergibt sich mit (1):
Xo=aXs | baXo | € (7)
Aus (3) folgt mit Ardens Lemma:
Xy =b"aXyp

und in Kombination mit (6) ergibt sich daraus:
Xs=(a]|b)b"aXy | €
Einsetzen in (7) liefert dann:

Xo

a((a | b)b*aXy | €) | baXy | €
= (ala | b)b*a | ba)Xo | a | €
(a(a | b)b™a | ba)*(a | €) (mit Ardens Lemma)

Hausaufgabe 2 (5 Punkte)

Wir betrachten die Grammatik G = ({S,T,U}, {a, b, c}, P, S) mit den folgenden Produk-
tionen P:

S—TS|U
T —aSb|TT | c
U—cT|a

Konstruieren Sie eine zu G dquivalente Grammatik G’ in Chomsky-Normalform. Bestim-
men Sie mit dem CYK-Algorithmus, ob ccaab € L(G").
Losungsvorschlag

Wir iiberfithren G schrittweise in Chomsky-Normalform:

1. Elimination von e-Produktionen: Es gibt keine e-Produktionen, die eliminiert werden
miissten.

2. Elimination von Kettenregeln: Die Kettenproduktion S — U muss eliminiert wer-
den:
S—>TS|cT'la T—aSb|TT |c

3. Einfithrung von Nichtterminalen fiir Buchstaben: Fiir a, b und ¢ werden Nichtter-
minale A, B und C eingefiihrt, da die rechte Seiten der Produktionen S — ¢TI und
T — aSb eine Liange > 2 haben:

S—TS|CT|a T —-ASB|TT|c¢c A—a B—b C—c



4. Aufspalten langer Produktionen:

S—TS|CT|a A—a
T — AT’ | TT | ¢ B—b
T — SB C —c

Das Ergebnis ist in Chomsky-Normalform. Nach dem CYK-Algorithmus ergibt sich die
folgende Berechnungstabelle:

15S,T
14 () 25 S, T
13 5 24 () 35 1
125, T 3 S 31 () us 17
11 C,Th C,Th A S|uA Sk B|

c c a a b

Also ist ccaab € L(G").

Hausaufgabe 3 (5 Punkte)

Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemmas, dass die Sprache L = {a’b?) | i € N} nicht
kontextfrei ist.

Loésungsvorschlag

Angenommen, L wire kontextfrei. Dann sei n eine Pumping-Lemma-Zahl und betrachte
das Wort z = a"b®"). Es existiert eine Zerlegung z = uvwzy, so dass vr # ¢, [vwz| < n
und fiir alle 7 € N gilt uv'wz'y € L.

Wir unterscheiden vier Falle:

o v =a" und x = d fiir k +1 > 0. Dann ist w’way = o~ *F+0p") & [,
o v =">bF und xr = b fiir k +1 > 0. Dann ist uo’way = a"b" ~*+0) & [,

° v :"akbl oder x = a*b fiir k,1 > 0. Dann ist v> = a*bla*b', enthilt also einen
b-a-Ubergang. Also ist uv?wa’y & L.

e Sonst miissen v = a* und z = ¥’ sein fiir k,1 > 0. Also ist vo™lwz™ly = g Tk +i
fiir ein beliebiges i € N. Dieses Wort ist genau dann in L, wenn gilt 27T = 27 4 4],
Eine lineare und eine exponentielle Funktion haben aber héchstens zwei Schnittpunk-
te; also gilt obige Gleichung héchstens fiir zwei ¢ und damit insbesondere nicht fiir
alle 7.

Fiir das Wort z € L existiert also keine pumpbare Zerlegung, was ein Widerspruch zur
Annahme ist. Also ist L nicht kontextfrei.

Hausaufgabe 4 (3 Punkte)

Sei G = (V, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik. Finden Sie einen Algorithmus um die
Menge E'= {N € V | N —=* ¢} zu berechnen und begriinden Sie seine Korrektheit.



Losungsvorschlag

1. Setze i :=1und Ey :={N €V |N — e € P}.
2. Solange i < |V

(a) Setze i :=1+1
(b) Setze E; :=E; tU{N €V |N - a € P fireina € Ef ,}.

3. Gebe E; zuriick.

Der Algorithmus terminiert, denn V' ist endlich und damit werden genau |V'| Schleifendurch-
laufe ausgefiihrt.

Einen Syntaxbaum, der das Wort € beschreibt, nennen wir e-Baum. Die Tiefe eines Baumes
ist die Anzahl der Kanten auf dem langsten Pfad von der Wurzel bis zu einem Blatt. Fiir
die Korrektheit iiberlegen wir uns, das fiir jedes Nichtterminal N € E ein ,flachster” e-
Baum existieren muss, der eine Tiefe von hochstens |V| hat: Denn ansonsten gibt es einen
Pfad von der Wurzel zu einem Blatt, auf dem ein Nichtterminal zwei mal vorkommt. Dann
kann man aber den Pfad verkiirzen, indem die beiden Vorkommen dieses Nichtterminals
zusammenfasst und alles dazwischen entfernt.

Wir iiberzeugen uns jetzt per Induktion, dass E; vor und nach jedem Schleifendurchlauf
die folgende Bedingung () erfiillt: , E; enthélt die Nichtterminale, zu denen ein e-Baum
der Tiefe hochstens i existiert.“ Mit unseren Voriiberlegungen ist dann E = E}y| und
damit folgt die Korrektheit des Algorithmus.

Vor der ersten Iteration ist ¢« = 1 und E; enthélt genau die Nichtterminale, aus denen ¢
direkt, also in einem Schritt abgeleitet werden kann. Daher gilt (1) fiir ¢ = 1.

Fiir den Schleifendurchlauf iiberlegen wir uns folgendes: Fiir ein ¢ > 1 existiert ein e-Baum
der Tiefe 7 genau dann, wenn ein Wort o € V* existiert, so dass zu jedem Nichtterminal
in « ein e-Baum der Tiefe ¢ — 1 existiert.

Da wir (nach Induktion) annehmen konnen, dass () fiir F;_; gilt, folgt also: N — ¢
genau dann, wenn N — o € P und o € £ ;.

Hausaufgabe 5 (3 Punkte)

Wir betrachten Grammatiken, bei denen jede Produktion die Form A — aB oder A — Ba
oder A — ¢ fiir ein Terminal ¢ und Nichtterminale A, B hat. Diese Grammatiken
beschreiben die L-Sprachen. Offensichtlich gilt ,reguldar C L-Sprachen C kontextfrei®.

1. Entscheiden Sie: Gilt entweder ,,regulér C L-Sprachen® oder ,reguldr = L-Sprachen*?
Beweisen Sie!

2. Entscheiden und begriinden Sie: Gilt , -Sprachen = kontextfrei“?

Loésungsvorschlag

Die L-Sprachen heilen auch ,lineare Sprachen®. Es gilt regulér C linear C kontextfrei“.

1. reguldr C linear: Die Sprache {a"b™ | n € N} ist bekanntermaflen nicht regulér. Sie
ist aber linear, denn sie wird von der linearen Grammatik ({A, B}, {a,b}, P, A) mit
den Produktionen A — aB | € und B — Ab erzeugt.
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2. linear C kontextfrei: Die Sprache {a™b™a"b" | m,n € N} ist kontextfrei, denn sie
wird von der kontextfreien Grammatik ({5, A}, {a, b}, P,.S) mit den Produktionen
S — AA und A — aAb | € erkannt.

Aber diese Sprache ist nicht linear: Intuitiv liegt das daran, dass bei einer Ableitung
einer linearen Grammatik in jedem Schritt genau ein Nichtterminal produziert wird.
Wenn ein Fragment @b’ mit k¥ = [ erzeugt werden soll, liegt das Nichtterminal
zwangslaufig zwischen a und b. Daher ist es nicht moglich, die Bedingung k = [ fiir
zwei nebeneinanderstehende Paare von as und bs zu erzwingen.

Formal léasst sich das mit einem speziellen Pumping-Lemma fiir lineare Sprachen
beweisen.



Quiz 1

Beantworten Sie kurz die folgenden Fragen:

1. Ist das Wortproblem fiir ein Wort der Lénge n und eine kontextfreie Grammatik in
der Zeit O(n*) entscheidbar?

2. Sei ¥ = {a,b,c}. Wieviele Nichtterminale muss eine CFG in Chomsky-Normalform
mindestens haben, so dass sie genau alle Worter der Léange 3 erzeugt?

3. Sei L kontextfrei und Fragment(L) die Sprache aller Fragmente der Worter aus L,
wobei ein Fragment durch Weglassen beliebiger Teile eines Wortes entsteht. Ist diese
Sprache kontextfrei?

Losungsvorschlag

1. Laut Vorlesung entscheidet der CYK-Algorithmus das Wortproblem in O(n?) und
damit insbesondere auch in O(n?).

2. Mindestens drei Nichtterminale, wie zum Beispiel die Grammatik mit den folgenden
Produktionen:
S—=TU T —=UU U—=alb|c

Mit nur einem Nichtterminal weniger werden auch Worter kiirzerer Lénge erzeugt.

3. Fragment(L) wurde fiir reguliire Sprachen bereits in Ubung 2 betrachtet. Das Vorge-
hen hier ist dhnlich: Ist G eine Grammatik fiir L mit Produktionen P, so erhélt man
eine Grammatik G’ fur Fragment(L), indem man P durch

P'={N — 3| N — a € P und 8 Fragment von a}

ersetzt.

Tutoraufgabe 1
Zeigen Sie, dass L = {a"b™c* | 0 < n < m < k} keine kontextfreie Sprache ist.

Losungsvorschlag

Wir nehmen an, dass L kontextfrei ist und fiithren diese Annahme zum Widerspruch.
Sei n > 1 eine Pumping-Lemma-Zahl fiir die kontextfreie Sprache L. Sei zusétzlich
z = a2 dh., 2 € L und |z| > n. Gemifl Pumping-Lemma gibt es dann also
eine Zerlegung z = wowzy mit Wortern u, v, w, z,y € {a,b, c}* und den folgenden Eigen-
schaften:

(1) v # € (2) Jvwz| <n (3) Vi € N. w'wz'y € L

Aufgrund von (1) unterscheiden wir die folgenden Fille:
o #,(vr) > 0: Wegen (2) gilt #. (vz) = 0. Allerdings gilt auch:
#a (uv3wx3y) =n+2#,(vz) >n+2 =+, (uv3wx3y)

Dies ist ein Widerspruch zu (3).



o #,(vz) =0 und #, (vx) > 0: Dann gilt:
4 (uvowxoy) =n+1—#(vr) <n=4H#, (uvowxoy)
Daher ist uv®wax®y ¢ L, ein Widerspruch zu (3).
o #,(vz) =0 und #, (vx) = 0: Dann muss #. (vz) > 0 gelten, und es folgt:
#. (uvowxoy) =n+2—#.(vz)<n+1=4%#, (uvowxoy)
Daher ist uv®way ¢ L, ein Widerspruch zu (3).

Da jeder Fall zu einem Widerspruch fiithrt und die obigen Félle alle m&glichen Zerlegungen
abdecken, kann die urspriingliche Annahme nicht gelten. Also ist L nicht kontextfrei.

Tutoraufgabe 2

Konstruieren Sie eine Turingmaschine T = (Q, X, T,0,qo, 0, F), mit X = {|}, die eine
eingegebene Strichzahl verdoppelt.

Losungsvorschlag

Zu Beginn steht, aufler Leerzeichen, nur eine Sequenz von Strichen auf dem Band. Der
Schreib-/Lesekopf der Turing-Maschine steht auf dem ersten Strich (von links gesehen).
Die Berechnung erfolgt, indem jeweils der erste Strich (von links gesehen) durch ein Hilf-
szeichen X ersetzt wird und zusétzlich ein Hilfszeichen X an das linke Ende geschrieben
wird. Zum Schlufl werden alle Hilfszeichen von rechts nach links durch Striche ersetzt.

Sei T = (Q, %, 1,8, g9, 0, F) mit Q = {qo, 1,2, g5}, ¥ = {|}, T = {|, X, O} und F = {gs}.

Die Ubergangsfunktion ¢ kann man der folgenden Tabelle entnehmen:

Ubergang Kommentar

5(qo,|) = (q1,X, L) ersetze erstes | durch Hilfszeichen X

(g1, X) = (1, X, L) gehe nach links zum ersten X

6(q1,8) = (q0, X, R) fiige zuséatzliches Hilfszeichen X am Anfang ein

3(qo, X) = (qo, X, R) gehe nach rechts zum ersten |

5(qo,0) = (2,0, L) alle | abgearbeitet, Band enthélt doppelte Anzahl von X
3(q2, X) = (qo,|, L) ersetze X durch |

d(q2,0) = (¢3,0, R) alle X durch | ersetzt, Stopp



