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Hinweis: Bitte beachten Sie unbedingt die Hinweise zum Ubungsablauf und zu den Aufgaben-
typen auf der THEO-Website (http://theo.in.tum.de/).

Hausaufgabe 1 (5 Punkte)

1. Beweisen oder widerlegen Sie fiir Sprachen A, B C ¥*:
(AB)* = (ABU B)* (A*B")* = (AU B)"
Gilt eine Gleichung nicht, so geben Sie moglichst einfache Eigenschaften fiir A und

B an, so dass alle Félle erfasst sind, in denen diese Gleichung gilt.

2. Beweisen oder widerlegen Sie fiir regulidre Ausdriicke o und :

(af|a)"a = a(fala)’ (afla)” = (ap) e

Losungsvorschlag

1. e Die Gleichung gilt nicht, denn z.B. mit A = {a} und B = {b} ist b ein Wort
der Sprache auf der rechten Seite, nicht aber in der Sprache auf der linken Seite
enthalten. Die Gleichung gilt aber, falls B = () oder B = {¢} oder € € A.

e Wir zeigen die Aussage, indem wir die Teilmengenbeziehung fiir beide Rich-
tungen zeigen. Beachten Sie, dass Konkatenation und Stern monoton sind, d.h.
esgit ACC=ABC(CB,BC(C=ABC ACund AC B = A* C B* fir
alle Sprachen A, B, C. Damit gilt nun:

(A*B*)* C (AU B)*B*)* da A C (AUDB)
C((AuB)"(AuB)")” da B C (AU B)
=((AUB)")" da C* = C*C* fiir beliebige C
=(AUB)" da C* = (C*)* fur beliebige C

und umgekehrt:
(AUB)* C ((AUB)U (A*B"))* da (AUB) C (AU B)UC fiir beliebige C

= (A*B*)” da AUB C A*B*
2. e Die Ausdriicke sind dquivalent:
(afla) a = (af|ae)*a mit Lemma 2.24(3)
= (a(fle)) mit Distributivitét
= o((fle)a)” mit TA3.1

a(fala)* mit Distributivitét



e Mit @ = a und 8 = b haben wir aab € L((af|a)*) aber aab ¢ L((af)*|a*) und

damit sind die beiden Ausdriicke nicht dquivalent.

Hausaufgabe 2 (7 Punkte)
Wir betrachten das Alphabet ¥ = {0, 1}.

1. Finden Sie einen reguldren Ausdruck «, der folgende Sprache beschreibt: Jedes Wort
w in L(a) endet in einer Sequenz ungerader Lange von Einsen und alle anderen Se-
quenzen von Einsen in w sind von gerader Lange. Wandeln Sie diesen reguldren
Ausdruck mit dem Standardverfahren aus der Vorlesung in einen e-NFA M um, so
dass L(M) = L(a), und geben sie dabei sowohl den Graphen als auch die Uber-
gangsrelation o an.

2. Geben Sie einen NFA M, an, der die Menge aller Worter beschreibt, die entweder aus
einer ungeraden Anzahl von Nullen bestehen oder aber mit einer Null anfangen, die
von beliebig vielen Teilwortern 01 gefolgt wird. Nutzen Sie den Nichtdeterminismus
aus. Wandeln Sie diesen NFA in einen DFA M; um, so dass L(Ms) = L(M;). Geben
Sie fiir beide Automaten sowohl den Graphen als auch die Ubergangsrelation an.

Loésungsvorschlag

1. Der gesuchte reguldre Ausdruck ist (0[11)*1(11)*. Entsprechend dem Standardver-
fahren aus der Vorlesung ergibt sich folgender e-NFA:

%(

Q— @

Q1o

o( ) =A{q, ¢} 6(qs,1) = {g5} 6(gr,1) = {as} (quo,1) = {aqu1}
6(qr,€) = {q2,qa} (g5,1) = {q6} 6(gs,€) = {ao}  (qu1,1) = {q2}
o( ) ={a} 6(g6,€) = {q1, a7} 6(qo,€) ={qo} (q2,€) = {quo}
o( ) =1a, e}



2. Ein moglicher NFA M, ist der folgende:

Wir listen nur die von {go} erreichbaren Zusténde auf:

q d(q,0) | (g, 1)
{oo} [{a1, a3} 0
{a1, a3} | {92, @} 0

{2, aa} | {a} {as}
{a} | e} 0
{2} | {a} 0
{Q3} {CI4} 0

{aa} 0 {as}
0 0 0




Hausaufgabe 3 (4 Punkte)

Ein Fragment von w € ¥ ist ein Wort, dass aus w durch Entfernen beliebiger Buchstaben
entstanden ist. Zum Beispiel sind ¢, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, baa. bab, bba, baaa,
baab, baba und baaba alle Fragmente von baaba.

Fiir eine Sprache L bezeichen wir mit Fragment(L) die Sprache aller Fragmente aller
Woérter in L.

1. Sei L die von dem folgenden Automaten akzeptierte Sprache.

b

o

Konstruieren Sie daraus einen endlichen Automaten, der Fragment(L) akzeptiert.

2. Zeigen Sie, dass fiir alle reguléren Sprachen L auch Fragment(L) reguldr ist. For-
mulieren Sie dazu einen Algorithmus, der zu einem NFA M einen NFA M’ mit
L(M') = Fragment(L(M)) konstruiert, und begriinden Sie seine Korrektheit.

3. Sei ¥ = {a, b}. Die Sprache L = {a"b" | n € N} ist nicht regulér. Ist Fragment(L)
dennoch regulédr? Begriinden Sie.

Losungsvorschlag

1. Ein e-NFA| der Fragment(L) akzeptiert ist der folgende:

b,e
c,e/\a,e
do a2 qs
O=0
ae |

2. Sei M = (Q,%,6,qo, F') ein NFA. Zunéchst konstruieren wir einen e-NFA M/ mit
M. = (Q,2U{e},d.,q,F) und 6. =6 U{(q,€,¢) | Fa € X.(q,a,q") € 6}.
Man sieht leicht ein, dass dieser Automat Fragment(L(M)) akzeptiert: M. enthilt
zu jeder Kante, die mit einem a € ¥ beschriftet ist, eine parallele Kante, die mit
€ beschriftet ist. Daher ist ein akzeptierender Lauf durch den Automaten fiir ein
Wort w auch gleichzeitig ein akzeptierender Lauf fiir jedes Fragment von w. Dazu
wird fiir jeden ausgelassenen Buchstaben die e-Kante (statt eine der Kanten aus 0)
gewahlt

Wie in der Vorlesung erhalten wir nun aus M, den gesuchten NFA M.

3. Es gilt Fragment(L) = L(a*b*). Damit ist Fragment(L) regular.



Hausaufgabe 4 (4 Punkte)

1. Gegeben seien zwei DFAs M; und M, iiber dem gleichen Eingabealphabet. Geben
Sie ein direktes Verfahren an (ohne Umweg iiber reguldre Ausdriicke oder NFAs),
um einen DFA M mit L(M) = L(M;) U L(Ms) zu konstruieren.

2. Wenden Sie dieses Verfahren auf die beiden folgenden Automaten an.

1 0 0,1 0 0 0
8 0 8 1 1 /O\ 1
M : 4’ e My : H@\C//{k@
1

Loésungsvorschlag

1. Seien My = (Q1,%, 01, 51, F1) und My = (Q2, X, 09, S2, F3). Dann gilt fiir den Auto-
maten
M = (Q1 X Q, 5,0, (51,52), F1 X Q2 U Q1 X )
mit
0((q1,q2), a) := (d1(qr, a), 62(q2, @)
die geforderte Bedingung L(M) = L(M;) U L(M,), denn:

w € L(M)

gdw. d((q1,q2),w) € F1 X Q2 U Qy X Fy

gdw. 8((q1,q2),w) € Fi x Qs oder 6((q1,q2),w) € Qy x Fy

gdw. (51(q1,w),52(q2,w)) € Fi x (0 oder (Al(ql,w),gg(qg,w)) €Q x F,
gdw. 51(q1,w) € F, oder 52(q2,w) cF,

gdw. w € L(M;) oder w € L(M>)

gdw. w € L(M;)U L(Ms)

wobei 6((q1, q2), w) = (81(q1,w), 62(¢2, w)) induktiv iiber die Linge von w gezeigt
werden kann.



2. Wir konstruieren den Vereinigungsautomaten aus M; und M, durch Ausnutzen der
Tabellennotation:




Quiz 1

Beantworten Sie kurz die folgenden Fragen:

1. Geben sie eine Sprache A iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1} an, so dass 01 € A und
A*A = A.

2. Wann genau ist die von einem endlichen Automaten erzeugte Sprache endlich?

3. Finden Sie einen reguldren Ausdruck iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1}, der die Menge
aller Worter beschreibt, die mit 00 beginnen und in denen 1 genau dreimal vor-
kommt.

Loésungsvorschlag

1. Eine Losung ist A = L((01)*).

2. Genau dann, wenn es keinen erreichbaren und produktiven (d.h. ein Endzustand ist
erreichbar) Zustand gibt, der auf einem Kreis liegt.

3. Eine Losung ist 000*10*10*10*.

Tutoraufgabe 1
Wir betrachten den regulédren Ausdruck a = (1(0]1)*)|0.

1. Konstruieren Sie fiir & mit dem Standardverfahren aus der Vorlesung einen e-NFA
A, so dass L(a) = L(A) gilt.

2. Wandeln Sie den erhaltenen Automaten in einen fquivalenten NFA ohne e-Uberginge
um.

3. Konstruieren Sie durch Anwendung des Potenzmengenverfahrens einen DFA, der
die Sprache des Ausdrucks « akzeptiert.

Losungsvorschlag

1. Die Konstruktion ist in Satz 2.17 der Vorlesung beschrieben mit dem Hilfszeichen
€. Man erhélt dann den folgenden e-NFA A = (Q, X U {€}, qo, F

O d/.

@
€




2. Wir vereinfachen zunéchst den obigen e-NFA durch Beseitigung ,,offensichtlich un-
notiger* Zustande. Das sind Zusténde, die keine Endzustéande sind, und die genau
eine eingehende und eine ausgehende Kante haben, von denen mindestens eine mit €
beschriftet ist. Diese Zustinde konnen offensichtlich entfernt werden und die Uber-
génge zusammengefasst. Im konkreten Beispiel entfernen wir also die Zusténde ¢y,
q4, g5 und gg und erhalten folgenden vereinfachten e-NFA:

Wir konstruieren nun den zugehérigen NFA A" = (Q, 3, 6', qo, F’) ohne e-Ubergiinge.
Dieser hat dieselbe Zustandsmenge aber eine gednderte Ubergangsfunktion §’:

5/<q7 )_5q7€a€ U 5Q7

rEe*ae™

Es ist sinnvoll, zunéchst die sogenannten e-Hiillen

= U dg)

rEe*
aller Zusténde ¢ zu berechnen. Wir erhalten

(QO,G*) = {CIO}, 5(612,6*) = {Q2,Q3}> 5(613, 6*) = {QS}>
(26, €") = {43, 6} 5(61776*) ={as, a7}, 5((]9, €)={q}-

Die Ubergiinge ¢ bei Eingabe von Buchstaben aus ¥ ergeben sich aus der Formel

Sy O

~

8'(q,a) = 0(5(5(q, €%), a), €)

wie folgt fiir a € {0, 1}:

"(q0,0) = 5(@({%}70% €)= é({QQ}v €) ={a}
¢'(q0, 1) (090}, 1), €") = 0({az}, €") = {2, 43},
5/(QQ70) - (5({Q27Q3}70)76*) - 5({‘]6}76*) = {q3’QG} )

I
Sy O

Die iibrigen Ergebnisse sind in der untenstehenden Tabelle angegeben, die die Uber-
gangsrelation des neuen Automaten beschreibt. Da in unserem Beispiel offenbar das
leere Wort € nicht in L ist, d. h. € ¢ L, kann die Menge der Endzustéinde unveréandert



tibernommen werden. Damit ist F’ = {q, g6, G7, qo }-

¢ | 9'(¢:,0) | 6'(g:, 1)
Q| {ao} |{a2 a}
q2 {QS7Q6} {Q3,Q7}
ds {Q37Q6} {Q3,Q7}
de {%7%} {CI3,CI7}

qr {Q37QG} {613,617}
q9 0 0

3. Das Potenzmengenverfahren liefert einen zu A’ dquivalenten DFA A” = (P(Q), %, ",
{qo}, F""). Wir listen aber die Ubergangsfunktion nur fiir die von ¢y aus erreichbaren
Zusténde auf. Im Folgenden schreiben wir abkiirzend ¢;q;qx fir {g:, ¢;, g}

S; (5”(5‘@', 0) (5//(81', ].)
do q9 4293
4243 q39e q3qr
q39e q39e qsqr
qsq7 d39e qsq7
q9 0 0
0 0 0

Alle weiteren Zustinde und Ubergiinge sind von {q0} aus nicht erreichbar und
daher fiir die Sprache von A” irrelevant. Die Endzustandsmenge ergibt sich als

F" = {q2q3, 436, 4397, Qo }-

Bemerkung: Es gibt allerdings einen dquivalenten DFA mit nur 4 Zustdnden.

Tutoraufgabe 2

Das sogenannte Shuffle- Produkt spielt in der Theorie der nebenlaufigen Systeme eine wich-
tige Rolle. Fiir zwei Sprachen L, und Ly bezeichnet L, || Ly die Menge der Worter, die man
erhélt, inde man zwei Worter v € Ly und v € Ly beliebig miteinander verschrankt. Dabei
konnen sich Teile aus v und w beliebig abwechseln, wobei die Reihenfolge der Zeichen aus
v und w jedoch erhalten bleibt. Das kann man sich gut als das Ineinanderschieben zweier
Kartenstapel veranschaulichen.

Formal definieren wir L, || Lo wie folgt:

Ly || Ly = {vjw1v24,2 - - - vwy, |1, ..o v, w1, ..o w0, € 55,

V1vg Uy, € Ly und wywsy - - w, € Lo}
1. Versuchen Sie, eine einfache Beschreibung von L((01)*) || L((10)*) zu finden.

2. Begriinden Sie: Wenn L; und Ls regulér sind, dann ist auch L, || Lo regulér. Hinweis:
Konstruieren Sie einen NFA fiir Ly || Lo.

3. Fiihren Sie die Konstruktion konkret fiir die Sprachen L((01)*) und L((10)*) durch
und geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der die Sprache beschreibt.



Losungsvorschlag

1. Es ist auf Anhieb nicht klar, wie die Sprache L((01)*) || L((10)*) aussieht. Die erste
Hypothese, dass es sich um {0, 1}* handeln konnte ist falsch, denn in beiden Teil-
sprachen ist die Anzahl der Einsen und der Nullen stets gleich, also muss das auch
fiir das Shuffle-Produkt gelten. Andererseits ist z.B. das Wort 000111 nicht méglich,
da drei Nullen hintereinander nicht vorkommen kénnen. Man sieht also, das eine
kompakte Beschreibung des Shuffle-Produkts unter Umsténden schwierig sein kann.
Die Automatenkonstruktion im néchsten Aufgabenteil hilft uns aber weiter.

2. Aus zwei NFAs Ny = (Q1, 2,01, o1, F1) und Ny = (Q2, X, 62, qoa, Fo) fiir Ly bzw.
Ly konstruieren wir einen NFA, der das Shuffle-Produkt akzeptiert. Wir verwen-
den einen Produktautomaten, dessen Zustdnde genau Paare von Zusténden der ur-
spriinglichen Automaten sind:

NH = (Ql X Q27275||7 (QO17QO2)>F1 X FQ)

Ein Schritt im neuen Automaten besteht darin, dass einer der beiden “Teilautoma-
ten” einen Schritt macht:

o((q1, @), a) ={(d, @) | ¢ € du(qr,a)} U{(q1,q) | ¢ € da(gq2, @)}

3. Zu den reguléren Ausdriicken (01)* und (10)* kann man leicht je einen NFA angeben:

0
Ni: Ny:

Der Automat N fiir das Shuffle-Produkt hat dementsprechend vier Zustéande:

Hier kann man jetzt auch etwas leichter ablesen, wie die Produktsprache aussieht:
Sie kann z.B. durch den regulidren Ausdruck (01|10)* beschrieben werden.

Tutoraufgabe 3

Beweisen oder widerlegen Sie fiir reguldre Ausdriicke a und f:
1. (af)*a = a(fa)*
2. ala* = o

Falls moglich, verwenden Sie fiir einen Beweis die Regeln zum Rechnen mit reguléren
Ausdriicken aus der Vorlesung.

10



Losungsvorschlag

1. Diese Gleichung lésst sich mit den Rechenregeln aus der Vorlesung nicht zeigen.
Dennoch sind diese beiden Ausdriicke dquivalent. Dafiir zeigen wir zunéchst, fiir
zwei beliebige Sprachen A und B die Gleichung

(AB)* A= A(BA)"
per Induktion:
e n=0:Esgilt (AB)’A= A= A(BA)".
e n—n+ 1: Es gilt

(AB)"™ A= AB(AB)" A
= ABA (BA)" mit Ind.hyp.
— A (BA)H+1

Damit sind die reguléren Ausdriicke dquivalent, denn es folgt:

L((ap) a) = (L(a)L(B))" L(a)
= U (L(a)L(P))" L(a)

2. Mit den Regeln aus der Vorlesung ergibt sich folgende Gleichungskette:

ala® = aof(elaa™) mit Lemma 2.26(1)
= (ale)|aa” mit Assoziativitét
= (e|a)|aa” mit Kommutativitit
= ¢|(a]aa™) mit Assoziativitét
= ¢|(ae|aa™) mit Lemma 2.24(3)
= e|a(e|a”) mit Distributivitit
= ¢laa” mit Beispiel 2.27
=a" mit Lemma 2.26(1)
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