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Einfiihrung in die Theoretische Informatik

Hinweis: Bitte beachten Sie unbedingt die Hinweise zum Ubungsablauf und zu den Aufgaben-
typen auf der THEO-Website (http://theo.in.tum.de/).

Wenn die Zusatzaufgaben abgegeben und Punkte dadurch erworben werden, dann werden diese
Punkte der zweiten Semesterhilfte gutgeschrieben. Die 40% Regelung bezieht sich dabei stets
auf die normalen Hausaufgaben. Die Zusatzaufgaben kénnen also dazu benutzt werden, fehlende
Punkte auszugleichen.

Riickgabe der korrigierten Hausaufgaben: Eingereichte Lésungen der Hausaufgaben kon-
nen am Montag, dem 8. August 2011, in der Zeit von 10:00 bis 12:00 und am Dienstag, dem
9. August 2011, zwischen 14:00 und 16:00 jeweils im Raum MI 01.09.011 (Glaskasten) abgeholt
werden.

Hausaufgabe 1 (6 Punkte)

Sei IF die Menge aller aussagenlogischen Formeln, die ausschliellich mit den Konstanten 0
und 1, logischen Variablen x; mit ¢« € N und der Implikation — als Operationszeichen auf-
gebaut sind, wobei natiirlich auch Klammern zugelassen sind. Beachten Sie, dass x; — z;
die gleiche Wahrheitstafel wie (—z;) V x; hat.

Wie betrachten das Problem ISAT:

Gegeben: F € [F

Problem: Ist F' erfiillbar, d.h., gibt es eine Belegung der Variablen mit Konstanten 0
oder 1, so dass F' den Wert 1 annimmt?

Zeigen Sie: ISAT ist NP-vollstandig. Sie diirfen dazu benutzen, dass das SAT-Problem
NP-vollsténdig ist.

Loésungsvorschlag

o ISAT <, SAT (ISAT ist in NP):

Sei f die Abbildung, die in jeder Formel F' aus IF' jedes Vorkommen der Implikation
a — b durch —a Vv b ersetzt. Dann ist f total und in polynomieller Zeit berechenbar.
Da SAT in NP liegt und NP nach unten abgeschlossen ist (Lemma 5.16), liegt also
auch ISAT in NP.

o SAT <, ISAT (ISAT ist NP-hart):

Sei f die Abbildung, die in jeder Formel F' aus SAT mit Teilformeln a und b jedes
Vorkommen

— der Negation —a durch a — 0,



— der Disjunktion a V b durch (¢ — 0) — b und
— der Konjunktion a A b durch (a — (b — 0)) = 0

ersetzt. Dann ist f total und in polynomieller Zeit berechenbar. Da SAT bereits
NP-hart ist, ist somit auch ISAT NP-hart.

Hausaufgabe 2 (4 Punkte)

Beweisen Sie:

1. P ist abgeschlossen unter Komplement.

2. Das Problem zu entscheiden, ob ein gegebener Graph ein Dreieck enthélt, ist in P.

Loésungsvorschlag

1. Sei A € ¥* in P und sei M = (Q,%,1,0,q,0, F) eine Turingmaschine, die A in
polynomieller Zeit entscheidet, d.h. die charakteristische Funktion y 4 berechnet.
Dann ist M' = (Q U {g}, %, T, ¢, qo, 3, {G}) mit

(g,0,N) fallsge€ Fund a=1
8 (¢,a) = ¢ (¢, 1,N) fallsqge Fund a=0
)

(g,a)  sonst

eine Turingmaschine, die A entscheidet, und zwar ebenso in polynomieller Zeit.
Daher ist auch A in P.

2. Folgender Algorithmus entscheidet dieses Problem:

Priife fiir je drei verschiedene Knoten des Graphen, ob sie untereinander
verbunden sind.

Da es hochstens n? verschiedene Tripel von Knoten eines Graphen mit insgesamt n

Knoten gibt und der Test auf Verbundenheit dreier Knoten in polynomieller Zeit
moglich ist, ist das Problem des Dreiecks in einem Graphen in P.

Hausaufgabe 3 (4 Punkte)

Sei A ein entscheidbares Problem und B € P ein nicht-triviales Problem (d.h. B # @ und
B # ¥*). Zeigen Sie: Aus A < B konnen wir keine Aussage iiber die Komplexitit von A
treffen.

Hinweis: Betrachten Sie eine Reduktion auf die Menge {0, 1}.

Losungsvorschlag

Sei x4 : A — {0,1} die charakteristische Funktion von A. Diese ist total und, da A
entscheidbar ist, auch berechenbar. Da B nicht-trivial ist, gibt es w,v mit v € B und
v & B.Sei f:{0,1} — B die Funktion mit f(0) = v und f(1) = u, dann ist A mit foxa
auf B reduzierbar.

Diese Konstruktion funktioniert fiir alle berechenbaren Sprachen A, insbesondere auch
fiir solche, die nicht in P (oder N P) liegen. Damit ist keine Komplexitétsaussage iiber A
moglich.



Hausaufgabe 4 (6 Punkte)

Seien A, B € ¥* Sprachen in NP. Zeigen Sie, dass dann auch AU B, AB und A* in NP
liegen.
Hinweis: Uberlegen Sie sich hierzu, wie geeignete Zertifikate aussehen.

Loésungsvorschlag

Da A und B in NP liegen, kénnen wir annehmen, dass es polynomiell beschriankte Ve-
rifikatoren M, und Mp fiir A bzw. B gibt. Zum Beispiel fiir ein w € A gibt es also ein
Zertifikat ¢, das “beweist”, dass w € A liegt, und das in Polynomialzeit {iberpriift werden
kann. M, akzeptiert dann das Wort w+c.

Fiir Vereinigung, Konkatenation und Stern miissen wir uns nun jeweils iiberlegen, wie
Zertifikate aussehen kénnen, und wie sie in Polynomialzeit {iberpriift werden kénnen.

Vereinigung: Ein Zertifikat fiir w € A U B besteht aus einer Kennung b € {0,1}, die
angibt, ob w € A oder w € B gezeigt werden soll. Dann folgt ein Zertifikat fiir die
Zugehorigkeit zu der jeweiligen Menge. Der Verifikator iiberpriift nun, welcher der
beiden Fille vorliegt und simuliert dann den Verifikator M4 bzw. Mp.

Wir konstruieren einen Verifikator M, so dass
wH#c € L(My) <= (¢ =0ca Nw#ca € L(My)) V (¢ = leg ANw#cep € L(Mp))

M, priift also anhand der Kennung, um was fiir ein Zertifikat es sich handelt, und
startet dann entweder M4 oder Mpg. Damit haben wir einen polynomiellen Verifika-
tor fiir A U B konstruiert.

Konkatenation Damit ein Zertifikat fiir w € AB moglichst einfach zu iiberpriifen ist,
enthélt es am besten auch die Aufteilung des Wortes w in zwei Teilworter u € A
und v € B. Der Verifikator M, muss priifen, ob diese Zerlegung tatséchlich wieder
das Wort ergibt und (anhand von Zertifikaten) ob die Teilworter in A bzw. B liegen:

wH#Hc € L(My) < c=ufvH#cattcg Nuv =w Autca € L(My) N v#cg € L(B)

Alternativ wére es auch moglich, die Zerlegung nicht im Zertifikat mitzuliefern. Der
Verifikator muss dann selbst eine passende Zerlegung finden. Auch das ist aber in
Polynomialzeit moglich, da es nur |w| + 1 Zerlegungen gibt, die man alle durchpro-
bieren kann.

Stern Wir benutzen die zweite Idee der Konkatenation hier erneut. Ein Zertifikat ¢ fiir
w € A* besteht aus einer Liste von Zertifikaten ¢y, ..., ¢, die angeben, dass Worter
wy, ..., wg in A liegen mit wy - - - wyp = w. Der Verifikator fiir M, muss also fiir alle
Zerlegungen fiir w in k Teilworter anhand der Zertifikate priifen, ob diese Teilworter
in A liegen:

wH#c € L(M,) <= c=c1# - #cy A
(Fwy, .. Wy w = w1 W, A
(Vi € {1,...,n}. wi#c; € L(My)))
Das Finden der geeigneten Zerlegung wiederum ist in Polynomialzeit moglich, da

es fiir ein Wort der Linge n hochstens n* Zerlegungen in k Teile gibt, die man alle
durchprobieren kann.



Zusatzaufgabe 1 (4 Zusatzpunkte)
Zeigen Sie, dass die folgenden Probleme fiir Paare von Turingmaschinen unentscheidbar

sind:
1. EQ.
Gegeben: Ein Paar von Turingmaschinen (M, N).
Problem: Gilt L(M) = L(N)?

2. ECUT.
Gegeben: Ein Paar von Turingmaschenen (M, N).
Problem: Gilt L(M)N L(N) = 27

Losungsvorschlag

1. Wir zeigen, dass die Sprachgleichheit FQ fiir Turingmaschinen unentscheidbar ist,
indem wir Hy auf EQ reduzieren. Sei wy die Kodierung einer Turingmaschine mit
L(My,) = {0} und sei f eine Funktion mit f(w) = (v, wy), wobei M,, eine TM ist,
die folgendes macht:

e Zunéchst wird M,, auf der leeren Eingabe simuliert.
e Wenn M, terminiert, gibt sie 0 aus und akzeptiert.
Jetzt gilt L(M,,) = {0} = M,,, genau dann, wenn w € H, also w € H, genau dann,

wenn f(w) € EQ. Weiterhin ist f total und berechenbar und damit folgt, dass FQ
unentscheidbar ist.

2. Wir reduzieren zunéchst Hy auf ECUT. Da Entscheidbarkeit abgeschlossen unter
Komplement ist, ist damit auch ECUT unentscheidbar. Sei wy die Kodierung einer
Turingmaschine mit L(M,,,) = {0}. Fiir eine TM-Kodierung w sei f eine Funktion
mit f(w) = (w', wp), wobei M, eine TM ist, die folgendes macht:

e Zunéchst wird M, auf der leeren Eingabe simuliert.

e Wenn M, terminiert, gibt sie 0 aus und akzeptiert.
Jetzt gilt L(M,) N L(M,,) # @ genau dann, wenn w € Hy, also w € H, genau
dann, wenn f(w) € ECUT. Weiterhin ist f total und berechenbar und damit folgt,

dass ECUT unentscheidbar ist. Mit unserer Voriiberlegung folgt auch die Unent-
scheidbarkeit von ECUT.

Zusatzaufgabe 2 (2 Zusatzpunkte)
Wir betrachten das Problem PARTITION:

Gegeben: Eine endliche Menge A C N.
Problem: Gibt es ein B C A, so dass Z m = Z n gilt?
meB neA\B

Zeigen Sie, dass PARTITION in NP liegt (in der Vorlesung wurde nur die NP-Hérte
bewiesen).



Losungsvorschlag

Wir verwenden Satz 5.10 aus der Vorlesung und zeigen stattdessen, dass es einen poly-
nomiell beschrankten Verifikator gibt. Als Zertifikat verwenden wir die Teilmenge B. Der
Verifikator summiert jetzt die Element von B bzw. A\ B auf und vergleicht die Summen.
Dies ist offensichtlich in polynomieller Zeit moglich.

Zusatzaufgabe 3 (4 Zusatzpunkte)

Beweisen oder widerlegen Sie:

Sei M ein polynomiell beschriankter Verifikator fiir das Problem A. Verwendet M nur
Zertifikate, die logarithmisch in der Eingabeldnge sind (das heifit, es gibt ein z > 0, so
dass |c| < z -log|w| gilt fiir alle w#c € L(M)), so ist A in P.

Loésungsvorschlag

Sind die Zertifikate logarithmisch in der Eingabelidnge, so gibt es nur polynomiell viele
Zertifikate (denn es gibt ein ¢ mit |[')'°8! = ¢ - [ fiir alle [ € N). Um zu entscheiden, ob
w € A gilt, konnen wir also alle Zertifikate aufzdhlen und mit jedem dieser Zertifikate den
Verifikator M aufrufen. Dann gilt w € A genau dann, wenn der Verifikator eines dieser
Zertifikate akzeptiert. Rufen wir polynomiell hdufig einen polynomiellen Algorithmus auf,
bleibt die Gesamtlaufzeit polynomiell; also liegt A in P.



Quiz 1

Beantworten Sie kurz die folgenden Fragen:
1. Seien A, B Sprachen mit A <, B und B NP-vollsténdig. Gilt dann A NP-vollstéandig?
2. Ist timey, fiir jede deterministische Turingmaschine M berechenbar?

3. PSPACE ist die Klasse all jener Probleme, die eine D'TM mit polynomiell viel Band
16sen kann. Gilt P C PSPACE?

Loésungsvorschlag

1. Nein. Es gilt A € NP, aber diese Reduktion gibt uns keine Aussage dariiber, ob A
NP-hart ist.

2. Nein, denn dann wére das Halteproblem entscheidbar.

3. Ja, denn in polynomieller Zeit kann nur polynomiell viel Band beschrieben werden.
Ob PSPACE C P gilt, ist ein offenes Problem.

Tutoraufgabe 1

Eine Teilmenge A C V' von Knoten eines ungerichteten Graphen G = (V| ') nennt man
Knoteniiberdeckung von GG, wenn alle Kanten von G einen Endpunkt in A haben. Wir
definieren das Problem der KNOTENUBERDECKUNG wie folgt:

Gegeben: Ein Graph G und eine Zahl k.
Problem: Gibt es eine Knoteniiberdeckung von G' mit hochstens & Knoten?

Zeigen Sie, dass das Problem der KNOTENUBERDECKUNG NP-vollsténdig ist.

Losungsvorschlag

Bezeichnen wir das Problem der Knoteniiberdeckung bei entsprechender Kodierung als
KU C %~

e Offenbar ist KU in NP, denn man kann zu gegebenem Problem w € KU, d.h. einem
Graph G = (V, E) mit entsprechendem k, in polynomieller Zeit eine Teilmenge von
Knoten A mit |A| = k raten und dann priifen, ob alle Kanten einen Endpunkt in
der Knotenmenge A besitzen.

e Wir reduzieren das Cliquen-Problem CLIQUE, von dem wir wissen, dass es NP-hart
ist (siehe Vorlesung Satz 5.32), auf KU, d.h., wir zeigen CLIQUE <, KU, wie folgt.

Sei G = (V, F) ein ungerichteter Graph. Wir nennen eine Menge von Knoten A C V
unabhéngig, falls keine zwei Knoten aus A iiber eine Kante verbunden sind. Wir
definieren auBerdem das Komplement von G als den Graphen G = (V,E) mit
E={{u,v} |u,v € Vu#v}\E.

Nun gilt fiir alle A C V und A =V \ A offenbar:

A ist eine Knoteniiberdeckung von G <= A ist unabhiingig in G
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Weiterhin gilt fiir alle A C V:
A ist unabhingig in G <= A ist eine Clique in G

denn die Komplementbildung eines Graphen beseitigt alle vorhandenen Kanten.

Daher gelten auch folgende Aquivalenzen:

A ist eine Clique in G mit k& Elementen
<= A ist unabhingig in G mit k& Elementen
<= A ist eine Knoteniiberdeckung in G mit |V| — k Elementen

Die gesuchte polynomiell berechenbare Reduktionsabbildung f : ¥X* — ¥* ist nun
im Wesentlichen gegeben durch die Abbildung, die einem Graphen G = (V| E)
zusammen mit einem Parameter k& den Graphen G = (V, F) zusammen mit dem
Parameter k' = |V| — k zuordnet.

Man beachte, dass in f die Variablen A und A nicht explizit auftreten, weil diese
Variablen durch den Existenzquantor in den Problemen gebunden sind.

Tutoraufgabe 2

Das STUNDENPLAN-Problem, das in der Praxis allen bekannt ist, lasst sich vereinfacht
wie folgt formal beschreiben:

Gegeben: Endliche Mengen S (Studierende), V' (Vorlesungen) und 7" (Termine) und eine
Relation R C S x V. Dabei bedeutet (s,v) € R, dass s die Vorlesung v besuchen
mochte.

Problem: Gibt es eine Abbildung f : V' — T, so dass alle Studierenden einen iiber-
schneidungsfreien Stundenplan haben, also

(s,v1) € RA(s,v2) € RAvy # vy = f(v1) # f(ve)

1. Zeigen Sie, dass STUNDENPLAN in NP liegt.

2. Zeigen Sie, dass STUNDENPLAN NP-hart ist, indem sie eine polynomielle Reduktion
von 3COL auf STUNDENPLAN angeben.

3. Geben Sie nun eine Reduktion von STUNDENPLAN auf SAT an, die es erlaubt, das
Stundenplanproblem mit Hilfe eines SAT-Solvers zu 16sen.

Losungsvorschlag

1. Um zu zeigen, dass STUNDENPLAN in NP liegt, geniigt es zu zeigen, dass es effizient
iiberpriifbare Zertifikate gibt (vgl. Satz 5.10). Ein solches Zertifikat ist offensichtlich
die gesuchte Abbildung f, die man z.B. als geordnete Liste von Terminen (einen
pro Vorlesung) kodieren kann. Wir miissen uns lediglich klarmachen, dass dieses
Zertifikat in Polynomialzeit iiberpriift werden kann. Das ist der Fall, denn man
kann z.B. zur Uberpriifung die Stundenpline aller Studierenden (|S| Stundenpline
mit maximal |V| Eintréigen) aufstellen und auf Uberschneidungen priifen.
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2. Die polynomielle Reduktion funktioniert wie folgt: Gegeben eine Instanz G = (V, E)
von 3COL, konstruieren wir daraus ein Stundenplanproblem (S, V', T, R) wie folgt:

S=FE
V=V
T ={1,2,3}

R={({v1,v2},v) € S x V | v € {v1,v:}}

Die Knoten des Graphen werden also zu Vorlesungen und die drei Farben zu Ter-
minen, die man den Vorlesungen zuordnet. Fiir jede Kante zwischen zwei Knoten
erzeugt man nun einen Studenten, der genau die beiden entprechenden Vorlesungen
horen will und somit verhindert, dass sie auf denselben Termin gelegt werden.

Die oben beschriebene Transformation ist offensichtlich in Polynomialzeit berechen-
bar (es handelt sich ja im Wesentlichen um eine “Umbenennung” der Konzepte).
Somit ist das Graphenfarbungsproblem auf das Stundenplanproblem polynomiell
reduzierbar:

3COL <, STUNDENPLAN

Da von 3COL bekannt ist, dass es NP-hart ist (Satz 5.38, wurde in der Vorlesung
aber nicht bewiesen), haben wir nun gezeigt, dass STUNDENPLAN NP-hart ist, und
somit (mit Teil 1) NP-vollsténdig.

3. Eine einfache Kodierung eines gegebenen Stundenplanproblems (S, V, T, R) in SAT
ist folgende:

e Fiir jede Vorlesungs-Termin-Kombination benétigen wir eine Boolesche Va-
riable, die genau dann wahr sein soll, wenn die Vorlesung zu diesem Termin
stattfindet. Wir erhalten also die Variablenmenge {z | v € V,t € T'}.

e Vorlesungen sollen nicht an mehreren Terminen stattfinden, was wir durch

Constraints
SFAVAWARRCGRE:H
veVteT t'eT
t' £t
ausdriicken.

e Die Einschénkungen, die sich aus den Wiinschen der Studierenden ergeben,
beschreiben wir mit

BR= A N —(al, Aal,)

(v1,02)EVXV mit teT
(val)eRv (87U2)€R
und v1F#va

e Schliefflich miissen wir noch sicherstellen, dass jede Vorlesung auch stattfindet,
denn sonst wére der leere Stundenplan immer eine Lsung:

- AV

veV teT



Aus einer Belegung, die F' = Fy AFy A Fj erfiillt, kann man dann leicht einen Stunden-
plan ablesen. Die oben beschriebene Codierung ist offensichtlich in Polynomialzeit
berechenbar.

Im Prinzip haben wir mit dieser Einbettung in SAT nur noch einmal gezeigt, dass
STUNDENPLAN € NP. Im Gegensatz zu Teilaufgabe 1 haben wir nun aber auch
einen Weg aufgezeigt, wie man das Problem praktisch angehen kann, ndmlich mit
der Hilfe von effizienten Losern fiir SAT. Das ist haufig schneller und einfacher, als
einen problemspezifischen Algorithmus neu zu entwickeln und zu implementieren.



