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Ubungen zur Vorlesung Einfihrung in die Informatik |V

Eine primitiv rekursive Funktion besteht entweder aus einer der Grundfunktionen:

succ: NN, succ(n) =n+1
zerol®: N, zero() =0
zeroV: NN, zeroW(n

T N — N, T4 (X1, .., Xn)
aus Komposition primitiv rekursiver Funktionen

g: NN
hi: NM - N,1<i<n

durchf: N™ 5N, f=golhy,....,hp], mit f(Xg,...,Xn) = g(ha(X1, ..., Xm)s -+, Mn(X1, oo, Xm))
oder aus primitiv rekursiven Funktionen

g: KN
h: N2 N

durch das Schema der primitiven Rekursion

f(X]_,...,Xk,O) = g(xla"',xk)7
f(Xg, .o X,N+1) = h(xqg,...,X,n, f(x1,...,%,N)),

abgekurzt durch
f=pr(g,h).

Aufgabe 23 Primitiv rekursive Funktionen

Definitionsschema fur einstellige FunktionerDefinitionsschema fur zweistellige Funktionen:

F(0) =g f(m 0 =g(m)
f (suce(n) =h(n, f(n))  f(m, succ(m)) — h(m, n, f(m, n))
$q(0) =0 =90)
sq(succ(n)) = sg(n) +2«n+ 1 =add(sq(n), add(1 mult(2, n))) = h(n, sq(n))

also istsg = pr(g, h) mit

g=zerol?,

h=addo[ 13, addo[ onel?, multo[two®, 18]]],
onel? = succo zero® o 12 und

two(? = succo succo zeroM o T2,
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Aufgabe 24 p-rekursive Funktionen

Einep-rekursive Definition der partiellen Funktigsqr t , die Quadratwurzeln naturlicher Zahlen
berechnet:

psart = p(h)
mit h:N? — N partiell gegeben durch:
h(x,y) = psub(x,y-y) (psub seidie partielle Subtraktion.)

Behauptung:

Sqrt () = W falls w2 = x
Psq ~ 1 undefiniert sonst

Dabei seiw die ganzzahlige Wurzel voxy d.h. die eindeutig bestimmte naturliche Zahl mit der
Eigenschaftv® < x < (w+1)2.

Beweis:
Zu zeigen ist

e Im Fallw? = xisth(x,y) = 0 firy = wundh(x,y) > 0 fiiry < w.
e Im Fallw? < xisth(x,y) > 0 oderh(x,y) undefiniert.

Seiw? = x. Dann istx eine Quadratzahl und es gilt
Vy:
(y=w = psub(xyy)=0) A
(y<w = psub(x,y-y) > 0)
Seiw? < x < (w+1)2. Dann istx keine Quadratzahl und es gilt

vy :
(y<w = psub(x,y-y) >0) A
(W<y = psub(x,y-y) undefiniert,
dax < (W+1)2<y-y)

Aufgabe 25 Aquivalenz von p-Rekursion und while-Programmen auf Register maschi-
nen

(a) Gegeben sei die folgengerekursive Funktion zur Berechnung der partiellen Subtraktion
zweier naturlicher Zahlen

a—b=p(h)(a,b),

wobei die primitiv rekursiv definierte Funktidit N3— > N definiert ist durch die Gleichung

h(a,b,y) = sub+y,a) +sulla,b+y)
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(i) Jede primitiv rekursive Funktion lasst sich in ein while-programm umsetzen.

Die Zuweisungso := h(sa, %, Sy) wird in das folgende Registermaschinen-Programm
M umgesetzt.

whilep(predp) S :=0;

whiler(pred;) S :=0;

whilex(predy) $:=0;

whil e (preds) Sx = 0;

whil ey (predy) S =0

whiley (predy) sy :=0;

whil ey (succo; succy ; succy ; predy) (50,51, S, Sb) = (S, S, S, 0);

whil ey (succo; succy; succy; predy) S0,81,8y,Sy) = (S0 +Sy,51+5y,8,0);
whil ea( predo; succy; preda) S0, S¢,Sa) = (S0 — Sa, %, 0);

(
(
whil ey (succy; succy; predy ) (S2,%,8¢) = (S¢,S,0);
whiley (predy; pred;) ESQ ,81) = (2 —51,0);
(
(sy,

whil ex(succo; predy) ) = (S0+2,0);
whil ey (succy; predy) S, Sy) = (Sy, 0);
whil ey (succy; predy) sy) = (sy,0);
(i) Die p-Rekursion wird in das folgende Registermaschinen-Programm umgesetzt.

whiley( predy) s, :=0;
M 0 1= N(Sa, %, Sy);
whileg(succy; M) whilesg > 0do

s =5+1

S0 i= N(Sa, S, Sy);

od

(b) Wir zeigen: Jedes while-Programm auf einer Registermaschine lasst sich pprekesive
Funktion umsetzen. Wir fassen ein while-Programm auf emRegistermaschine auf als
eine FunktiorN"— > N", die den Registera= (sy,...,S,) neue Werte zuordnet.

(i) succ;, pred; unde sind primitiv rekursiv:
succ = [ T,...succoTt'... T

predi =[10,... predo Tt ... 1]
e=id

(i) Sind M1 undM p-rekursiv, so auciviy; Ma:
M1; M2 = Moo M4

(iii) Ist M p-rekursiv, so auckvhile (M) :

Wir definieren zunéchst einerekursive Funktiorp , so das(s, k) den Wert der Re-
gister nachk-maliger Ausfiihrung des Programmkliefert. (p ist p-rekursiv, dasvi
p-rekursiv ist, d.h. das Ergebnis kann auch undefiniert sein, Wenitht terminiert)
p:N"xN— N

p(s,0)=s

p(s,suc(n)) = M(p(s,n))

Wir setzenwhilg (M)(s) = p(s,k)
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wobeik die kleinste Zahl ist, so dass nakimaliger Ausfiihrung des Programrivk
das Registes den Wert 0 hat, falls diese Zahl existiert, ansonsten undefiniert.
k= u(h)(s) = min{y. i(p(s,y)) = 0}

mit h(s,y) = 15(p(s,y))

Falls das while-Programm terminiert, ist gigekursive Funktion definiert, ansonsten
undefiniert.

Aufgabe 26 (H) Aquivalenz von primitiver Rekursion und for-Programmen auf Register-
maschinen

(&) Um die in der Aufgabenstellung gegebene Behauptung zu beweisen, ist zu peigetiv
rekursiv = for-berechenbar undprimitiv rekursiv <= for-berechenbar.

e =" Der Aufbau primitiv rekursiver Funktionen legt folgendes Induktionsschema
nahe: Der Induktionsanfang erstreckt sich Uber die Grundfunktionen, ein Induktions-
schluld ist Uber die Komposition und das letztgenannte Schema zu fuhren.

Induktionsanfang: Die Grundfunktionen sind for-berechenbar:

succ  — succy;

zero — fory(e);

' — fory(e); ...; fori_1(¢€);
forit1(g);...; forn(e);

Induktionsschluf3: Induktionshypothese ist, dass die primitiv rekursive Funktianen
undh (bzw.h;) for-berechenbar sind; entsprechende Programme seien im weiteren
durch G, H bzw. Habgekirzt. Zu zeigen ist dann, dass jede Funktion diegaus
undh (bzw. h;) in einem Schritt, also durch Komposition oder durch das Schema
der primitiven Rekursion aufgebaut werden kann, wiederum for-berechenbar ist.
Komposition: Funktionen, die durch Komposition aus G ungdhb¢rechnet wer-

den, sind ebenfalls for-berechenbar, denn

f =go[hy,....,hn] = H1; ...; Hyy G

Schema der primitiven Rekursion: Es bleibt noch der Fall zu betrachten, dass
eine Funktionf, die durch das Schema der primitiven Rekursion aus for-
berechenbaren Funktionefxy, ..., Xk) undh(x, ..., X, Y, 2) entsteht, wieder-
um for-berechenbar ist. Durch das folgende Programm Wwirdrechnet:

G; result :=g(xq, ..., X);
form(e); m:=0;
predy y=y-1
fory(H, succm); fori:=yto0Odo
result :=h(xy, ..., Xk, m,result);
m:=m+1;
od

hierbei verifiziert man durch Induktion Gber die Anzahl der Schleifendurch-
laufe, dass esul t nachi > 0 Schleifendurchlaufen den Weftx, ..., X, 1)
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hat. Die Schleife wird im ganzen y-mal durchlaufen, so dassil t schliel3-
lich den gesuchten Weft(xy, ..., Xk, y) annimmt. Schlie3lich muf3 das angege-
bene Pseudocode-Programm noch in ein Registermaschinen-Programm trans-
formiert werden: Die beiden dort auftretenden Zuweisungen der Variablen
resul t sind per Induktionsannahme RM-berechenbar; wir kiirzen diese mit
G und H ab.

e <" Wir zeigen: Jedes for-Programm auf der Registermaschine lasst sich in eine

primitive rekursive Funktion umsetzen.

(i) succ;, pred; unde sind primitiv rekursiv.
succ = [ T, ...succoTt'... Tt
predi =[17,... predo Tt ... (]
e=id

(i) Sind M1 undMa primitiv rekursiv, so auctv{; Ma:
M1; Mo =Moo Mq

(iii) Ist M primitiv rekursiv, so auch dig-malige Ausfuhrung(s, k) von M:
p:N"xN— N
p(s,0)=s
p(s,suc(n)) = M(p(s,n))

Ist M primitiv rekursiv, so auctfor;(M) :
Wir setzen:fori(M)(s) = p(s.i)

(b) Die in der Aufgabenstellung gegebene For-Schleife unterscheidet sich von einer While-
Schleife im wesentlichen dadurch, dass bei einer For-Schleife die Zahl der Schleifendurch-
laufe von Anfang an, durch die im Register i gespeicherte Zahl n auf eben dieses n festge-
legt ist. Bei einer While-Schleife ist dagegen die Zahl der Durchlatfe nicht fest vorgegeben,
sondern hangt von dem Programm M ab. Aus dem eben durchgefihrten Beweis kbnnen wir
also folgern, dass bei primitiver Rekursion die Zahl der rekursiven Aufrufe abschéatzbar ist.
Darin unterscheiden sich primitiv rekursive Funktionen yerekursiven, wo die Zahl der
rekursiven Aufrufe von vornherein nicht feststeht.

Aufgabe 27 (P) Rekursionsoperator

Teilaufgabe a)
Die Fakultatsfunktiorf ac ist primitiv rekursiv definiert durch
fac(0) = succ(zerol?())
= succozerol?
fac(n+1) = (n+1)-fac(n)
= mult(succ(n), fac(n)
mult o [succo T8, TB] (N, fac(n))
Die zuletzt aufgeflihrte Gleichung erflllt somit die fir das Rekursionsschema erforderliche Form

f(n+1) =h(n, f(n)), d.h. der Rekursionsoperator verknupft die beiden primitv rekursiven Funk-
tionen

g = succozerol®
h = multo[succoTs, T



Teilaufgabe b) und c)

-- Constant function zero
zero0 = 0

-- Successor function
succ x = x +1

-- Dyadic projections
pi2l (x, y) =x
pi22( x, y) =y

-- Conposition operators for monadi ¢ and dyadic function g

comp g h x =g(h x)
conp2 g hl h2 x = g(hl x, h2 x)

-- Auxiliary definition of multiplication
mlt(x, y) =x*y

-- Primtive recursion operator for nonadic function f
pr :: Int -> ((Int, Int) ->1Int) -> (Int -> Int)
pr gh = f where
f(0) =g
f(n+l) = h(n, f(n))

-- Primtive recursive definition of the factoria
fac = pr (succ(zero0))
(conp2 mult (conp succ pi2l) pi22)
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