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Aufgabe 48 Terminierungsbeweise fur rekursive Funktionsdeklarationen (Ldsungsvorschlag)

a) Wir definieren die Abstiegsfunktion h: N — N mit

h(x) = x
Zu zeigen:
(i) h(x) =0= fac(x)#£L {IA - Induktionsanfang}
(i) unter der Voraussetzung fac(x)#.L fur h(x) <k:
h(x) < k+1 = fac(x)#L {IS - InduktionsschluR}

Beweis durch Induktion Uber k:

(i) k=0
Aus der Definition von h(x) und fac ergibt sich unmittelbar:
h(xX) =k=0=x=0=fac(x) =1#L

(i) k—k+1
Fur alle x e N, mit x> 0 gilt:

{fac(x) #.L gdw. rek. Aufruf in Rumpf terminiert} h(x—1)
{Def. von h} = x-1
{x e N} < X
{Def.von h} = h(x)
{linke Seite IS} < k+1
= h(x—1) <k
{nach I.-Voraus.} = fac(x—1)#L

Mit der Def. von fac und der Voraussetzung x > 0 folgt: fac(x)=x*fac(x-1) #_L

b) Als Abstiegsfunktion wéhlen wir h: N* x N* — N mit:

h(a,b) == 0 , falls a = empty V b = empty
77| laenge(a) +1aenge(b) |, falls a # empty A b # empty

Der Induktionsanfang ergibt sich aus der Definition von schnitt. Erfolgt kein rekursiver
Aufruf, d.h. ista = empty v b 2 empty erfillt, so ist h(a, b) = 0 und schnitt(a, b) terminiert
mit dem Ergebnis empty.

Im Falle eines rekursiven Aufrufs ist a = empty v b 2 empty nicht erfiillt, h(a, b) # 0 und
es sind drei Félle zu betrachten:
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(i) first(a) = first(b)
rekursiver Aufruf schnitt(rest(a), rest(b)).
o , rest(a) = empty V rest(b) 2 empty
h(rest(a), rest(b)) = { laenge(a) + laenge(b) —2 , rest(a) # empty A rest(b) # empty
< h(a,b)
(i) first(a) < first(b)
rekursiver Aufruf schnitt(rest(a), b)
_Jo , rest(a) = empty v b 2 empty
h(res(a),b) = { laenge(a) + laenge(b) — 1 , rest(a) # empty A b # empty
< h(a,b)
(iii) first(a) > first(b)
rekursiver Aufruf schnitt(a, rest(b))
0 ,a = empty V rest(b) = empty
h(a,rest (b)) { laenge(a) + laenge(b) —1 , a # empty A rest(b) # empty
< h(a,b)
Im Fall eines rekursiven Aufrufes tritt also entweder sofort der Terminierungsfall ein, falls
h(rest(a),rest(b)) =0, h(a,rest(b)) = 0 oder h(rest(a),b) = 0 oder h verringert sich um 2
bzw. 1. Jede absteigende Folge in N ist aufgrund der Fundiertheit von N endlich und damit
terminiert die Funktion schnitt nach endlich vielen Schritten.

Aufgabe 49 Terminierung rekursiver Funktionen (L6ésungsvorschlag)

a) Bei jedem rekursiven Aufruf von f wird der Abstand zwischen erstem und zweitem Argu-
ment echt kleiner.

Diese Beobachtung fomalisieren wir in einer Abstiegsfunktion h. Wir definierenh: Nx N —

N durch
y—x, falls x<y

h(xy) = { 0, falls x>y

fur alle x,y € N.
Nun beweisen wir, dal3 h tatséchlich eine Abstiegsfunktion fur f ist.

(i) Furalle x,y € N gilt:

h(x,y) =0
{Def.vonh} = x>y
{Def.vonf} = f(x,y)=1Vf(xy)=x
{xeN} = f(xy)#L
(i) Faralle x,y € Nmitx <y qilt:
h(x, (x+Yy) +2)
B (x+y)+2-x falls x< (X+y)+2
{Def.von h} = { 0, falls x> (x+y)=+2
{ausx < yfolgt x+y < 2xy < y—X

also (x+Yy)+2 < y und damit
(X+y)+2—x<y—X; aus

x < y folgt aulerdem 0 < y— x}

{Def.von h, Vor. x < y} = h(x,y)
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(i) Furalle x,y e Nmitx < yqgilt:

h(1+(x+y)+2,y)
y—1—(x+y)+2, falls 1+ (x4+y)+2<y

{Def. von hi} { ( ) 0, falls 1+Ex+y§+22y
{aus x < yfolgt 2xx < x+y < y—X
also x < 1+ (x+Y) <+ 2 und damit
y—1—-1(X+y)+2<y—X; aus
x < y folgt aulerdem 0 < y—x}
{Def.von h, Vor. x < y} = h(xy)

Damit ist gezeigt, daB h eine Abstiegsfunktion fur f ist.
Aufgabe 50 Einbettung (L6sungsvorschlag)

a) Minimumsuche:

mnimm:: [Int] -> Int

mnimum/[] = undefined
mninmums = mninun? (head s) (tail s)
mninun2 :: Int -> [Int] -> Int

mnimnm x [] =X
mnimnm x (y:s) | x<y
| otherwise

mnimn x s
mninmun2 y s

b) Berechnung der ersten n Primzahlzwillinge:

isprim:: Int -> Bool
isprimn = (n >=2) && (not (isdiv (n/2) n))

isdiv :: Int -> Int -> Bool
isdivkn]| k<=1=False
| otherwise = (mod n k == 0) || (isdiv (k-1) n)

gol dbach :: Int -> [(Int, Int)]
gol dbach n = zwillinge 2 n []

zwillinge :: Int ->1Int ->[(Int, Int)] -> [(Int, Int)]
zwillinge z O Il =11
zwillinge z n Il | iszwilling = zwllinge (z+2) (n-1) ((z, z+2): Il)

| otherwise = zwillinge (z+1) n ||
where iszwilling = isprimz & isprim(z+2)

c) Implementierung der Goferfunktion concat :

reduziere :: [[a]] -> [a]
reduziere x = verbinde [] X

ver bi nde ::
ver bi nde |

[ a]_ -> [[a]] -> [a]
verbinde | (x:l

[
]
X

I
1) = verbinde (I++x) Il
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Aufgabe 51 Zuweisungen (L&sungsvorschlag)

a)

b)

Zuweisungen bewirken Zustandsédnderungen. Zustande sind Belegungen, die den Programm-
variablen Werte zuordnen. L ist der undefinierte Zustand. Fur das gegebene Programm ha-
ben wir folgende Zustandsanderungen:

Zust. vor Zuweis. Zuweisung Zustand nach Zuweisung
Op#L X:=4; 01 = 09p[4/X

01 y=2 02 = 01[2/y] = 0o[4/X][2/Y]
02 yi=x+1 03 = 02[5/y] = 0o[4/X][5/Y]
03 X:=y+1; 04 = 03[6/X] = 00[6/X][5/Y]
04 X = X*X; 05 = 04[36/X] = 09[36/X][5/Y]

Schreiben wir Xpey, Yneu fr o5(X), o5(y), so erhalten wir Xpey = 36, Yneu = 5.

Initialzustand fur alle drei Anweisungen sei 0g #.1.

(i)

Oo#Ll Xx:=y+1, 01 = Go[00(y) +1/x]

01 yi=x+1 02 = 01[01(X) +1/y] = 01[00(y) +2/y] =

= 0o[00(Y) +1/X][00(Y) +2/Y]

Schreiben wir Xat, Yar fir oo(X), 0o(y) Und Xneu, Yneu fr 02(), 02(Y), 50 gilt Xneu = Yait +1,
Yneu = Yait +2.

(ii)
go#L (XY):=(y+1,x+1); 01 = 0o[00(Y) +1/X][00(X) +1/Y]

D.h. es gilt Xney = Yalit + 1, Yneu = Xait + 1.

(iii)
Oo#L yi=x+1; 01 = Oo[00(X) +1/Y]
o1 X:=y+1; 02 = 01[01(y) + 1/X] = 01[00(X) +2/X] =

= 0o[00(X) +1/y][00(X) +2/X]

Die Zustandanderung der kollektiven Zuweisung 1aBt sich nur mit einer zusatzlichen Hilfs-
variablen realisieren:

oo#Ll h:=Xx 01 = 0p[0oo(X)/h]
01 x:=y+1 02 = 01[00(Y) + 1/x] = 0o[00(X)/h][00(y) +1/X]
ep. y:=h+1 03 = 02[02(h) 4 1/y] = 0o[00(X)/hl[G0(y) + 1/X][00(X) +1/Y]

Streng gesehen ist auch diese Zustandsénderung nicht identisch mit der der kollektiven Zu-
weisung, da das a3 von hier nicht mit oy in (ii) Gbereinstimmt. Hier wird ndmlich og auch
an der Stelle der Hilfsvariable h veréndert.
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C) Z:=z+X X:=X+W, Wi=w+ty, y:=y+1;

Die Reihenfolge der Zuweisungen an z, x, w, y ist die einzige, die ohne Hilfsvariablen aus-
kommt. Man findet diese Reihenfolge ber den folgenden Graph, der angibt welche neuen
Variablenwerte von welchen alten abhdngig sind.

2 — gk — i — Py

OROR®

Aufgabe 52 Hornerschema/Pascal (L6sungsvorschlag)

a) b) c)d)e)
program auf gabe52 (I nput, CQutput);

{Vari abl endekl ar at i on}
var x, yoh, ymh : Integer;

{ Haupt pr ogr ammj
begi n

X 1= 4,

{ Berechnung ohne Hor ner schena}
yoh = 2¥X*X*X*X*X - X*X*X*X + 4*¥X*X*X - 3*X*X + 2;

{Berechnung mt Hornerschena}

ymh = 0;

ymh = ynh*x + 2;
ymh = ymh*x - 1;
ymh = ynmh*x + 4;
ymh = ymh*x - 3;
ymh = ymh*x;
ymh = ymh*x + 2;

{ Ausgabe der Ergebni sse}

WitelLn (' Ergebnis ohne Hornerschema: ', yoh);
WiteLn (' Ergebnis mt Hornerschema : ', ymh);
WitelLn;

end.

f) Anzahl der arithmetischen Elementaroperationen:

e ohne Hornerschema 17,
e Mmit Hornerschema 11.



