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Aufgabe 22 Pradikatenlogische Ausdriicke tber den nattrlichen Zahlen (Losungsvorschlag)

a) y isteine gerade Zahl & T(2,y)

b) vy isteine Primzahl & Vnatx:[T(xy) = x=1)V(x=Yy)]

¢) xundysindteilerfremd << Vnatv:(T(\X)AT(vy)=>v=1

d) zistggT vonxundy & T(ZX)AT(zy)A(Vnatv: (T(v\X)AT(vY)) =v<2)

Aufgabe 23 Formulierung pradikatenlogischer Ausdriicke (Losungsvorschlag)

Bei der Losung dieser Aufgabe verwenden wir, da wir nur Elemente aus der Menge D aller Dra-
chen betrachten, anstatt Vx € D bzw. Ix € D, die abkirzende Schreibweise Vx bzw. 3x.

a) Es ergeben sich folgende pradikatenlogische Ausdriicke:

(i) WY[VxKi(xy) = Fl(x)] = Gl(y)
(i) VxGr(x) = FI(x)
(iii) VXY Ki(x,y) AGr(y)] = Gr(x)
b) Eine informelle Begriindung kénnte folgendermalen beschaffen sein: Aus der Tatsache (iii)
folgt, dass Kinder eines grinen Drachens grin sind. Mit (ii) ergibt sich, dass die Kinder
griner Drachen fliegen kdnnen. Da ein griiner Drachen glicklich ist, wenn alle seine Kinder

(das beinhaltet auch den Fall, dass ein Drache keine Kinder hat) fliegen kénnen (i) wir
folgern, dass griine Drachen glucklich sind.

¢) Ausgangspunkt der Beweisfuhrung ist die Tatsache (iii):

Vx[3y Ki(x,y) A Gr(y)] = Gr(x)
(Definition der Implikation) = Vx—[3yKi(x,y) AGr(y)]V Gr(X)
(Bezieh. zwischen All- und Existenzquantor) = Vx[Vy—(Ki(x,y) AGr(y))] Vv Gr(X)
(Weglassen der Klammern) = V¥xVy = (Ki(x,y) AGr(y)) v Gr(x)
(Definition der Implikation) = Vxvy (Ki(x,y) AGr(y)) = Gr(x)
(Vertauschen der Allquantoren) = Vyx (Ki(x,y) AGr(y)) = Gr(x)

Wir haben bis jetzt den ersten Teil der informellen Begriindung, —alle Kinder griiner Dra-
chen sind gruin—, formal begriindet. Es gilt jedoch auch Tatsache (ii); wir kénnen also weiter
die Gultigkeit von

VWX (Ki(X,y) AGr(y)) = Gr(x)] A[Vx Gr(x) = FI(X)]
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folgern, was nach Zusammenfassen der Allquantoren de aquivalenten Ausdruck
VWX ((Ki(x,y) AGr(y)) = Gr(x)) A (Gr(x) = Fl(x))

ergibt. Die Implikation ist eine transitive Operation, d.h. es gilt die Tautologie:
[(a= b)A (b= c)] = (a= c) (dies kann leicht algebraisch oder mit einer Wertetabelle
gezeigt werden); somit kénnen wir folgern:

YWX(Ki(X,y) AGr(y)) = FI(X). (x)

Wir haben also gezeigt, dass die Kinder griiner Drachen fliegen kdnnen. Nun gilt zusétzlich
noch die Tatsache (i), die wir mit dem Pradikat (*) zu

= [WX (Ki(x,y) AGr(y)) = FI(X)] A [VY¥X (Ki(X,y) = FI(X)) = Gl(y)]
= WYX ((Ki(x,y) AGr(y)) = FI(X)) A ((Ki(x,y) = FI(x)) = GI(y))

zusammenfassen kdnnen. Mit der (etwas mihsamer, jedoch prinzipiell nicht schwierig zu
beweisenden) Tautologie [((aAb) = c)A((a=>c) = d)] = (b=-d) folgern wir schlieflich:

VyGr(y) = Gl(y)

Das heif3t, alle griinen Drachen sind glicklich!

Aufgabe 24 Interpretation von pradikatenlogischen Formeln (Losungsvorschlag)

Wir wéhlen als Rechenstruktur A = NAT und die Sorte m = nat.
a) Wir spezifizieren die Prédikate p, g wie folgt:
. L , falls x gerade
NAT . nL 1. : _ ,
PN~ B fUrxeN:p(x) = { O , falls x ungerade

{ L , falls 3 ein Teiler von x ist

NAT . il
' O |, falls 3 kein Teiler von x ist

q — B frxeN:q(x) =
Dann ist sowohl die Formel t erfullt (denn es gibt eine Zahl, die gerade ist, und es gibt eine
Zahl, die durch 3 teilbar ist) als auch die Formel s (denn es gibt eine Zahl, die sowohl gerade
als auch durch 3 teilbar ist). Die Formeln t und ssind also in diesem Kontext beide gultig.

b) Wir spezifizieren die Prédikate p,q wie folgt:

VAT NL B firxe N p(x) = {L , falls x gerade

O , falls x ungerade

{ L , falls x ungerade

NAT . il
' O |, falls x gerade

q — B firxeN:q(x) =

Dann ist zwar die Formel t erfiillt, aber die Formel s nicht, denn es gibt keine natirliche
Zahl, die sowohl gerade als auch ungerade ist. Die Formeln t und s sind also nicht beide
gultig.

Aus (b) folgt also, dass das ahnlich aussehende Formelpaar

(I3mx: p(x)) A (Imx: q(x)) und Im x: (p(x) Aq(x))
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nicht dquivalent ist. Analog kann man zeigen, dass das Formelpaar
(Vmx: p(x)) VvV (Vmx: g(x)) und Vm x: (p(x) Vaq(x))
nicht dquivalent ist.

Aufgabe 25 Ableitungen von préadikatenlogischen Formeln (Losungsvorschlag)

a) Wir geben eine Herleitung der Formel an:

(Z,{Vboolx: t}) FVboolx:t wg. Regel (0)
(Z,{Vboolx: t}) Ft[true/x| wg. Regel (2),

true # 1 von Sorte bool
(Z,{Vboolx: t}) F3Iboolx:t wg. Regel (3),

true # 1 von Sorte bool
(Z,{}) t (Vboolx:t)=(3boolx:t) wg.Regel (5)

b) Die Herleitung in (a) funktioniert fur beliebige Sorten m anstelle von bool nur, wenn man
bei Anwendung von Regel (3) einen Term der Sorte m angeben kann, mit t; #_1. Fur eine
Rechenstruktur A mit m” = { L } ist dies nicht méglich. Die Formel ist in der Tat auch fiir
alle solchen Rechenstrukturen nicht gultig. Sie ist auch nicht herleitbar.

c) O.b.d.A.sind x,y nichtin Z.

(Z,{vmx:Vny:t}) FVmx:Vny:t wg.Regel (0)
(Z,{vmx:Vny:t}) FVny:t wg. Regel (2) mitt; = x
(Z,{vmx:Vny:t}) Ft wg. Regel (2) mitt; =y
(Z,{vmx:Vny:t}) FVmx:t wg. Regel (1) und x ist nicht frei

in{Vmx:Vny: t}undxistnichtin X
(Z,{vYmx:Vny:t}) FVny:Vmx:t wg.Regel (1) undy istnicht frei
in{Vmx: Vny:t}undy istnichtinX
(Z,{}) F({¥mx:Vny:t)= (Vny:Vmx:t)
wg. Regel (5)

d) Wir wahlen als Rechenstruktur A = NAT und folgenden Spezialfall der Formel in (d) :
(Vnaty: dnatx: x>y) = (dnatx: Vnaty: x>y)
Diese gilt offensichtlich nicht in NAT.

e) Hier wird eine weitere Regel benétigt:
(6) Wenn (£,H)Ftund Z=(SF), f € F, f nicht frei in H und t, so gilt: (Z',H) -t fir
2= (SF\{f}).
(Z,{3mx:Vny:t}) F3Imx:Vny:t wg.Regel (0)
(Z,{3mx:Vny:t}) FVny:t wg. Regel (4) und x ist nicht frei in
{dmx: Vny:t} mitX=(SF),
Y =(SF)und F =FU{x}

(Z'{3mx:Vny:t}) Ft wg. Regel (2) mitty =y #L
(Z,{3mx:Vny:t}) FImx:t wg. Regel (3) und dax e F/ giltty =x#L
(Z,{Imx:Vny:t}) F3Imx:t wg. Regel (6)

(Z,{3mx:Vny:t}) FVny:3Imx:t wg.Regel (1) undyistnichtinX
und nicht frei in {3mx: Vny: t}
(Z,{}) F@Emx:Vny:t)=(Yny: 3Imx:t)
wg. Regel (5)
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Aufgabe 26 Die Rechenstruktur der Punkte im Koordinatensystem (Lodsungsvorschlag)

a) Die gesuchte formale Spezifikation lautet:

boolX =B

int =7+

point® = (ZxZ)*+

makeX: Z-x T+ — (ZxZ)*

make" (x,y) = (%,Y)

projXK: (ZxZ)*+ — 7+

projX* (x,y) =X

projYX: (ZxZ)*t =7+

projY* (x,y) =y

movetoX: (ZXxZ)tx T+ x 7+ — (ZxZ)*

moveto® ((x,y),dx,dy) = ((x+dx), (y+dy))

b) Eine Implementierung der oben spezifizierten Sorten und Funktionen kdnnte lauten:
data Point = Make Int Int

proj X :: Point -> Int
proj X (Make x y) = X

projY :: Point -> Int
projY (Make x y) =y

moveto :: Point ->Int -> Int -> Point
moveto (Make x y) dx dy = Make (x + dx) (y + dy)

Make 3 4
moveto pl 2 1

pl
p2



